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ÎÁÚÅÌÍÛÌ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÌ ÐÀÑÑÅßÍÈß È ÌÀÑÑÎÂÎÉ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÅÉ ÀÝÐÎ-
ÇÎËß Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÎØÈÁÎÊ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ ÎÁÅÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ 
 
 

Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ó÷èòûâàþùèé îøèáêè èçìåðåíèé ìàññîâîé 
êîíöåíòðàöèè è îáúåìíîãî êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ îäíî÷àñòîòíûì ëèäàðîì. Ïðèâå-
äåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà â ñèñòåìàõ êîíòðîëÿ çà çàãðÿçíåíèåì âîçäóõà. 

 
 

Îïðåäåëåíèå ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè àýðîçîëÿ M[ìã ⋅ ì–3] ïî èçìåðåííîìó ëèäàðîì îáúåìíîìó 
êîýôôèöèåíòó àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ α[êì–1] ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïåðâîñòåïåííîé âàæíîñòè äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ îäíî÷àñòîòíûõ ëèäàðîâ â ñèñòåìàõ êîíòðîëÿ çà çàãðÿçíåíèåì âîçäóõà. Âîçìîæíîñòü óñïåø-
íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáîñíîâàíà ìíîãî÷èñëåííûìè èññëåäîâàíèÿìè, ïîäòâåðæäàþùèìè íàëè÷èå 
ëèíåéíîé êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè 

 

 (1) 

 
Îáñóæäàëèñü ðàçíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ â (1) êîýôôèöèåíòîâ Ñ1 è Ñ2 [1, 2]. Ïåðâûé ìåòîä ïðåäïî-
ëàãàåò ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì 
dN/dr, èõ ïëîòíîñòè ρ è êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m. Çàòåì ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû Ì è α 
è ñòðîèòñÿ ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü (1). Âòîðîé ìåòîä ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ 
ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî Ì ïðè çàäàíèè ìîäåëüíûõ dN/dr, ρ è m. Ïðè òðåòüåì ïîäõî-
äå Ì èçìåðÿåòñÿ çàáîðîì ïðîá âîçäóõà, à α — ëèäàðîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ âûáîðêà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
 

 (2) 
 
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè (1). 

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòèé ïîäõîä, êîòîðûé ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó òîëüêî ìåòîäàìè 
ñòàòèñòèêè è íå òðåáóåò íèêàêèõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ìèêðîôèçèêå çîíäèðóåìîãî ëèäàðîì 
àýðîçîëÿ. 

Ïðåæäå âñåãî íóæíî îáñóäèòü ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè (2). Ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ àýðîçîëÿ 
Ì îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòáîðîì ïðîá íà ìåìáðàííûå ôèëüòðû ñ ïîñëåäóþùèì âçâåøèâàíèåì [3]. 
Ýòîé ïðîöåäóðå ïðèñóùè îøèáêè, îáóñëîâëåííûå ïðèðîäîé âçàèìîäåéñòâèÿ àýðîçîëÿ ñ ìåìáðàííûìè 
ôèëüòðàìè, íåòî÷íîñòÿìè îïðåäåëåíèÿ îáúåìà âîçäóøíîé ïðîáû è âçâåøèâàíèÿ ôèëüòðà, íåîáõîäè-
ìîñòüþ ñîõðàíÿòü ôèëüòðû ïîñëå çàáîðà ïðîá. Âðåìåííàÿ äëèòåëüíîñòü îòáîðà ïðîáû çàâèñèò îò ñî-
ñòîÿíèÿ çàìóòíåííîñòè àòìîñôåðû è îò äîïóñòèìîé òî÷íîñòè ïîñëåäóþùåãî âçâåøèâàíèÿ. Îíà âàðüè-
ðóåò îò äåñÿòêà ìèíóò äî íåñêîëüêèõ ÷àñîâ. Òàê êàê àýðîçîëü ïåðåíîñèòñÿ âåòðîì, òî îäíî èçìåðåíèå 
Ì äàåò óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè çà âðåìÿ ïî îáúåìó ΔV. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íî-
ñòè èçìåðåíèÿ Ì öåëåñîîáðàçíî ïðîèçâîäèòü îäíîâðåìåííûé çàáîð ïðîá íà íåñêîëüêî ìåìáðàííûõ 
ôèëüòðîâ. Ëèäàð îïðåäåëÿåò ìãíîâåííîå ðàñïðåäåëåíèå α ïî òðàññå çîíäèðîâàíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü 
âûáîðêó (2), íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ðåçóëüòàòû ìíîãîêðàòíûõ ëèäàðíûõ èçìåðåíèé α, ïðîâåäåííûõ 
çà âðåìÿ Δt ïî íàïðàâëåíèÿì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îáúåì ΔV. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âûáîðêà  

 

 
 

ãäå èíäåêñ i óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû â òå÷åíèå Δti, à σ îçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå îò-
êëîíåíèå. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî èçìåðåíèÿ Ì è α íåçàâèñèìû è ÷òî èõ îøèáêè ðàñïðåäåëåíû ïî ãàóñ-
ñîâûì çàêîíàì N(Mi, δMi) è N(αi, δαi). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
 

 (3) 
 

ãäå xi — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, x1i = αi, x2i = Mi; � iS  — äèàãîíàëüíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ  ìàòðèöà  
îøèáîê èçìåðåíèé ñ ýëåìåíòàìè S12 = (δαi)

2 è S2i = (δÌi)
2. Èç ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè (2) ÿñíî, 

÷òî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ïðèíÿòü äëÿ ëþáîãî i S1i = 0 èëè S2i = 0. Áîëåå òîãî, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ 
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Si ñèëüíî âàðüèðóþò îò îäíîãî èíòåðâàëà Δt ê äðóãîìó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè  íåïðèìåíèìû ê ìîäåëè (3) [4, 5]. Çäåñü îáñóæäàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ 
ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ ìîäåëè (3). 

 

 
 

Ðèñ. 1. Ðàññòîÿíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ðåãðåññèîííàÿ ïðÿìàÿ çàäà-
åòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì 
 

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ãèïîòåòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ðåãðåññèè L è îäíà òî÷êà xi èç âûáîðêè (3). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ðåãðåññèè «õ2 íà x1» ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò xi äî L. Íà ðèñóíêå 
ýòèì ðàññòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê 1. Îòðåçîê 2 ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè «x1 íà õ2». Ñóùåñòâóåò åùå îäíî ðàññòîÿíèå îò xi äî L — îòðåçîê 3, ò. å. ðàñ-
ñòîÿíèå îò õi äî L ïî ïåðïåíäèêóëÿðó. Èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäåò âèäíî, ÷òî îòðåçîê 3 ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèëó÷øèì âîçìîæíûì âûáîðîì ðàññòîÿíèÿ, åñëè Si = Å, ò.å. â ñëó÷àÿõ, êîãäà âñå îøèáêè 
âñåõ èçìåðåíèé ëèáî íóëè, ëèáî îäèíàêîâû. 

Ïðÿìàÿ ðåãðåññèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì α = ÎÌ îò ïðÿìîé äî íà÷àëà êîîðäèíàò è âåêòîðîì 

à1. Âåêòîðû à1 è à2 îáðàçóþò ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðè÷åì 
1 1 2 2 1 2

1, 0,
T T T

= = =a a a a a a  ãäå áóêâà 

„Ò" îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, ò.å. à1 åñòü âåêòîð–ñòîëáåö, a 
1

T
a — âåêòîð–ñòðîêà. Åñòåñòâåííî ñ÷è-

òàòü, ÷òî âîêðóã ëþáîé òî÷êè õi ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �

iS , òàê êàê àïîñòåðèîðíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ õ âîêðóã xi çàäàåòñÿ êàê 

 

 (4) 

 
Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è íåðàâåíñòâî Êàìåðà—Ðàî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
ñðåäíåå õ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì âçâåøåííûì èíäèâèäóàëüíûõ íàáëþäåíèé: 

 

 (5) 

 (6) 

 
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó õ, à ðàññòîÿíèå ð îò xi äî L 
 

 (7) 

 
Òåïåðü çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå 
 

 (8) 

 
Ìåòîäîì Ëàãðàíæà èç (8) ïîëó÷àåòñÿ  
 

 (9) 

 
ãäå 
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 (10) 

 
ò.å. ïðÿìàÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 
�Q . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �Q  èìååò äâà ðàçëè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λ1 è λ2. Ïóñòü 

íàïðàâëåíèå à1 âûáèðàåòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a1 îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà Q11 òàê, ÷òîáû 
 

 (11) 

 

Åñëè � �,=iS E  òî �Q  ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (N—1) ðàâíî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå �

xC , à óñëîâèå 

ð = 0 — íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ðåãðåññèè L. Ðàññòîÿíèå îò xi ê L ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò 
îòðåçîê 3 íà ðèñ. 1. 

Êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç α è à1: 
 

 (12) 

 

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå c  è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó �

xC  âåêòîðà ñ = (ñ1, ñ2) ìîæíî ïîëó÷èòü 
ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, ðåøàÿ ìíîãîêðàòíî çàäà÷ó äëÿ ðÿäà èìèòèðîâàííûõ âûáîðîê 
 

 (13) 

 

ãäå ξ = (ξ1i, ξ2i) — äâóìåðíàÿ ãàóññîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �(0, ).N E  Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî {õi} è { }
i
′x  

èìåþò îäèíàêîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû. 
 

 
Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé Ì è α: � — ñðåäíèå çíà÷åíèÿ Ì è α â òå÷åíèå âðåìåííîãî èíòåðâà-
ëà Δt;I — ñòàíäàðòíîå  îòêëîíåíèå Ì çà âðåìÿ Δt; — —ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå α çà âðåìÿ Δt. 
Ïðÿìàÿ ðåãðåññèè ñ êîýôôèöèåíòàìè (15) ïîêàçàíà ñïëîøíîé ëèíèåé, à ïðÿìàÿ ðåãðåññèè ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè (16)—øòðèõîâîé 
 

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè. Íà ðèñ. 2 

ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé {αi, δαi, Mi, δMi; i = 1,25 }. Åñëè èãíîðèðîâàòü îøèáêè èçìåðåíèé, 

òî ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì [3] äëÿ ðåãðåññèé Ì íà α è α íà Ì ïîëó÷àåòñÿ 
 

 (14) 

 
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç (10) íàõîäèì 
 



 Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè 35 

 
 

Ìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = 0,6457 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð 
 
a1 = (–0,1147 + 0,9934); 
 

c1 = 0,149 ìã ⋅ ì–3 ⋅ êì–1; (15) 
 

c2 = 0,115 ìã ⋅ ì–3
. 

 

Â ðåçóëüòàòå 500 ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé èìèòèðîâàííîé âûáîðêè {
ik
′x ; i = 1,25; k = 1,500 îïðåäå-

ëåíû ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåêòîðà: 
 

 (16) 

 
Íà ðèñ. 2 ðåãðåññèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè (15) ïîêàçàíà ñïëîøíîé ëèíèåé, à ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ 
ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé,— øòðèõîâîé.  
 

 
 

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé Ì è α è 500 èìèòèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ (13) âûáîðîê {xk′, i = 1,25; k = 1,500} 

 
 

Ðèñ. 4. Ãèñòîãðàììû íîðìàëèçîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ 
1
c  è 

2
.c  Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíà ôóíêöèÿ 

ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, 1), ïåðåñ÷èòàííàÿ ñ ó÷åòîì øèðèíû ðàçðÿäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà 
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Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû îäíîâðåìåííî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé è 500 èìèòèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ (13) âû-

áîðîê { ; 1,25; 1500
i
i k′ = =x }. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ãèñòîãðàììû äëÿ íîðìàëèçèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ 

 

 
 
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíà ôóíêöèÿ ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0,1), ïåðåñ÷èòàííàÿ ñ ó÷åòîì øèðèíû 
ðàçðÿäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà. 
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V.J. Tsanev, D.L. V y n d e v . Method for the Construction of the Linear Regression Dependence of the Aero-
sol Volume Scattering Coefficient on Atmospheric Aerosol Mass Concentration Assuming Masurement Errors. 
 

A new method for the construction of the linear regression accounting for the experimental errors involved in the 
atmospheric aerosol mass concentration and volume scattering coefficient measured by a single-frequency lidar system 
is reported. The application of the proposed approach to the monitoring of air pollution is discussed. 


