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ТОЧНОСТЬ ОЦЕНОК СКОРОСТИ ДИССИПАЦИИ ТУРБУЛЕНТНОЙ ЭНЕРГИИ 
ИЗ ВРЕМЕННОГО СПЕКТРА ФЛУКТУАЦИЙ СКОРОСТИ ВЕТРА 
 
 

Обсуждаются погрешности оценок скорости диссипации турбулентной энергии по максимуму правдопо-
добия из временных спектров скорости ветра, измеряемой акустическим анемометром и доплеровским лидаром. 

 
 

1. Введение 
 

В настоящее время известно несколько методов определения величины скорости дисси-
пации турбулентной энергии в атмосфере, как правило, использующих закономерности инер-
ционного интервала турбулентных вариаций скорости потока воздуха [1–3]. Наибольшее рас-
пространение получило оценивание скорости диссипации из временного спектра измеренной 
скорости ветра. При этом применяют гипотезу «замороженной» турбулентности [1]. 

Точность оценки скорости диссипации из временного спектра скорости ветра определяет-
ся различными факторами – состоянием атмосферы (интенсивность и характерные масштабы 
турбулентности), продолжительностью и геометрией зондирования, способом обработки дан-
ных, шумами и т.д. Поэтому при планировании измерений скорости диссипации представля-
ется важным иметь результаты предварительных расчетов погрешности рассматриваемой ха-
рактеристики в зависимости от этих факторов.  Настоящая статья посвящена анализу такой 
погрешности при оценивании скорости диссипации турбулентной энергии из спектра скорости 
ветра по максимуму правдоподобия. 
 

2. Оценивание скорости диссипации 
 

Пусть имеется последовательность измеренных за время Т = tМ значений скорости ветра 
V(tm), где т = 0,1, ..., М – 1; t – интервал дискретности.  С помощью быстрого преобразова-
ния Фурье из этой последовательности можно получить одностороннюю функцию спектраль-
ной плотности 
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Будем считать, что для анализа временных статистических характеристик измеренной 
скорости V(t) применима гипотеза «замороженной» турбулентности [1]. Тогда при достаточно 
большом Т, когда Т . k – времени корреляции скорости ветра, можно выбрать частотный интер-

вал [f1, f2], в пределах которого оценка Ŝ(f) является несмещенной (т.е. Ŝ(f) = Ŝ(f), где ... – ус-
реднение по ансамблю) и ее среднее значение описывается формулой 
 

S(f) = 2/3
 Q(f), (2) 

 

где  – средняя скорость диссипации турбулентной энергии; Q(f) – функция, параметром кото-
рой являются средняя скорость ветра U и размеры зондируемого объема. В частности, при изме-
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рениях продольной компоненты скорости ветра в фиксированной точке Q(f) = 0,15U
2/3

/ f 

5/3
 [1–3]. 

Частота f1 = k1/Т является нижней границей инерционного интервала, а f2 = k2/Т соответствует той 
наивысшей частоте, на которой вкладом шумов в измеренный спектр можно пренебречь. 

Воспользовавшись формулой (2), получим оценку скорости диссипации турбулентной 

энергии из n оценок спектральных плотностей Ŝi = Ŝ [(k0 + i)/T] на частотах, попадаемых в рас-
сматриваемый интервал, где k1  k0 и k0 + n  k2, i = 1, 2, ..., n. Комплексная случайная величина 
Z(k/Т) в силу условия Т . k имеет нормальное распределение плотности вероятности с нуле-
вым средним и с равными дисперсиями для действительной и мнимой частей Z, пропорцио-

нальными среднему спектру S(k/Т).  Тогда плотность вероятности оценки спектра Ŝi  Z2
 бу-

дет иметь экспоненциальное распределение. При этом оценки Ŝi и Ŝl (при i  l) являются неза-

висимыми. Следовательно, плотность вероятности вектора Ŝ = {Ŝ1, Ŝ2, ..., Ŝn} имеет вид 
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где в соответствии с (2) Si = 2/3
 Qi, Qi = Q [(k0 + i)/T]. Считая, что значения Qi известны, оценку 

скорости диссипации ̂ из измеренного вектора Ŝ получим по максимуму правдоподобия [4]. 
Для этого необходимо взять производную по  от логарифмической функции правдоподобия 
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i=1

n

 







ln (2/3
 Qi) + 

 Ŝi
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и решить уравнение 
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В результате имеем 
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3. Статистические характеристики оценки скорости диссипации 
 

Разделим обе части выражения (6) на среднее значение скорости диссипации . Тогда с 
учетом (2) нормированную величину полученной оценки можно представить в виде 
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где 
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в соответствии с (3) имеем гамма-распределение плотности вероятности 
 

P(xn) = (n
n
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где (n) – гамма-функция; xn  [0, ]. Для среднего значения x
n
n имеем 
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Воспользовавшись этой формулой, для среднего нормированного значения B = ̂/ и относи-
тельной случайной погрешности E = [(̂/)2 – B

2
]

1/2
 оценки скорости диссипации находим: 
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B = (3/2 + n)/[n
3/2

 (n)]; (11) 
 

E = 









1 + 

1
n  



1 + 

2
n  – 





 
(3/2 + n)
n

3/2
 (n)

  

2 

 

1/2

, (12) 

 

где в (12) были использованы свойства гамма-функции (3 + n) = n(n + 2) (n). 
Из (11) следует, что в общем случае В  1, т.е. оценка ̂ является смещенной.  Полная по-

грешность, с учетом такого смещения, определяется формулой [5] A = [E
2
 + (B – 1)

2
]

1/2
. При 

n = 1 соответственно из (11) и (12) имеем (3/4)   1,33 и E = 6 – 9/16  2,06. Такие оценки 
̂ будут превышать  в 1,33 раза, а их случайный разброс относительно  очень большой. Рас-
смотрим представляющий интерес для практики случай n . 1. В (11) и (12) мы можем восполь-
зоваться асимптотической формулой [6]: 
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После разложения выражений (11) и (12) в ряд по степеням n
–1

 и удержания слагаемых, вно-
сящих основной вклад в соответствующие характеристики, получаем 
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3
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1
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 , (14) 

 

откуда следует, что при n . 1 оценка ̂ является несмещенной, а ее погрешность пропорцио-
нальна n

–1/2
. 

 

4. Cравнение с экспериментальными данными 
 

С целью проверки полученных зависимостей В и Е от числа n спектральных компонент Ŝi, 
выбранных для оценки скорости диссипации, были использованы результаты измерений ско-
рости ветра акустическим анемометром [7] на высоте 6 м от поверхности Земли. Полученная 

из этих данных оценка средней скорости ветра Û равна 3,45 м/с. По формуле (1) рассчитывал-
ся спектр скорости ветра. На рис. 1 приведен спектр, сглаженный (усредненный) по 100 стати-

стическим степеням свободы. На рисунке показан интервал [f1, f2]. Используя все оценки Ŝi, 
попадаемые в этот интервал, по формуле (6) (где значения Qi полагались равными  

0,15 Û
2/3

 [(k0 + i)/T]
–5/3

) рассчитывалась средняя скорость диссипации –. Она составила 
0,046 м

2
/с

3
. При расчете первого и второго моментов величины x

3/2
n  по формуле (8) для Si ис-

пользовалось выражение Si = 0,15 (Û –)
2/3

 [(k0 + i)/T]
–5/3

. Результат расчета таких компонент 
спектра Si показан на рис. 1 в виде прямой линии в рассматриваемом интервале частот [f1, f2]. 
 

 
 

Рис. 1. Спектр скорости ветра 
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На рис. 2 в виде крестиков и квадратиков представлены экспериментальные зависимости со-
ответственно В и Е от n. Здесь же в виде сплошных кривых приведены рассчитанные по форму-
лам (11) и (12) аналогичные теоретические зависимости (кривая 1 – В, кривая 2 – Е). Погрешность 
экспериментальных значений Е не превышает 15 %. Видно удовлетворительное соответствие 
теории и эксперимента. Уже при n = 10 оценка ê является практически несмещенной (В  1), но 
относительная погрешность еще довольно большая и составляет примерно 50%. 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость нормированной величины В и относительной случайной погрешности Е оценки 
скорости диссипации турбулентной энергии от числа n спектральных компонент, используемых при 
обработке данных.  Крестики и кривая 1 – данные для В; квадратики и кривая 2 – данные для Е; кре-
стики и квадратики – эксперимент; сплошные кривые – теория 

 

5. Учет погрешности оценки средней скорости ветра 
 

Согласно (14) погрешность оценки скорости диссипации можно сделать сколь угодно ма-
лой путем увеличения n. Так, при максимальном n = 800, имевшем место в эксперименте, 
Е  0,05. Однако в действительности ошибка будет выше из-за погрешности в оценке средней 

скорости ветра Û. Фактически показанные на рис. 2 экспериментальные данные представляют 

собой ̂Û/U и [(̂Û/U)
2 – ̂Û/U2

]
1/2

, где U – истинная средняя скорость ветра. Поэтому с 

учетом отличия Û от U для нормированной оценки скорости диссипации, получаемой из ре-
зультатов измерений скорости ветра в точке, вместо (7) следует использовать выражение 
 

̂/ = (U/Û) x
3/2
n . (15) 

 

В случае измерения непрерывным доплеровским лидаром временной спектр скорости 
ветра S(f) представляет собой произведение спектра скорости ветра в фиксированной точке, 
находящейся в центре зондируемого объема, на H(f) – функцию низкочастотного фильтра, оп-
ределяемую продольным размером z этого объема. Вид этой функции приведен, в частности, 
в работе [8]. При z  0 функция H(f)  1 и тогда нормированная оценка скорости диссипа-
ции будет определяться формулой (15). В другом предельном случае больших z для спектра в 
[8] получена асимптотическая формула: 
 

S(f) = 0,06 2/3
 (U sin)5/3

 (1/z) f 
–8/3

 , (16) 
 

где  – угол между направлением ветра и осью зондирующего пучка. Информацию об U и  
можно получить, например, из дополнительных измерений сканирующим доплеровским лида-

ром. Естественно, что измеренная величина скорости Û будет отличаться от истинного значе-
ния средней скорости U. Из (2), (6), (16) и (17), с учетом этого отличия, в пренебрежении по-
грешностью в оценках угла , нетрудно получить выражение 
 

̂/ = (U/Û)
5/2

 x
3/2
n . (17) 
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Будем считать, что в (15) и (17) погрешность U


 = Û – U мала по сравнению с U. Тогда для 
̂/ можно записать приближенную формулу 
 

 

̂/ = (1 –  U


/U) x
3/2
n , (18) 

 

где для случая точечных измерений  = 1, а при измерениях доплеровским лидаром в большом 

зондируемом объеме  = 5/2. Если оценка скорости ветра является несмещенной (Û = U), то, как 
показано выше, при достаточно большом n оценка ̂ также не имеет смещения (В = 1). Из (7)–(14) 
и (18) при n . 1 для относительной погрешности Е с учетом флуктуаций оценки средней ско-
рости ветра получаем 
 

E = [9/4n + 
2
 

2

Û
]

1/2
, (19) 

 

где 
2

Û
 = (U


/U)

2
 – относительная дисперсия оценки скорости ветра. 

Из (19) следует, что в случае небольших погрешностей оценок скорости ветра, удовлетво-
ряющих условию 
 


2
 

2

Û
 n 9/(4n), (20) 

 

значения Е для точечного измерителя и доплеровского лидара практически не будут отличать-
ся при одном и том же числе n.  Если реализуется обратное условие 
 


2
 

2

Û
 . 9/(4n), (21) 

 

то при одинаковой точности измеренных средних скоростей ветра погрешность лидарной ско-
рости диссипации в 2,5 раза выше, чем соответствующая величина в случае точечного измери-
теля, в частности использованного в эксперименте акустического анемометра. Так как при 
большом n условие (21) вполне может реализоваться на практике, требования к точности оце-
нивания средней скорости ветра в доплеровских лидарных измерениях скорости диссипации 
должны быть более жесткими, чем в случае акустического анемометра. 

Пусть при измерении в точке скорость Û определяется путем временного усреднения за 
период Т . k. Тогда для 

2

Û
 при стационарных условиях справедлива формула [2] 

 


2

Û
 = 2

2

U k/T, (22) 
 

где 
2

U = V
2
/U

2
 – 1 относительная дисперсия мгновенных значений скорости ветра. 

Таким образом, для Е имеем 
 

E = [9/4n + 2
2

U k/T]
1/2

. (23) 
 

В эксперименте, результаты которого приведены на рис. 1 и 2, 
2

U = 0,12, k = 15 с и 
Т = 720 с. Для таких параметров второе слагаемое в (23) равно 0,005. При максимально возмож-
ном в этом эксперименте n = 800 первое слагаемое в (23) равно 0,0028. В результате относи-
тельная погрешность измерения скорости диссипации составляет примерно 10%, что вдвое 
больше соответствующего значения, полученного выше без учета флуктуаций оценок средней 
скорости ветра.  Допустим, что оценка ̂ получена из данных доплеровского лидара при таких 
же n и 

2

Û
 (n = 800, 

2

Û
 = 0,005). Тогда в соответствии с формулой (19), где  = 5/2, относитель-

ная погрешность такой оценки равна примерно 24%. 
 

6. Заключение 
 

В данной статье проведен анализ влияния количества несглаженных оценок спектра и по-
грешности измерения средней величины скорости ветра на точность оценки скорости дисси-
пации турбулентной энергии по максимуму правдоподобия. Рассмотрены случаи измерения 
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скорости ветра акустическим анемометром («точечным» прибором) и непрерывным доплеров-
ским лидаром при большом размере зондируемого объема. Показано, что влияние погрешно-
сти измерения средней скорости ветра на точность оценок скорости диссипации более сущест-
венно в случае доплеровского лидара. 

Следует отметить, что в случае измерения ветра в фиксированной точке использование 
гипотезы «замороженности» турбулентности, с целью задания в формуле (2) функции Q(fi) в 
явном виде, практически всегда является оправданным. То же самое можно утверждать и для 
измерений доплеровским лидаром скорости ветра в большом зондируемом объеме при усло-
вии достаточно сильного бокового ветра, когда флуктуации усредненной по объему зондиро-
вания скорости ветра определяются, в основном, переносом турбулентных вихрей средним 
потоком без эволюции вихрей за время пребывания в области локализации лазерного пучка. 
Как показывают эксперименты при малых углах  и слабом ветре [9, 10], для анализа скорости, 
оцениваемой из большого лидарного объема зондирования, гипотеза «замороженной» турбулент-
ности неприемлема. Следовательно, попытка воспользоваться формулой (16) для таких условий 
может привести к значительному смещению оценки скорости диссипации турбулентной энергии. 
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The errors of estimates of turbulent energy dissipation rates by likelihood maximum from temporal spectra of wind ve-
locity measured with acoustic anemometer and Doppler lidar are discussed. 
 


