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О РАВНОМЕРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДОВ 
МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ В ЗАДАЧАХ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
ДОПЛЕРОВСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 
 
 

Исследуются два подхода к статистическому анализу измерений частоты негауссовского сигнала допле-
ровского лидара при применении методов возмущений.  В первом подходе используется метод возмущений, 
предложенный для анализа гауссовского случайного сигнала. Второй подход основан на перенормировке пара-
метров среднего спектра.  При использовании первого подхода возникают трудности, связанные с неравномер-
ностью аппроксимации и физической интерпретацией полученных результатов.  Показано, что в результате пе-
ренормировки параметров среднего спектра получается ряд теорий возмущений для оценки доплеровской час-
тоты, который удовлетворяет требованию равномерности аппроксимации и позволяет интерпретировать 
полученные результаты. 

 
 

1. Введение 
 

Известно, что использование метода возмущений без удовлетворения требования равно-
мерной аппроксимации приводит к значительным трудностям.  В теории колебаний, гидроди-
намики, теории генерации лазера и других областях физики [1, 2] наличие вековых членов в 
разложении существенным образом усложняет физическую интерпретацию явлений, которые 
наблюдаются в эксперименте.  Причиной неравномерной аппроксимации и сложностей при 
физической интерпретации полученных результатов, которые можно преодолеть методом пе-
ренормировки, являются нелинейные свойства колебаний, генерации и т.д. 

В настоящей статье рассматриваются методические вопросы использования методов возму-
щений при статистическом анализе измерений частоты сигнала доплеровского лидара. Исследу-
ются два подхода к статистическому анализу измерений частоты негауссовского сигнала допле-
ровского лидара при применении методов возмущений. В первом подходе используется теория 
возмущений, предложенная в [6, 7] для анализа гауссовского случайного сигнала. Второй подход 
основан на перенормировке параметров среднего спектра. Особенностью рассматриваемой задачи 
является то, что сигнал доплеровского лидара представляет собой негауссовский случайный про-
цесс и только при выполнении условий центральной предельной теоремы статистические свойства 
становятся гауссовскими [3–5]. Показано, что причиной неравномерности аппроксимации и слож-
ностей при физической интерпретации полученных результатов, которые можно преодолеть ме-
тодом перенормировки, являются негауссовские свойства сигнала доплеровского лидара. 
 

2. Применение методов возмущений при статистическом анализе доплеровских измерений 
 

Оценка доплеровской частоты для метода спектральной функции [4] имеет вид 
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М – число реализаций длиной Ts; t – интервал дискретности; Ns = Ts/t, j(t) – сигнал допле-
ровского лидара. В настоящей работе предполагается, что для сигнала доплеровского лидара 
справедливо приближение однократного рассеяния оптического излучения на атмосферных 
частицах, движущихся в турбулентном потоке [3, 4].  Относительно Среды также предполага-
ется, что частицы распределены в рассеивающем объеме равномерно и независимо друг от 
друга, число частиц подчиняется закону Пуассона, а скорость движения турбулентного потока 
атмосферы распределена по гауссовскому закону.  Флуктуации шума сигнала являются гаус-
совским белым шумом. 

При исследовании равномерной аппроксимации рассмотрены случай гауссовской стати-
стики и два случая, которые соответствуют негауссовской статистике сигнала доплеровского 
лидара.  Гауссовская статистика сигнала доплеровского лидара наблюдается при выполнении 
следующего условия: d =  (где 2d – характерные размеры рассеивающего объема), которое 
означает, что влиянием корреляции флуктуаций локальной доплеровской частоты полностью 
пренебрегается. 

Первый случай, который соответствует негауссовской статистике, относится к случаю силь-
ной корреляции флуктуаций локальной доплеровской частоты d  0.  Второй случай, который 
соответствует негауссовской статистике, – это случай слабой корреляции флуктуаций локальной 
доплеровской частоты d  .  В данном случае влияние корреляционных свойств флуктуаций 
локальной доплеровской частоты учитывается как возмущающая малая добавка [4, 5].  Таким об-
разом, для первого и второго случаев характерно, что негауссовские свойства сигнала доплеров-
ского лидара проявляются соответственно в максимальной и минимальной форме. 
 

2.1. Анализ гауссовского случайного сигнала методами возмущений 
 

Несмотря на различие в поведении флуктуаций сигнала, случай гауссовской статистики 
(d = ) и случай слабой корреляции (d  ) имеют общие закономерности. Поэтому рассмот-
рим отдельно подход к статистическому анализу доплеровских измерений гауссовского слу-
чайного сигнала для метода спектральной функции.  Подход к статистическому анализу доп-
леровских измерений гауссовского случайного сигнала предложен в [6, 7] для метода автокор-
реляционной функции и метода максимального правдоподобия.  В данном статистическом 
анализе последовательно используются два предположения.  Сначала предполагается, что в 
качестве нулевого порядка теории возмущений можно выбрать средние характеристики сиг-
нала доплеровского лидара, например автокорреляционную функцию.  Далее, после записи 
ряда теории возмущений, используется предположение о гауссовских свойствах сигнала.  По-
этому представим оценку спектра в виде среднего спектра и возмущающей малой добавки 
 

Ŝ (m) = s(m) + s(m) + ... ,    Ŝ0 = s0 + s0 + ... ,  (2) 
 

где s(m) – средний спектр; s0 = 
2p
Ts

 
m=–(Ns–1)

Ns–1
 

 

s(m) ; s(m) и s0 – члены первого порядка малости 

теории возмущений.  Из формул (1) и (2) следует, что в первом порядке теории возмущений 
оценка доплеровской частоты примет следующий вид: 
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(m – d) s(m)/s0 ,  (3) 

 

где d – средняя доплеровская частота. 
Далее, следуя работам [6, 7], будем считать, что величина s(m), которая входит в выра-

жение (3), определяется гауссовскими свойствами сигнала доплеровского лидара.  В случае 
гауссовской статистики выражение для ошибки измерений средней доплеровской частоты 

var ̂d = (̂d – d)
2, вычисленной на основе формулы (3) при выполнении условия d =  как 
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результат усреднения по случайному положению и числу частиц в рассеивающем объеме, по 
флуктуациям скорости движения турбулентного потока атмосферы, а также по флуктуациям 
шума, примет вид 
 

var ̂d = 


2MTs
 < 2

d,g> + 
2

M S/N + < 2
d,g> + 

2

3MT
2
s S

2
/N

2 ,  (4) 

 

где < 2
d,g> – средняя полуширина спектра s(m); S/N – отношение сигнал-шум.  Формула (4) 

имеет простую физическую интерпретацию.  Из данной формулы видно, что первых два сла-
гаемых являются функцией средней полуширины спектра s(m).  Следовательно, они характе-
ризуют величину ошибки измерений средней доплеровской частоты, которая возникает в ре-
зультате уширения спектра.  Последнее слагаемое отлично от нуля при < 2

d,g> = 0, поэтому 
оно является мерой статистической неопределенности измерений частоты гармонического ко-
лебания на фоне шума.  Таким образом, для гауссовского случайного сигнала ошибка измере-
ний средней доплеровской частоты определяется двумя факторами: уширением спектра и ме-
рой статистической неопределенности измерений гармонического колебания на фоне шума.  
Отметим, что выражение (4) совпадает с аналогичной формулой для метода автокорреляцион-
ной функции, полученной в [6, 7].  Данное совпадение является следствием того, что методы 
автокорреляционной и спектральной функций по своей сути относятся к неоптимальному 
приему  и поэтому должны иметь одинаковую точность. 
 

2.2. Статистический анализ доплеровских измерений негауссовского сигнала 
при использовании метода возмущений [6, 7] 
 

Рассмотрим первый подход к статистическому анализу измерений частоты негауссовско-
го сигнала доплеровского лидара при применении методов возмущений.  Данный подход ос-
нован на использовании метода возмущений, приведенного в работах [6, 7]. 

Будем считать, что разложение (2), а также ряд теории возмущений для оценки доплеровской 
частоты (3) справедливы для негауссовских случайных сигналов.  Однако в отличие от вывода 
формулы (4) предположим, что величина s(m), которая входит в выражение (3), определяется 
негауссовскими свойствами сигнала доплеровского лидара.  Величина ошибки измерений сред-

ней доплеровской частоты var ̂d = (̂d – d)
2, вычисленная на основе формулы (3), примет вид 
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где 2

d
 Rd

(rm, rn) = d (rm) d (rn); 2

d
 – дисперсия; Rd

(rm, rn) – нормированная корреляци-

онная функция; d (rm) – флуктуации локальной доплеровской частоты; p(rm) – пересечение 
диаграмм направленности [4, 5]. 

Проведем анализ формулы (5) для случая гауссовской статистики и для двух случаев, ко-
торые соответствуют негауссовской статистике сигнала доплеровского лидара.  В случае гаус-
совской статистики сигнала доплеровского лидара (d = ) вкладом корреляционных свойств 
флуктуаций локальной доплеровской частоты полностью пренебрегаем, т.е. Rd

(rm, rn) = 0.  

При этом выражение для ошибки измерений (5) совпадает с формулой (4), если учесть тот 
факт, что < 2

d,g> = 2

d
.  Данное совпадение является естественным, т.к. изначально разложе-

ние (2), а также ряд теории возмущений (3) являются основными предположениями при стати-
стическом анализе доплеровских измерений гауссовского случайного сигнала, а асимптотика 
d =  формулы (5) соответствует случаю гауссовской статистики. 

Если для гауссовской статистики поведение уравнения (5) согласуется с формулой (4) и, 
следовательно, с результатами [6, 7], то анализ данного уравнения для двух случаев, которые 



 

1234 А.П. Шелехов   

соответствуют негауссовскому сигналу доплеровского лидара, приводит к противоречивым 
результатам.  Для сильной корреляции, т.е. в первом случае, выражение 1 – Rd

(rm, rn)  0 и 

соответствующая подынтегральная функция в формуле (5) неограниченно возрастает так, что 

величина var ̂d   при d  0. 
С физической точки зрения неограниченное поведение ошибки измерений при d  0 яв-

ляется противоречивым результатом.  Действительно, с одной стороны, var ̂d   означает, 
что среднюю доплеровскую частоту невозможно измерять при сильной корреляции.  С другой 
стороны, при d  0 измеряется частота случайного гармонического колебания на фоне шума.  
Следовательно, неопределенность измерений средней доплеровской частоты, связанная с 
уширением спектра, исчезает.  Поэтому величина ошибки измерений средней доплеровской 
частоты должна определяться конечной величиной, которая связана с флуктуациями частоты 
гармонического колебания и мерой статистической неопределенности измерений средней час-
тоты гармонического колебания на фоне шума. 

Таким образом, поведение ошибки измерений при d  0 аналогично поведению решения, 
например, в теории колебаний [1, 2] до применения методов перенормировки.  Ошибка измере-
ний средней доплеровской частоты и энергия колебаний неограниченно возрастают, что противо-
речит физическому смыслу.  Случай d  0 характеризуется тем, что негауссовские свойства сиг-
нала доплеровского лидара проявляются в максимальной форме.  Поэтому можно прийти к выво-
ду, что причиной неравномерности аппроксимации и сложностей при физической интерпретации 
полученных результатов являются негауссовские свойства сигнала доплеровского лидара. 

Сложный для физической интерпретации результат получается также при слабой корре-
ляции (d  ).  В данном случае выражение для ошибки измерений средней доплеровской 
частоты примет следующий вид: 
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Для слабой корреляции в поведении ошибки измерений средней доплеровской частоты 
должны наблюдаться общие закономерности с поведением той же величины, но для гауссов-
ской статистики.  Поэтому следует ожидать, что второй и третий члены правой части формулы 

(6) должны иметь вид, подобный выражению (4).  Однако величина var ̂d не может быть 
представлена как функция средней полуширины спектра, т.е. 
 

var ̂d  2
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и следовательно, иметь вид, подобный выражению (4).  Поэтому, с нашей точки зрения, дать 
простую физическую интерпретацию выражения (6) в случае слабой корреляции сложно. 

Таким образом, применение методов возмущений [6, 7] приводит к трудностям при стати-
стическом анализе измерений доплеровской частоты негауссовского сигнала.  Это – неравно-
мерность аппроксимации и сложности при физической интерпретации полученных результа-
тов при слабой и сильной корреляции. 

Формула (5) совпадает с аналогичным выражением в [8, 9] при S/N   и p(rm) = p(zm) , где zm 
– проекция вектора rm на направление измерений.  Совпадение результатов говорит о том, что 
подход к статистическому анализу доплеровских измерений, предложенный в работах [8, 9], при-
водит к тем же самым трудностям: к неравномерной аппроксимации и к сложностям при физиче-
ской интерпретации.  Следует отметить, что в настоящей работе, в отличие от [8, 9], не делалось 
предположения s0 = 0.  Поэтому вывод формулы (5) с методической точки зрения является более 
корректным и в большей степени соответствует основным предположениям [6, 7]. 
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2.3. Статистический анализ доплеровских измерений негауссовского сигнала 
при использовании метода возмущений, основанного на перенормировке  
параметров среднего спектра 
 

Второй подход применения метода возмущений позволяет преодолеть перечисленные 
выше трудности, связанные с расходимостью рядов теории возмущений и со сложностями при 
физической интерпретации полученных результатов.  Данный подход основан на перенорми-
ровке параметров среднего спектра.  Известно [1, 2], что в теории нелинейных колебаний, на-
пример, для получения равномерной аппроксимации возмущают не только решение, но и па-
раметры самого решения, т.е. частоту колебаний.  Это приводит к тому, что решение уже в ну-
левом порядке зависит от параметров нелинейности.  При статистическом анализе измерений 
доплеровской частоты для получения равномерной аппроксимации будем возмущать как 
спектр, так и параметры среднего спектра.  В качестве параметров спектра выбраны моменты 

среднего спектра.  Например, первый момент d и второй момент <d,g
2 > среднего спектра 

после перенормировки примут следующий вид: 
 

d  d + ng = d + 
 

 

p(rm)2
 d (rm) drm ,  (8) 

 

<d,g
2 >  d,ng

2  = 
1
2 
 

 

p(rm)2 p(rn)
2 (d (rm) – d(rn))

2
 drm drn .  (9) 

 

Из формул (8) и (9) видно, что в нулевом порядке частота, на которой достигается макси-
мум оценки спектра после перенормировки, и его полуширина зависят от случайных парамет-
ров.  Вместо разложения (2) и ряда теории возмущений для оценки доплеровской частоты (3) 
имеем, соответственно, следующие формулы: 
 

Ŝ (m) = S(m) + S(m) + ... ,    Ŝ0 = S0 + S0 + ... ,  (10) 
 

̂d = d + ng
  – 

2
Ts

 
m=–(Ns–1)

Ns–1
 

 

(m – (d + ng
 )  S(m)/ S0 ,  (11) 

 

где S(m), S0 = 
2
Ts

 
m=–(Ns–1)

Ns–1
 

 

S(m) – члены нулевого порядка малости;  S(m) и  S0 – члены перво-

го порядка малости теории возмущений. 

Величина ошибки измерений средней доплеровской частоты var ̂d = (̂d – d)
2, вычис-

ленная с использованием формулы (11) как результат усреднения по случайному положению и 
числу частиц в рассеивающем объеме, по флуктуациям скорости движения турбулентного по-
тока атмосферы, а также по флуктуациям шума, запишется в следующей форме: 
 

var ̂d = 2

d
 

 

p(rm)
2 
p(rn)

2 
 Rd

(rm, rn)drm drn +  

 

+ 


MTs
 
 

 

 

 p(rm)
2 
p(rn)

2  



<(d(rn) – ng

 ) (d(rm)
 
– ng

 )>





1

2 <(d(rn) – d(rm))2>

 1/2  + 

 

+ 



<(d(rn) – d

(rm)) (d(rn)
 
– ng

 )> <(d(rm) – d
(rn)) (d(rm)

 
– ng

 )>

2 



1

2 <(d(rn) – d(rm))2>

 3/2  drm drn + 

 

+ 
2

M S/N 


 

 

 p(rm)
2 
 <(d(rm)

 
– ng

 )
2
> drm+ 

2

3MTs
2
 S

2
/N

2 .  (12) 
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Исследуем поведение уравнения (12) в случае гауссовской статистики сигнала доплеров-
ского лидара, а также в случае слабой и сильной корреляции.  При d = , т.е. в случае гауссов-
ской статистики, формула (12) совпадает с формулой (4).  Данный факт говорит о том, что ус-
ловия перенормировки выбраны верно. 

В случае сильной корреляции (d  0) подынтегральные функции второго и третьего чле-
нов правой части выражения (12) стремятся к нулю, поэтому величина ошибки измерений 
принимает вид 
 

var ̂d = 2

d
 + 

2

3MTs
2
 S

2
/N

2   .  (13) 

 

Из формулы (13) видно, что данная аппроксимация является равномерной в отличие от 
результата (5).  С физической точки зрения в случае d  0 поведение ошибки измерений, ко-
торое описывается уравнением (12), не является противоречивым результатом.  Как уже отме-
чалось, в этом случае измеряется частота случайного гармонического колебания на фоне шу-
ма.  Первое слагаемое в правой части формулы (13) является флуктуациями частоты гармони-
ческого колебания.  Второе слагаемое описывает меру статистической неопределенности 
измерений частоты гармонического колебания на фоне шума.  Таким образом, применение ме-
тодов перенормировки при статистическом анализе измерений частоты негауссовского сигна-
ла доплеровского лидара, как и, например, в теории колебаний [1, 2], позволяет получить ре-
зультаты, которые не противоречат физическому смыслу. 

Рассмотрим физический смысл выражения (12) при слабой корреляции (d  ).  В этом 
случае ошибка измерений средней доплеровской частоты имеет вид 
 

var ̂d = 2

d
 


 

 

 p(rm)
2
p(rn)

2
Rd

(rm, rn)drm drn + 


MTs
 < 2d,ng> + 

2
M S/N + < 2d,ng> + 

2

3MT
2
s S

2
/N

2,(14) 

 

где < 2d,ng> = 
1
2 


 

 

 p(rm)
2 
p(rn)

2 
(d (rm) – d(rn))

2
 rm drn – средняя полуширина спектра S(). 

Члены правой части уравнения (14) имеют следующий физический смысл.  Первое сла-
гаемое соответствует той части ошибки измерений, которая определяется флуктуациями час-
тоты.  На данной частоте достигается максимум спектра S().  Второе и третье слагаемые яв-
ляются функцией полуширины спектра S() и имеет вид, подобный выражению (4).  Это озна-
чает, что статистическая неопределенность измерения средней доплеровской частоты, 
определяемая этими слагаемыми, является следствием уширения спектра S().  Четвертое сла-
гаемое – мерой статистической неопределенности измерений частоты гармонического колеба-
ния на фоне шума.  Таким образом, в случае слабой корреляции (d  ) поведение ошибки 
измерений средней доплеровской частоты имеет общие закономерности с поведением той же 
величины для гауссовской статистики (d = ), что не противоречит физическому смыслу. 
 

3. Заключение 
 

Таким образом, рассмотрены два подхода к статистическому анализу измерений частоты 
негауссовского сигнала доплеровского лидара при применении методов возмущений.  В пер-
вом подходе используется метод возмущений, предложенный в [6, 7] для анализа гауссовского 
случайного сигнала.  Второй подход основан на перенормировке параметров среднего спектра.  
Получены выражения для оценки доплеровской частоты (3) и (11), а также выражения для 
ошибки измерений средней доплеровской частоты (5) и (12). 

При использовании теории возмущений, предложенной в [6, 7], возникают две основные 
трудности.  Это неравномерность аппроксимации и сложности при физической интерпретации 
полученных результатов.  Неравномерность аппроксимации проявляется в том, что ошибка 
измерений средней доплеровской частоты неограниченно возрастает в случае сильной корре-
ляции.  Основные сложности при физической интерпретации наблюдаются в случаях как 
сильной, так и слабой корреляции.  При сильной корреляции сложности с интерпретацией яв-
ляются следствием неограниченного роста ошибки измерений средней доплеровской частоты, 
что противоречит физическому смыслу.  Как было показано, в случае слабой корреляции, ко-
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гда вклад негауссовских свойств в исследуемые величины учитывается как возмущающая ма-
лая добавка, поведение второго и третьего членов правой части формулы (5) не имеет вида, 
подобного выражению (4), что затрудняет объяснение данного результата. 

В рамках второго подхода удается построить теорию возмущений и получить выражения 
для оценки доплеровской частоты и ошибки измерений средней доплеровской частоты, кото-
рые удовлетворяют требованию равномерной аппроксимации и позволяют интерпретировать 
полученные результаты.  При сильной корреляции величина ошибки измерений средней доп-
леровской частоты определяется величиной, которая конечна и соответствует данному случаю 
с физической точки зрения. Ошибка измерений определятся флуктуациями частоты гармони-
ческого колебания и мерой статистической неопределенности измерений частоты гармониче-
ского колебания на фоне шума.  В случае слабой корреляции ошибка измерений средней доп-
леровской частоты определяется флуктуациями частоты, на которой достигается максимум 
спектра S(), средней полушириной спектра S() и мерой статистической неопределенности 
измерений частоты гармонического колебания на фоне шума.  

Сравнивая два подхода применения теории возмущений, можно прийти к выводу, что они 
совпадают, если считать ng бесконечно малым параметром при конечных значениях осталь-
ных величин рассматриваемой задачи.  Поэтому при использовании разложения (2), а также 
ряда теории возмущений (3) для анализа негауссовских сигналов неявно предполагается, что 

величины ng = 0, ng
2 = 0 и т.д.  Равенство нулю данных величин означает, что влиянием 

корреляций флуктуаций локальной доплеровской частоты можно пренебречь: Rd
(rm, rn) = 0.  

Следовательно, такие явления, как негауссовские свойства сигнала, пространственное усред-
нение d (rm) по рассеивающему объему, учитываются неправильно или не в полной мере.  
Строго говоря, неправильный учет корреляции приводит к тому, что, например, формулу (5) 
можно считать достоверной только в случае гауссовской статистики (d = ).  Таким образом, 
подход к статистическому анализу измерений доплеровской частоты, основанному на приме-
нении методов возмущений [6, 7], не приводит к повышению точности при учете негауссов-
ских свойств сигнала. 
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A . P .  S h e l e k h o v .  Uniform Approximation in Small Perturbations Method Used for Statistical Analysis of 
Doppler Measurements. 
 

Two approaches are treated in the paper to the statistical analysis of measurements of non-Gaussian signal of Doppler lidar 
when using the perturbation method.  The first approach uses the perturbation method proposed for analysis of Gaussian random sig-
nal.  The second one is based on renormalization of mean spectrum parameter.  The first approach presents difficulties stem from the 
approximation nonuniformity and physical interpretation of the obtained results.  It is shown in the paper, that the renormalization of 
the mean spectrum parameter results in a series of perturbation theory for the Doppler frequency estimation, which complies with the 
requirement  of the approximation uniformity  and allows an interpretation  of the obtained results. 


