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+

. Ìîäåëüíûé ïîäõîä 
îáîñíîâûâàåòñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì óëó÷øå-
íèè «ïðîáíûõ» âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ êàê ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî «ðåäóöèðîâàííîãî» 
ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî îïðåäåëåííûé òèï äâèæåíèÿ: âàëåíòíûå èëè èçãèáíûå êîëåáàíèÿ, âðàùåíèå 
ìîëåêóëû.  

 

Ââåäåíèå 

Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ïðîñòûõ ìîäåëåé 
äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî (ÊÂ) ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë, ïîäîá-
íûõ Í2Î, H2S èëè Í3

+
, îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî èìåþ-

ùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû âû÷èñëåíèé – 
âàðèàöèîííûé [1] è ìåòîä âîçìóùåíèé [2] – ýô-
ôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñòàëêèâàþòñÿ ñî çíà-
÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè â ïðèëîæåíèè ê âûñîêî-
âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì. Ïðÿìîé âàðèàöèîííûé 
ìåòîä íå èìååò ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, êî-
òîðûå ìîãëè áû ïðåïÿòñòâîâàòü åãî ïðèìåíåíèþ  
ê âûñîêîâîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì, è â ýòîì ñî-
ñòîèò åãî ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè ìåòîäàìè. 
Îäíàêî ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå èíôîðìàöèÿ íîñèò 
÷èñëåííûé õàðàêòåð, ÷òî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå 
òðóäíîñòè ïðè åå àíàëèçå. Íàïðèìåð, â [3] áûëè 
ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè è âîëíî-
âûõ ôóíêöèé äëÿ âûñîêèõ ÊÂ-ñîñòîÿíèé Í2Î 
âáëèçè äèññîöèîííîãî ïðåäåëà, ýòè ïîñëåäíèå àíà-
ëèçèðîâàëèñü âèçóàëüíî, ÷òî, êîíå÷íî, óêàçûâàåò 
íà çíà÷èòåëüíóþ ñëîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè òàêèõ 
÷èñëåííûõ äàííûõ.  

Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåòîä ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòî-
íèàíîâ, èìåþùèé çíà÷èòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà  
â ïðîñòîòå âû÷èñëåíèé è èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòà-
òîâ, îãðàíè÷åí óñëîâèåì ìàëîñòè âîçìóùåíèé è åãî 
èñïîëüçîâàíèå äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé 
òðåáóåò îïðåäåëåííîé ìîäèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè 
óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èëè èñïîëüçî-
âàíèÿ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. 
 Êàê èçâåñòíî, äëÿ òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë îïðå-
äåëåííîãî âèäà, íàïðèìåð äëÿ ìîëåêóë, ïîäîáíûõ 
Í2Î, H2S, ïðîñòûå, òî÷íî ðåøàåìûå ìîäåëè, íà-
ïðèìåð îñöèëëÿòîðû Ìîðçå èëè Ïåøëÿ–Òåëëåðà, 
õîðîøî îïèñûâàþò êà÷åñòâåííî (à â íåêîòîðûõ 
ñëó÷àÿõ è êîëè÷åñòâåííî) òðàíñôîðìàöèþ êîëåáà-
òåëüíîãî èëè êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî ýíåðãå-

òè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ïðè ïåðåõîäå îò íèæíèõ ê âûñî-
êîâîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì. Òàêèå ìîäåëè èñ-
ïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà 
ëîêàëüíûõ ìîä [4], ÷åòûðåõóðîâíåâîé êëàñòåðèçà-
öèè [5] èëè îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ «ìîíîäðîìèè» [6]. 
Âìåñòå ñ òåì âåñüìà æåëàòåëüíî óòî÷íåíèå ýòèõ 
ìîäåëåé äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè ìîãëè ó÷èòûâàòü äîñ-
òàòî÷íî òî÷íî êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîå âçàèìî-
äåéñòâèå â âûñîêèõ ñîñòîÿíèÿõ.  

Â ñàìîñîãëàñîâàííîé ïðîöåäóðå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïðåäëîæåííîé ðàíåå Ìàêàðå-
âè÷åì [7], áûëè èñïîëüçîâàíû òî÷íî ðåøàåìûå îä-
íîìåðíûå ìîäåëè, ÷òî ïîçâîëèëî ïðîâåñòè êà÷åñò-
âåííûé àíàëèç èçãèáíî-âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé 
ìîëåêóëû Í2Î. Â äàííîé ðàáîòå èäåÿ ñàìîñîãëàñî-
âàííûõ âû÷èñëåíèé è òî÷íî ðåøàåìûå çàäà÷è – 
îñöèëëÿòîðû Êðàòöåðà è Ïåøëÿ–Òåëëåðà, ïðèìå-
íÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ ìîäåëåé, îïèñû-
âàþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð òðåõàòîìíûõ ìîëå-
êóë. Â îòëè÷èå îò [7, 8] çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ  
â ïîëíîì îáúåìå, ò.å. ó÷èòûâàþòñÿ âñå òðè òèïà 
êîëåáàíèé (âàëåíòíûå ñèììåòðè÷íîå è àñèììåòðè÷-
íîå, èçãèáíîå) è âðàùåíèå ìîëåêóëû. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü òàêæå ðàáîòó [9], â êîòîðîé ïðåäëîæåíû 
íîâûå òî÷íî ðåøàåìûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ êîëå-
áàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë.  

1. Ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû  

â åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ 

Ãàìèëüòîíèàí òðåõàòîìíîé ìîëåêóëû â åñòåñò-
âåííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò â âèä [1]:  

 ( )1 2 .S RB C MH T T T T U , ,z= + + + + ρ ρ   (1) 

Îïåðàòîð TS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ 
ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ «âàëåíòíûìè» êîëåáàíèÿìè: 
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Èçãèáíî-âðàùàòåëüíàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
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pi = – i∂/∂ρi, pz = –i∂/∂z, ρi = ri/re, 
z = cos θ (0 ≤ ρi ≤ ∞, –1 ≤ z ≤ 1) 

– áåçðàçìåðíûå êîëåáàòåëüíûå êîîðäèíàòû; ri – 
äëèíà i-é ñâÿçè (i = 1, 2), re – åå ðàâíîâåñíîå çíà-
÷åíèå; θ – óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè; {A, B} = AB + BA – 
àíòèêîììóòàòîð; U(ρ1, ρ2, z) –  ôóíêöèÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè. Ôèêñèðîâàííàÿ â ìîëåêóëå ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò âûáðàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: öåíòð 
ïîìåùåí â öåíòð ìàññ, îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíà 
ïëîñêîñòè ìîëåêóëû (ïëîñêîñòü xz), îñü x íàïðàâ-
ëåíà ïî áèññåêòðèñå óãëà θ. 

2. Îïðåäåëåíèå ÊÂ-âîëíîâûõ  
ôóíêöèé è óðîâíåé ýíåðãèè ìåòîäîì 

ñàìîñîãëàñîâàííûõ âû÷èñëåíèé 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå 
âîëíîâûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ôóíêöèé  

 Ψ ρ Ω = φ ρ ϕ χ Ω[ ] [ ] [ ]( , , ) ( ) ( ) ( ),vr Ir Iv

Ivr v rI
z z  (11) 

êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò îò îäíîãî òèïà êîîðäè-
íàò, âðàùàòåëüíûõ Ω = {α, β, γ}, êîëåáàòåëüíûõ 
ρ = {ρ1, ρ2} – âàëåíòíûõ èëè z – èçãèáíîé. Êâàíòî-
âûå ÷èñëà â (11) îïðåäåëÿþò èñõîäÿ èç êîíêðåòíîé 
ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèé, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â 
ñëåäóþùåì. 

Âîëíîâûå ôóíêöèè ΨIvr(ρ, z, Ω) äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Øðåèíãåðà:  
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Ñîîòíîøåíèå (12) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðè óðàâíå-
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Óìíîæàÿ (12) íà ëþáûå äâå ôóíêöèè èç ïðîèçâå-
äåíèÿ (11) è èíòåãðèðóÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðå-
ìåííûì, ïîëó÷èì òðè óðàâíåíèÿ:  
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îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëíîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà:  
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Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) áóäåì ïðîâî-
äèòü èòåðàöèîííî. Íà ïåðâîì øàãå äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ ôóíê-
öèè íåêîòîðîãî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, âû÷èñëÿþò-
ñÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â (14) è ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèÿ (13) îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå 

[ ]( )φ ρvr

I
, 

[ ] [ ]( ), ( )ϕ χ ΩIr Iv

v rz , ïðèìåíÿÿ êîòîðîå íàõîäÿò «íîâûå» 

ýôôåêòèâíûå îïåðàòîðû è ò.ä. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿ-
åòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíîñòè óðîâíåé ýíåðãèè 

 [ ] [ } [ ] [ ] [ ] [ ], , ,vr Ir vr Iv Ir Iv

v r v rI I
E E E E E E− − −   (15) 

ïîëó÷àåìûõ ïðè ðåøåíèè òðåõ óðàâíåíèé (13) íà 
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íå ñòàíóò äîñòàòî÷íî ìàëûìè.  
 Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò 
ìíîãèõ ôàêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè îò âîçìîæíîñòè 
ïðåäñòàâëåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ çàäàííîãî 
ÊÂ-ñîñòîÿíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ôóíêöèé. 
Îòìåòèì, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â [7], ïðîöåäóðà 
ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ñõîäèòñÿ äëÿ âûñîêîâîçáóæäåí-
íûõ èçãèáíî-âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóë òèïà 
âîäû.  

Îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (14), 
çàâèñÿò îò âñåõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ôóíêöèé íà÷àëü-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íàïðèìåð, ãàìèëüòîíèàí [ ]vr

S
H�  

çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îò êâàíòîâûõ ÷èñåë v è r 
(r ≡ JKaKc), íî òàêæå è îò êâàíòîâîãî ÷èñëà I 
(I ≡ nmσ, σ = ± 1 – êâàíòîâûå ÷èñëà ìîäåëè ëîêàëü-
íûõ ìîä). Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé 

íåîáõîäèìî, âûáðàâ îïðåäåëåííîå ÊÂ-ñîñòîÿíèå 
ìîëåêóëû (ò.å. íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë Ivr), âû÷èñ-
ëèòü íåîáõîäèìûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è ðåøèòü 

çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îïåðàòîðîì [ ]vr

S
H� .  

(5)
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Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ñïîñîá âû÷èñëåíèé ÊÂ-
óðîâíåé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ñàìî-
ñîãëàñîâàííûõ âû÷èñëåíèé èçãèáíî-âðàùàòåëüíûõ 
ñîñòîÿíèé òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë [7, 8] äëÿ ïîëíîé 
ÊÂ-çàäà÷è äëÿ òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë. Íåîáõîäèìî 
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, áîëåå 
òîãî, âîëíîâûå ôóíêöèè (11) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî 
îðòîãîíàëüíûìè òîëüêî äëÿ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì êâàíòîâîãî ÷èñëà 
óãëîâîãî ìîìåíòà èëè ðàçíîé ñèììåòðèè. Äëÿ ñî-
ñòîÿíèé îäíîé ñèììåòðèè îíè íå îðòîãîíàëüíû, 
îäíàêî èõ ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè îðòîãîíàëè-
çèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó Ãðàì-
ìà–Øìèäòà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ìåòîä ïîçâîëÿåò 
ïîñòðîèòü ïðîñòûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ÊÂ-
âîëíîâûõ ôóíêöèé è óðîâíåé ýíåðãèè.  

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äâå èç âîëíîâûõ 

ôóíêöèé (11), íàïðèìåð [ ]( )vr

I
φ ρ  è [ ]( )Ir

v zϕ , èçâåñòíû. 

Â ýòîì ñëó÷àå òðåòüÿ ôóíêöèÿ [ ]( )Iv

rχ Ω  (è ýíåðãåòè-

÷åñêèé óðîâåíü) îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåòüåãî óðàâíå-

íèÿ (14). Åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè [ ] [ ]( ), ( )φ ρ ϕvr Ir

vI
z  

âû÷èñëÿþòñÿ êàê ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïåðâûõ 
äâóõ óðàâíåíèé (14), íàïðèìåð â âèäå ìîäåëüíûõ 
çàäà÷, ó÷èòûâàþùèõ âðàùåíèå ìîëåêóëû, òî îíè 
çàâèñÿò îò íàáîðà íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâ-
ëåííûõ ÊÂ-âçàèìîäåéñòâèåì â ìîëåêóëå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, è «ýôôåêòèâíûé» ãàìèëüòîíèàí [ ]Ir

R
H�  äîë-

æåí çàâèñåòü îò ýòèõ æå ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî 
òàêîé ïðèåì, ïðÿìî ñëåäóþùèé èç ïðîöåäóðû ñà-
ìîñîãëàñîâàíèÿ, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî 
ñëîæíûå ìîäåëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè. Åñëè èñõîäíûå ìîäåëüíûå ôóíê-

öèè [ ]( )vr

I
φ ρ  è [ ]( )Ir

v zϕ  âûáðàíû áîëåå èëè ìåíåå 

ðåàëèñòè÷íûìè, òî òàêîé ïîäõîä ìîæåò äàòü è äîñ-
òàòî÷íî òî÷íûå ðàñ÷åòíûå óðîâíè ýíåðãèè.  

3. Ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ  
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 

ñîñòîÿíèé òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë 

Ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíûå îïåðàòîðû (14) áî-
ëåå ïîäðîáíî. Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (1)–
(10), îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå  
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2 2
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(18) 

Â ñîîòíîøåíèÿõ (16)–(18) âûäåëåíû íåêîòîðàÿ 
ãëàâíàÿ ÷àñòü è äîáàâêè, îáóñëîâëåííûå âçàèìî-
äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ äâèæåíèÿ.  

a) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îïåðàòîð [ ]vr

S
H� , îïèñû-

âàþùèé âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî åãî 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  
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ãäå îïåðàòîð G çàäàí ñîîòíîøåíèåì (8) è  
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( , ) { , ( ) } ( )
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= < − > +< > < > −

− < > < > + < > < >
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1
1

2
S z z v v z r

v x r v y

C v r z p z p a z J

b z J c z J (22)

 

 ( , ) ( ), ( ) .=< − > − < − > < >
1

2 2 21 1S z v v y rD v r z p z J  (23) 

Äàííûé ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñ-
òè, â ïåðâóþ ÷àñòü âîéäóò ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàå-
ìûõ (19), îïðåäåëÿþùèõ îñíîâíóþ ÷àñòü ýíåðãèè 
âàëåíòíûõ êîëåáàíèé, îñòàâøèåñÿ îïåðàòîðû îïðå-
äåëÿþò íåêîòîðûé ïñåâäîïîòåíöèàë – ïîïðàâêó, 
âûçâàííóþ âçàèìîäåéñòâèåì âàëåíòíûõ êîëåáàíèé 
ñ èçãèáíûì êîëåáàíèåì è âðàùåíèåì ìîëåêóëû. 
 Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (20) ïðåäñòàâëÿåò v-çàâè- 
ñèìóþ êîíñòàíòó, ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû â ýòîì âû-
ðàæåíèè åñòü ôóíêöèè âðàùàòåëüíûõ êâàíòîâûõ 
÷èñåë. Ñëàãàåìîå b+(ρ1ρ2)AS(v, r) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé, î÷åâèäíî, v- è j-çàâèñèìûé öåíòðîáåæíûé 
áàðüåð ê äèññîöèàöèè íà êðèâîé ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè êîëåáàíèÿ îòäåëüíîé ñâÿçè (ñì. òàêæå [8]). 
Ýòî ñëàãàåìîå àíàëîãè÷íî öåíòðîáåæíîìó áàðüåðó 
íà êðèâîé ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà äâóõàòîìíûõ 
ìîëåêóë.  

Ñëåäóþùèé ÷ëåí b–(ρ1ρ2)BS(v, r) â (19) îïðå-
äåëÿåò êîðèîëèñîâî âçàèìîäåéñòâèå âàëåíòíûõ êî-
ëåáàíèé è âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè y ìîëåêó-
ëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî 
ñëàãàåìîå ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà, ÿâëÿÿñü 
àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè îäè- 
íàêîâûõ àòîìîâ, äàåò âêëàä òîëüêî âî âòîðîì ïî-
ðÿäêå è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èì ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü [12].  

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòî-
íèàíà (19) ñâÿçàíû ñ ïîïðàâêàìè, îáóñëîâëåííûìè 
ñìåùåíèÿìè «öåíòðàëüíîãî» àòîìà ïðè êîëåáàíèÿõ. 
Â ñëó÷àå, êîãäà M >> m1, m2, îíè ìàëû è èìè òàê-
æå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.  



 Ìîäåëèðîâàíèå âûñîêîâîçáóæäåííûõ ÊÂ-ñîñòîÿíèé òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë òèïà XY2(C2v) 951 
 

Äëÿ îöåíêè ïîðÿäêà âåëè÷èí AS(v, r) âîñïîëü-
çóåìñÿ ïðîñòåéøèì ïðèáëèæåíèåì ñèììåòðè÷íîãî 
âîë÷êà. Ïîëó÷èì  
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ãäå 2 2 2

xy x yJ J J= −  è  

 ,2 2

z r
J k< > =   ( );2

1
r

J j j< > = +   

 ( ) ,< > ≈0 0 0v v
b a z A   ( ) .< > ≈0 0 0v v

b b z B   (25)  

Òàêèì îáðàçîì, «ãëàâíàÿ» ÷àñòü öåíòðîáåæíîé äî-
áàâêè ê âàëåíòíîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà èìååò âèä  

 ( )( ) .2

0 0 0 02

1
1v v

i

A k B j j+ +
ρ

 (26) 

Ïîñêîëüêó äëÿ ëåãêèõ ìîëåêóë òèïà âîäû âðàùà-
òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàèìåíüøåìó 
ìîìåíòó èíåðöèè, áûñòðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì êâàí-
òîâîãî ÷èñëà v, äîñòèãàÿ çíà÷åíèé ïîðÿäêà 103 ñì–1 
[10], òî ýòî ñëàãàåìîå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óæå  
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.  

Ïðè îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé âàëåíòíîãî ãàìèëüòîíèàíà (19) 
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë Êðàòöå-
ðà äëÿ îòäåëüíîé ñâÿçè 

 ( ) ( ) ,1 2
1K dU E

−ρ = −ρ  (27)  

ãäå Ed – ýíåðãèÿ äèññîöèàöèè, ó÷èòûâàåòñÿ òàêæå  
è öåíòðîáåæíàÿ ÷àñòü ïñåâäîïîòåíöèàëà. Óðîâíè 

ýíåðãèè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëîé 
 

 
{ ( , ) }

2

2 2
1

1 2 1 4

K d
n

e S

E d
E

b n d A v r

 
 = −
 + + + + 

. (28) 

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà K K

n mE E+ . 

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä 
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e

r
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n n nS r N r L r
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1S

d
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n A v r
=ρ

+ +
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 / ;2

edd E b=  (31) 

 ( ),2
1 4 1 2Sj d A v r= + + −  (32)  

è ( )( )
n

L x
α  – ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. 

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñèììåòðè-
çîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé (29).  

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (28) îïðåäåëÿåò ïðî-
ñòóþ ìîäåëü äëÿ ÊÂ-ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà òðåõ-
àòîìíîé ìîëåêóëû. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýíåðãèÿ çàâè-
ñèò îò âðàùàòåëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë è êâàíòîâîãî 
÷èñëà èçãèáíîãî êîëåáàíèÿ. Âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþ-
ùèå ìîäåëü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèé 

 ( ) ( ), ...= + + + +2
1S v a JkA v r e a K a J J  

è îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ev, aK, aj, … ïîäãîíêîé  
ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì óðîâíÿì ýíåðãèè. Ôîðìóëû 
(28)–(32) ìîæíî ëåãêî óòî÷íèòü, âêëþ÷àÿ â ðàñ-

ñìîòðåíèå è äðóãèå ñëàãàåìûå ãàìèëüòîíèàíà [ ]vr

S
H� , 

íàïðèìåð b–(ρ1ρ2)BS(v, r), à òàêæå èñïîëüçóÿ äâóõ-
óðîâíåâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ó÷åòà ðàñùåïëåíèÿ 
ëîêàëüíûõ ïàð ñîñòîÿíèé. Ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îïèñàííîé âûøå ìîäåëè áóäóò ïðåäñòàâëåíû â 
ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ.  

Èç ôîðìóë (26) è (28) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ 
âàëåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì âîç-
áóæäåíèè ìîæåò ìåíÿòüñÿ çíà÷èòåëüíî, ïîñêîëüêó, 
êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, âåëè÷èíû AS(v, r) ìî-
ãóò ñèëüíî âîçðàñòàòü ïðè âîçáóæäåíèè èçãèáíîãî 
êîëåáàíèÿ. Âîëíîâûå ôóíêöèè (29) òàêæå ñèëüíî 
äåôîðìèðóþòñÿ ïðè âîçáóæäåíèè èçãèáíîãî êîëå-
áàíèÿ, ÷òî îáóñëîâëåíî çàâèñèìîñòüþ r�  è j îò 
AS(v, r).  

á) Ðàññìîòðèì òåïåðü «ýôôåêòèâíûé» ãàìèëü-

òîíèàí [ ] ,Ir

B
H�  îïèñûâàþùèé èçãèáíûå êîëåáàòåëü-

íûå ñîñòîÿíèÿ. Èç ôîðìóë (14) ñëåäóåò 
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Â îïåðàòîðå (33) ìîæíî âûäåëèòü äâå ÷àñòè: 

 [ ] [ ] [ ]( ) ,= +∆� � �Ir Ir Ir

B PT B
H FB I H H  (41) 

ãäå ( ) ( ) .+=< ρ ρ >1 2 IFB I b  Ïåðâîå ñëàãàåìîå [ ]( ) Ir

PT
FB I H�  

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíóþ ÷àñòü ýíåðãèè, à âòî-

ðîå – [ ]∆ � Ir

B
H   – ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé äîáàâêîé  

è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íå ó÷èòûâàòü.  

(33)

11. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 11. 
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Ïðîâåäåì äàëåå ðÿä î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâà-
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Ââåäÿ â ãàìèëüòîíèàí ìîäåëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ 
ôóíêöèþ Ïåøëÿ–Òåëëåðà  
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ñ ïàðàìåòðàìè 2

0α è 2

0β , ïîäáèðàåìûìè òàê, ÷òîáû 

íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàòü êîëåáàòåëüíóþ 
ýíåðãèþ èçãèáíûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷èì: 
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Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå â îïåðàòîðå 
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H∆ �  òàêæå âû÷èòàåòñÿ ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë 

(41). Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ äàííûì ýôôåêòèâ-
íûì îïåðàòîðîì èìååò òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå 
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîãî îïåðàòîðà: 
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P z  – ïîëèíîìû ßêîáè.  

Òàêèì îáðàçîì, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ýíåð-
ãèÿ èçãèáíûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòîé 
ôîðìóëîé (47), â êîòîðîé ïàðàìåòðû (45) è (46) 
çàâèñÿò òàêæå îò âðàùàòåëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë  
è êâàíòîâûõ ÷èñåë âàëåíòíûõ êîëåáàíèé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â (47) ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå âðàùåíèÿ  
è âàëåíòíûõ êîëåáàíèé è íàáëþäàåòñÿ îïðåäåëåí-
íûé ñäâèã ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî óðîâíåé â ïðîñòîé 
ìîäåëè èçãèáíîãî êîëåáàíèÿ. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ 
(46) òàêæå çàâèñèò îò êâàíòîâûõ ÷èñåë I è r, è, 
ñëåäîâàòåëüíî, îíà «èñêàæàåòñÿ» âçàèìîäåéñòâèÿìè  
ñ «âàëåíòíûìè» êîëåáàíèÿìè è âðàùåíèåì ìîëåêó-
ëû. Òàêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãèáêîé è, î÷åâèä-
íî, áîëåå òî÷íîé, ÷åì ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå Ìàêà-
ðåâè÷åì [7].  

 â) Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí, îïðåäåëÿþ-
ùèé âðàùàòåëüíóþ ÷àñòü ïîëíîé âîëíîâîé ôóíê-
öèè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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Î÷åâèäíî, ÷òî ãëàâíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà [ ],Iv

R
H�  

îïðåäåëÿþùóþ áîëüøóþ ÷àñòü âðàùàòåëüíîé ýíåð-
ãèè, äàþò ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ. Îíè ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí àñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñ I- 
è v- çàâèñèìûìè âðàùàòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè. 
Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå, êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, àíà-
ëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó, äàþò êîëåáàòåëüíóþ ýíåð-
ãèþ ñ ìàëûìè ïîïðàâêàìè, îáóñëîâëåííûìè âçàè-
ìîäåéñòâèåì âðàùåíèÿ ñ âàëåíòíûìè è èçãèáíûì 
êîëåáàíèÿìè.  

Ðàññìîòðèì îäíó èòåðàöèþ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 
âûñîêîâîçáóæäåííûõ âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé. 
Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà 
(25) è ìîäåëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè (29) è (48),  
à òàêæå ñ ïîìîùüþ (44)–(45) äëÿ (49) ïîëó÷èì: 
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òåïåðü èçãèá-
íûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû Í2Î. Èñïîëüçóÿ âîëíîâûå 
ôóíêöèè æåñòêîãî àñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà (âðàùà-
òåëüíûå ïîñòîÿííûå À, Â è Ñ íèæíåãî êîëåáàòåëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ H2O, âçÿòû èç [10]), áûëè âû÷èñ-
ëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ïðîåêöèè óãëîâî-

ãî ìîìåíòà 2

r

Jα . Íà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíû çíà÷å-

íèÿ ýòèõ ñðåäíèõ ïðè êâàíòîâûõ ÷èñëàõ J = 4 è 20.  
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 Ðèñ. 1. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ,2

r

Jα  α = x, y, z ïðè J = 4 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 1 è 2, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 

êâàäðàòîâ êîìïîíåíò óãëîâîãî ìîìåíòà èçìåíÿþòñÿ 
âåñüìà çíà÷èòåëüíî, òàê, íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷å-

íèå 2

z
r

J  óâåëè÷èâàåòñÿ â 400 ðàç ïðè âîçðàñòàíèè 

Ka îò 0 äî 20, â òî æå âðåìÿ 2

x
r

J  óìåíüøàåòñÿ îò 

400 äî 10. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îï-
ðåäåëÿþò ìîäåëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ (48)  
è âëèÿþò íà ýôôåêòèâíóþ ñðåäíþþ êîíôèãóðàöèþ 
è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.  

Èçìåíåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè «ýôôåêòèâíûõ» 
óðàâíåíèé (14) îòðàæàåò èçìåíåíèå ïîëíûõ âîëíî-
âûõ ôóíêöèé ïðè ñèëüíîì âðàùàòåëüíîì âîçáóæ-

äåíèè. Âîëíîâûå ôóíêöèè èçãèáíîãî êîëåáàíèÿ 
äëÿ J = 10; 20; 40 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3–5.  
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 Ðèñ. 3 
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Ðèñ. 4 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü çíà÷èòåëüíîå ñìåùåíèå 
îáëàñòè ëîêàëèçàöèè «èçãèáíûõ» âîëíîâûõ ôóíê-
öèé â îáëàñòü áîëüøèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé 
z = cos(θ). Ïðè ýòîì íóæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî 
âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè îäè-
íàêîâîé äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñ v = 0; 5 è 10.  
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Ðèñ. 5 

Íàáëþäàåòñÿ òàêæå «äåôîðìàöèÿ» âîëíîâûõ ôóíê-
öèé, îíè ñæèìàþòñÿ. Ñäâèã è äåôîðìàöèÿ âîëíî-
âûõ ôóíêöèé îáóñëîâëåíû ñëîæíûì õàðàêòåðîì 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ìî-
ëåêóëå âîäû è âîçíèêíîâåíèåì öåíòðîáåæíîé äî-
áàâêè ê ýôôåêòèâíîé ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè. Àíàëîãè÷íûå äîáàâêè, î÷åâèäíî, âîçíè-
êàþò è â óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ âàëåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ [ñì. (28) è (29)]. 
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A.D. Bykov, S.S. Voronina. Modeling of highly excited vibration-rotation states of triatomic mole-

cules of the XY2 (C2v) type. 
The models for high-exited ro-vibrtional states of the triatomic molecules such as Í2Î, ÑÍ2, NH2, and 

hydrogen ion Í3

+

 are presented. The model approach is based on an iterative solution of the Schrödinger equa-
tion by successive improvement of «trial» wave functions. These «trial» wave functions are eigenfunctions of 
some exactly solvable Hamiltonian describing particular motion in molecule, such as bending or stretching  
vibration, and molecular rotation. 


