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Ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìîä âîëíîâîãî ôðîíòà, âîñïðîèçâîäèìûõ àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé 
ñèñòåìîé, ïî âàðèàöèÿì èçîáðàæåíèÿ. Â ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ôàçîâîé çàäà÷è ââîäèòñÿ âåêòîð-
íîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îáùåé òî÷êè m ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþùåå ïðèìåíÿòü äëÿ åå ðåøåíèÿ 
èçâåñòíûå ìåòîäû ïðè m = 2. 

 

1. Âîññòàíîâëåíèå ìîä âîëíîâîãî 
ôðîíòà ïî âàðèàöèÿì èçîáðàæåíèÿ 

òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà 

1.1. Ïóñòü â îïòè÷åñêîé ñèñòåìå àìïëèòóäíûå 
è ôàçîâûå èñêàæåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà (ÂÔ) íà 
âûõîäíîì çðà÷êå Ω  îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé çðà÷êà 

 ρ = ρ Φ ρ( ) ( ) exp [ ( )],G A ik  

ãäå ρ = ξ η( , );  = π λ2 /k – âîëíîâîå ÷èñëî. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà – àäàïòèâíàÿ, åå 
àäàïòèâíûé ýëåìåíò, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà, ìîæåò èçìåíÿòü ÂÔ, ïîýòîìó ðåàëü-
íûå èñêàæåíèÿ ÂÔ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
Φ = ϕ + ∆Φ. Çäåñü ϕ îïðåäåëÿåò ñîñòàâëÿþùóþ 
èñêàæåíèÿ ÂÔ, êîòîðóþ àäàïòèâíûé ýëåìåíò ìî-
æåò ñêîìïåíñèðîâàòü, à ∆Φ – îñòàòî÷íîå èñêàæå-
íèå, íå èçìåíÿåìîå àäàïòèâíûì ýëåìåíòîì. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ – ýòî ýëåìåíò êîíå÷íî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ 

îòêëèêè ïðèâîäîâ { }Ψ =, 1,k k N. Ïðîáíûå âàðèà-

öèè ÂÔ àäàïòèâíûì ýëåìåíòîì ïðèâîäÿò ê âàðèà-
öèè èíòåíñèâíîñòè â èçîáðàæåíèè. Çàäà÷à ñîñòîèò 
â òîì, ÷òîáû ïî ýòèì âàðèàöèÿì îïðåäåëèòü è êîì-
ïåíñèðîâàòü ñîñòàâëÿþùóþ ϕ. Äàííûé ïîäõîä 
óïðàâëåíèÿ àäàïòèâíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ìå-
òîäîì àïåðòóðíîãî çîíäèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü 
ðåàëèçîâàí äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì çàäàåòñÿ 
ôóíêöèÿ ðåçêîñòè èçîáðàæåíèÿ è àäàïòèâíàÿ ñèñòå-
ìà ðàáîòàåò ïî ïðèíöèïó «âîñõîæäåíèÿ íà õîëì» [1]. 
Ïðè âòîðîì ñïîñîáå îòûñêèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû 

ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 
=

ϕ = Ψ∑
1

N

k k

k

c . Òà-

êîé ïîäõîä ðåàëèçîâàí â [2] íà îñíîâå âàðèàöèè 
ìîìåíòîâ 2-ãî ïîðÿäêà èíòåíñèâíîñòè â èçîáðàæå-
íèè è äîïóùåíèè, ÷òî àìïëèòóäà íà çðà÷êå èçâåñòíà 
è áàçèñíûå ôóíêöèè – ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â ïðî-
ñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 

 ( ) ′ ′Ψ Ψ = Ψ Ψ ρ∫∫ 2
, ,i j i jA d  (1) 

ãäå Ψ′ – âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. 

Â äàííîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü 
ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà íà îñíîâå àíàëèçà âàðèà-
öèè êîñèíóñà-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êàê äëÿ ñëó-
÷àÿ èçâåñòíîé, òàê è íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû íà 
çðà÷êå. 

1.2. Êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ðàñïðå-
äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè I â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè íà 

ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòå ρ λ/ f  (f – ôîêóñíîå ðàñ-

ñòîÿíèå) èìååò ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî 
ìíîæèòåëÿ âèä [3]:  

 ( ) ( ) ( )
∞

−∞

′ρ λ Φ = + ∆ ∆Φ ρ∫ ∫, / , cos ,
c

F I f A A A k d  

ãäå 

 ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′= ρ + ∆ = ρ + ρ ∆Φ = Φ ρ + ρ − Φ ρ; ; .A A A A A  

Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìàëûå ïî âåëè÷èíå 

ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòîòû â âèäå ρ λ = λ/ /f ev f , ãäå 

= θ + θcos sine i j – îðò ÷àñòîòû, à v > 0 – ìàëàÿ 

âåëè÷èíà. Ìíîæèòåëü 1/λf â âûðàæåíèè ÷àñòîòû 
áóäåò îïóñêàòüñÿ. 

Èçìåíèì ÂÔ ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî ýëåìåíòà 
íà âåëè÷èíó αΨ è îñóùåñòâèì èçìåðåíèå ïåðâîé  
è âòîðîé âàðèàöèé êîñèíóñà-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: 
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 ( ) ( )( )
∞

−∞

′= − + ∆ ∆Φ ∆Ψ ρ∫ ∫
22

cos .k A A A k d  

Ðàññìîòðèì ïðåäåë 

 ( ) ( ) ( )
π π

→
γ Ψ = δ Φ Ψ θ δ Φ Ψ θ =∫ ∫

2 2

2

1
0

0 0

lim , , , / , , ,
c c

v

F I ev d F I ev d  
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∞ π ∞ π

−∞ −∞

∂Φ ∂Ψ ∂Ψ ′ ′= θ ρ θ ρ = ∂ ∂ ∂ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2
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 ( ) ( )∞ ∞

−∞ −∞

Φ Ψ′ ′ ′ ′ ′= ΦΨ ρ Ψ ρ =
Ψ∫ ∫ ∫ ∫

22 2

2

,
/ ,A d A d  

ãäå ∂/∂e – ñèìâîë ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ 
îðòà e . 

Åñëè àìïëèòóäà íà çðà÷êå èçâåñòíà, òî îòêëèêè 
ïðèâîäîâ ìîæíî îðòîíîðìèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî 
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1) è òîãäà ïðåäåë 
γ1(Ψk) = (Φ,Ψk) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ôóðüå 
ôóíêöèè Φ â ýòîì áàçèñå è  

 ( )Φ = γ Ψ Ψ + ∆Φ∑ 1 k k . 

Åñëè àìïëèòóäà íà çðà÷êå íåèçâåñòíà, òî òðå-
áóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿ è áîëåå ñëîæíàÿ 
îáðàáîòêà. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ 
âîçüìåì âòîðóþ ñìåøàííóþ âàðèàöèþ 

 ( ) ( )
α=β=

∂ ρ Φ + αΨ + βχ
δ ρ Φ Ψ χ = =

∂α∂β

2

2

0

, ,

, , , ,

c

c

F I
F I  

 ( ) ( )( )( )2
cosk A A A k d

∞

−∞

′= − + ∆ ∆Φ ∆Ψ ∆χ ρ∫ ∫  

è ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëà: 
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π π
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2 2
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χ∫ ∫ ∫ ∫

2

2 22 2

2
/A d A d  

è 

 ( ) ( )
π

→
γ Ψ χ = δ Φ Ψχ θ∫

2

2

3
0

0

, lim , , , , /
c

v

F I ev d  

 ( ) ( )
π π   

   δ Φ Ψ θ δ Φχ θ =
   
   
∫ ∫

1/2 1/2
2 2

2 2

0 0

/ , , , , , ,
c c

F I ev d F I ev d  

 

∞ π

−∞

∂Ψ ∂χ ′= θ ρ
∂ ∂∫ ∫ ∫

2

2

0

/A d d
e e

 

 

∞ π ∞ π

−∞ −∞
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Ôóíêöèþ ϕ áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà 
íåâÿçêè 

 

∞

=−∞

 
′ ′ Φ − Ψ = Φ − Ψ ρ

 
 
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2

2
2 '

1

N

k k k k

k

ñ A c d  

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé 

 ( ) ( )Ψ Ψ = Φ Ψ =∑ , , , 1, ,j jk kñ j N  

ïðåäñòàâèìîé â âèäå 

 
( ) ( )

2

, ,
, 1,

j jk k
k

j jk j

ñ j N
Ψ Ψ Φ ΨΨ

= =
Ψ Ψ Ψ Ψ

∑  

èëè 

 ( ) ( ) ( )1/2
3 2 1, , .j j jk k kc γ Ψ Ψ γ Ψ Ψ = γ Ψ∑  (2) 

Ñèñòåìà (2) – íåâûðîæäåííàÿ, òàê êàê ïî óñëîâèþ 
áàçèñ ïðèâîäîâ – ëèíåéíî íåçàâèñèìûé â ïðî-
ñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1), ïîýòî-
ìó îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

2. Ìåòîä óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè  
è ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ  

ôàçîâîé ïðîáëåìû 

2.1. Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è îïòèêè ìîãóò 
áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à 
íàõîæäåíèÿ îáùåé òî÷êè çàäàííûõ çàìêíóòûõ 
ìíîæåñòâ 

 
=

∈ ∩
1

,

m

s

s

x V  (3) 

ãäå ìíîæåñòâàìè 
s

V  çàäàþòñÿ àïðèîðíûå ñâîéñòâà 

ðåøåíèÿ, ðåçóëüòàòû è óñëîâèÿ èçìåðåíèé. Íà÷èíàÿ 
ñ ðàáîòû Ë.Ì. Áðýãìàíà [4] è ðàáîòû Ë.Ã. Ãóðèíà 
è åãî ñîàâòîðîâ [5] ïîëîæåíî íà÷àëî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (3) èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè â áåñêîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â îñíîâå ìåòîäîâ ëåæèò ñâîé-
ñòâî ïðîåêöèè Ps

x òî÷êè x  íà ìíîæåñòâî V
s
.  

Â çàäà÷àõ îïòèêè ýòè ìåòîäû íàøëè øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [6] Ãåðøáåðãà–Çàêñòîíà, 
Ä. Þëû, À. Ëåâè è Ã. Ñòàðêà è äð. Íàèáîëåå ïîë-
íûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñëó÷àÿ 
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ êîìïëåêñíîãî ãèëüáåðòîâà 
ïðîñòðàíñòâà H è èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ÷åðå-
äóþùåãîñÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ 
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 + = =1 1 2... ,
n m n n

x TT T x Tx  (4) 

ñòàðòóþùåãî èç íà÷àëüíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 
x0 ∈  H, ãäå  

 ( ) ( )= + λ − = + λ −   .

s s s s s
T x x P x x I P I x  

Ïàðàìåòðû ìåòîäà λs ∈  (0,2) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè ðåëàêñàöèè. Àëãîðèòì (4) ïðîñò â ðåàëèçàöèè 
è ãàðàíòèðóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü. Â ôàçîâûõ çàäà-
÷àõ ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, ïîýòîìó 
ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà (4) äëÿ ýòèõ çàäà÷ íå ãàðàí-
òèðóåòñÿ. 

Îïûò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà (4) ïîêàçàë [5, 6], 
÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ àëãîðèòì ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåä-
ëåííî, ïîýòîìó íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèè. 

Ðàññìîòðèì äâà ïîäõîäà ìîäèôèêàöèè àëãîðèò-
ìà (4). Ïåðâûé, ïðåäëîæåííûé À. Ëåâè è Ã. Ñòàð-
êîì [6], ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè 
âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãî-
ðèòìà (4) áûëà åùå è ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ íåêî-
òîðîãî êðèòåðèÿ J(x), ÿâëÿþùåãîñÿ ìåðîé áëèçîñòè 
òî÷êè x ê ìíîæåñòâàì Vs

. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ 
âîçìîæíîñòü îïòèìèçèðîâàòü ïàðàìåòðû ðåëàêñà-
öèè èç óñëîâèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ê ìèíèìóìó 
êðèòåðèÿ. Ðåàëèçîâàòü ñâîé ïîäõîä àâòîðû ñìîãëè 
äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ìíîæåñòâ (m = 2), óñòàíîâèâ, ÷òî 
äëÿ êðèòåðèÿ 

 = − + −1 2( )J x Px x P x x  (5) 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãîðèòìà (4) ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìèçèðóþùåé, åñëè ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì íåðàâåíñòâàì, ïðèâåäåí-
íûì â [6]. Åñëè m > 2, òî àâòîðû ïîäõîäà ïðåäëà-
ãàþò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ â (3) ñâåñòè ê ïåðåñå÷å-
íèþ äâóõ êîìáèíèðîâàííûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíÿþ-
ùèõ íåñêîëüêî ñâîéñòâ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. 
Åñòåñòâåííî, ýòî âåäåò ê óñëîæíåíèþ îïðåäåëåíèÿ 
ïðîåêöèè íà êîìáèíèðîâàííûå ìíîæåñòâà è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ê óñëîæíåíèþ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. 
 Îòìåòèì åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå  
ñ ýòèì ïîäõîäîì. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç 
âîçìîæíûõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
äëÿ êðèòåðèÿ (5). Ïîýòîìó ìîæíî èçìåíèòü è âèä 
ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç óñëîâèÿ 
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. 

Âòîðîé ïîäõîä óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè àëãîðèòìà (4) ïðåäëîæåí Ë.Ã. Ãóðè-
íûì è åãî ñîàâòîðàìè â [5] òîæå äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ, 
íî âûïóêëûõ. Â èõ ïîäõîäå, íà÷èíàÿ ñ x0, 
ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ òàê. Íà êàæ-
äîì øàãå èòåðàöèè âû÷èñëÿþòñÿ òðè ïðîåêöèè 
y1 = P1xn, y2 = P2y1, y3 = P1y2 è ïî íèì çàäàåòñÿ 
ïðèáëèæåíèå xn+1 = y1 + λ(y3 – y1). Òî÷êè y1 è y3 
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó V1 è çàäàþò ëó÷ 
x = y1 + λ(y3 – y1). Òî÷êà y2 è âåêòîð y1 – y2 çà-
äàþò ãèïåðïëîñêîñòü, ñòðîãî ðàçäåëÿþùóþ ìíîæå-
ñòâî V2 è òî÷êó y3, åñëè y3 ∉  V1 ∩ V2. Ïàðàìåòð λ 
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à ñ ãèïåðïëî-
ñêîñòüþ: 

 ( )1 3 1 2 1 2Re( , ) 0.y y y y y y+ λ − − − =  

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíèìàåòñÿ çà x
n+1. 

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ýòîì ïîäõîäå äåëàåòñÿ 
íåáîëüøîé îòõîä îò ðåãóëÿðíîãî àëãîðèòìà (4) âû-
áîðà î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïîëüçó óñêîðåíèÿ 
ñõîäèìîñòè. Â ñëó÷àå m > 2 óêàçàííûå àâòîðû 
ïðåäëàãàþò êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì. Ïîñëåäî-
âàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàõîäèòü ïî ñõåìå (4), íî 
âðåìÿ îò âðåìåíè äåëàòü «óñêîðÿþùèå» øàãè äëÿ 
ðàçëè÷íûõ ïàð ìíîæåñòâ. 

Ðàññìîòðåííûå äâà ïîäõîäà óñêîðåíèÿ ñõîäè-
ìîñòè àëãîðèòìà (4) îáîñíîâàíû òîëüêî äëÿ m = 2. 
Ïðè m > 2 èõ ïðèìåíåíèå óñëîæíÿåò àëãîðèòì. 
Îãðàíè÷åíèå ïîäîáíîãî ðîäà ìîæíî ïðåîäîëåòü, 
åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè [7]. 
 2.2. Ìåòîä óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîò-
ðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå  

 
−

=

= =∏
1

1

,

m

s s

s

H H H H   

è â íåì äâà ìíîæåñòâà: 

 ( ){ }− −= = = = ∈1 1 1 1 1 1,..., : ... ,
m m

V x x x x x V  

 ( ){ }− += = ∈2 1 1 1,..., : .
m s s

V x x x x V  

Òîãäà çàäà÷à (3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ 

òî÷êè ∈x H  èç óñëîâèÿ  

 ∈ ∩1 2.x V V  (6) 

Íà H  çàäàäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

 ( ) ( )
−

−
=

= α α > α + ⋅ ⋅ ⋅ + α =∑
1

1 1

1

, , , 0, 1.

m

s s s s mH H

s

x y x y  

Ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð íà ìíîæåñòâî 1V  îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì  

 
−

∈∈
=

 
 − = − = α −
 
 
∑1

11

1/2
1

2

1

min min

m

s sV
y Vy V

s

x P x x y x y . 

Òàê êàê 

 
− − − −

= = = =

α − = α − α + α −∑ ∑ ∑ ∑
2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

,

m m m m

s s s s s s s s

s s s s

x y x x x y  

òî 

 ( )=
1

,..., ,
V

P x y y  

ãäå 

 
−

=

= α∑
1

1

1

.

m

s s

s

y P x  

Ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð íà ìíîæåñòâî 2V  îï-
ðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî: 

+

−

∈∈
=

 
 − = − = α − =
 
 
∑2

12

1/2
1

2

1

min min
s s

m

s s sV
y Vy V

s

x P x x y x y  
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 +

−

=

 
 = α −
 
 
∑ 1

1/2
21

1

,
s

m

s s V s

s

x P x  

ïîýòîìó  

 ( )−=
2

2 1 1,..., .m mV
P x P x P x  

Ïåðåõîä îò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ê ãèëü-

áåðòîâó ïðîñòðàíñòâó H  íà ïðÿìîì ïðîèçâåäå- 
íèè ïîçâîëèë èñõîäíóþ çàäà÷ó (3) ïðåîáðàçîâàòü  
â çàäà÷ó (6) è ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûå äâà ïîä-
õîäà ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ÷åðåäóþùåãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (6) è â êîíå÷íîì èòîãå  
ê çàäà÷å (3). 

Ìåòîä ÷åðåäóþùåãî ïðîåêòèðîâàíèÿ çàäà÷è (6) 
ñ îïòèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ ðåëàêñàöèè λ1 è λ2 ïî 
ìåòîäó À. Ëåâè è Ã. Ñòàðêà ïðèíèìàåò âèä 

 ( )+ λ λ = λ λ
1 2

1 1 2 1 2, ( ) ( ) ,n nV V
x T T x  

ãäå λ1 è λ2 íàõîäÿòñÿ íà êàæäîì øàãå èç óñëîâèÿ  

( )( )+ λ λ =1 1 2,
n

J x  

 

( ) ( )(
( ) ( ) )
+ +

µ µ ≥

+ +

= µ µ − µ µ +

+ µ µ − µ µ

1
1 2

2

1 1 2 1 1 2
, 0

1 1 2 1 1 2

min , ,

, , .

n nV

n nV

P x x

P x x

 

Ìåòîä ÷åðåäóþùåãîñÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ çàäà÷è 
(6) ñ ìîäèôèêàöèåé Ë.Ã. Ãóðèíà è åãî ñîàâòîðîâ 
ñâîäèòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ê íàõîæäåíèþ òðåõ 
ïðîåêöèé 

 
=

1
1 nV

y P x , =
2

2 1V
y P y , =

1
3 2V

y P y  

è î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ 

 ( )+ = + λ −1 1 3 1 ,
n

x y y y  

ãäå λ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ 

 ( )( )+ λ − − − =1 3 1 2 1 2Re , 0.y y y y y y  

2.3. Â ìåòîäå À. Ëåâè è Ã. Ñòàðêà ñíà÷àëà çà-
äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) ñ òî÷íîñòüþ äî ïà-
ðàìåòðîâ ðåëàêñàöèè, à çàòåì íàõîäèòñÿ ìåðà áëè-
çîñòè òî÷êè ê ìíîæåñòâàì ïåðåñå÷åíèÿ, äëÿ êîòî-
ðîé ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ìèíèìèçè-
ðóþùåé. Â ðàáîòå [7] ðàññìîòðåí àëüòåðíàòèâíûé 
ïîäõîä, â êîòîðîì çàäàåòñÿ ìåðà áëèçîñòè ìåæäó 
òî÷êàìè-ïðåäñòàâèòåëÿìè ìíîæåñòâ è ïî íåé íàõî-
äèòñÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äàí-
íûé ïîäõîä ñíèìàåò îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ìíî-
æåñòâ ïåðåñå÷åíèÿ çàäà÷è (3), è âîïðîñ ñâîäèòñÿ  
ê íàõîæäåíèþ áûñòðî ñõîäÿùåéñÿ ìèíèìèçèðóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Äëÿ çàäà÷è (3) ðàññìîòðåí ôóíêöèîíàë ñáëè-
æåíèÿ [7]: 

 ( )
=

= α −∑
2

1

1

, ,..., ,

m

m s s

s

J x x x x x  

ãäå ∈x H  è ∈ =, 1,
s s

x V s m . Íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è 

(3) = = =1 ...

m
x x x  ôóíêöèîíàë ñáëèæåíèÿ äîñòè-

ãàåò ìèíèìóìà. Â [7] äàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíè-
ìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà 
ñáëèæåíèÿ. Çàïèñü ýòîãî ìåòîäà â âåêòîðíîé ôîðìå 
ïîçâîëèò óñòàíîâèòü ñâÿçü åãî ñ óæå ðàññìîòðåí-
íûìè àëãîðèòìàìè. 

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî  

 
=

=∏
1

m

s

s

H H , =
s

H H  

è â íåì äâà ìíîæåñòâà: 

 ( ){ }= = = = ∈1 1 1,..., : ...
m m

V x x x x x H   

è 

 ( ){ }= = ∈2 1,..., : ,
m s s

V x x x x V  

äëÿ êîòîðûõ ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñò-
âåííî ðàâíû 

 ( )=
1

1,..., ,mV
P x y y  

ãäå 

 
=

= α =∑
1

, 1,

m

s s s

s

y x s m  è ( )=
2

1 1,..., m mV
P x Px P x . 

Â âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàë ñáëèæåíèÿ 
ïðèíèìàåò âèä 

 ( ) = − ∈ ∈2

1 2 1 2 1 1 2 2, , , .

H
J x x x x x V x V  

Ôóíêöèîíàë ñáëèæåíèÿ ðàâåí êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ 
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ. Âåëè-
÷èíà 

 ( ) ( ) ( )
∈

= =
2

2 2

1 1 2 1 1min , ,
V

x V

J x J x x J x P x   

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé áëèçîñòè òî÷êè 1x  ê ìíîæåñòâó 2V . 

Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîé ìèíèìèçàöèè ïî ïåðå-
ìåííûì 1x  è 2x  ïðèâîäèò ê àëãîðèòìó âèäà (4): 
 

 + =
1 2

1 1 1n nV V
x T T x , =

2
2 1n nV

x T x , ∈10 1x V , (7) 

ïîýòîìó íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèè. Äëÿ ýòîãî íà 
êàæäîé èòåðàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïðîåêöèè 

 =
2

1 1nV
y P x , =

1
2 1V

y P y , =
2

3 2V
y P y , =

1
4 3V

y P y . 

Ôàêòè÷åñêè äâà ðàçà âûïîëíÿþòñÿ èòåðàöèè (7)  
ñ ïàðàìåòðàìè ðåëàêñàöèè, ðàâíûìè åäèíèöå. Ïîëó-
÷åííûå ïðîåêöèè çàäàþò ëó÷ ( )λ = + λ −2 4 2( )x y y y , 

ñîäåðæàùèéñÿ â 1V , òàê êàê 1V  – ëèíåéíîå ìíîæå-

ñòâî, è ãèïåðïëîñêîñòü â H  

 − − =3 3 2Re( , ) 0.x y y y  

10. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 1–2. 
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Åñëè ∉ ∩3 1 2y V V , òî ïî ñâîéñòâó ïðîåêöèé  

 
− − ≥3 3 2Re( , ) 0x y y y , ∀ ∈ 2x V  

è  

 − − = − − <2

2 3 3 2 2 3Re( , ) 0,y y y y y y  

ïîýòîìó ãèïåðïëîñêîñòü ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî 2V   

è òî÷êó 2y . Òî÷êó ëó÷à ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ãè-

ïåðïëîñêîñòè 

 ( )+ λ − − − =2 4 2 3 3 2Re( , ) 0.y y y y y y  

Ïî ñâîéñòâó ïðîåêöèè òî÷êè  

 − − ≥ − >2

3 2 4 2 2 4Re( , ) 0,y y y y y y  

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî  

 
( )Λ = − − − ≥

≥ − − ≥

2

3 2 3 2 4 2

3 2 4 2

/Re ,

/ 1,

y y y y y y

y y y y

 

ïðè êîòîðîì ëó÷ ( )λx  â òî÷êå ( )Λx  ïåðåñåêàåò 

ãèïåðïëîñêîñòü. 

Ïðèáëèæåíèå +1 1n
x  áóäåì èñêàòü â âèäå + =1 1n

x  

( )= λ*x , ãäå λ*  íàéäåì èç óñëîâèÿ 

 ( ) ( )
λ∈ Λ

λ λ = λ λ
2 2

* *
[1, ]

( ), ( ) min ( ), ( ) .
V V

J x P x J x P x  

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ðàáîòû [7] ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (3) âêëþ÷àåò èäåè ìåòîäîâ ðàáîò [5,6] è ïðè-
ìåíèì äëÿ çàäà÷è íà ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ áîëüøå äâóõ. 
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