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Ïðè âû÷èñëåíèè âûñîêîâîçáóæäåííûõ óðîâíåé ýíåðãèè ëåãêèõ ìîëåêóë ìåòîäîì ýôôåêòèâíîãî âðàùà-
òåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â äàííîé ðàáîòå 
èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä Ýéëåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåð-

ãèè îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû H3

+
. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòåéøåé àïïðîêñè-

ìèðóþùåé ôóíêöèè – äèàãîíàëüíîãî àïïðîêñèìàíòà Ïàäå ïåðâîãî ïîðÿäêà – ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî 
ðàññ÷èòàòü âûñîêèå óðîâíè ýíåðãèè. 

 

Ââåäåíèå 

Èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ (ÊÂ) 

ñïåêòðîâ ìîëåêóëÿðíîãî èîíà âîäîðîäà H3

+
 ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-

ïåðâûõ, H3

+
 èãðàåò îïðåäåëåííóþ ðîëü â ôîðìèðî-

âàíèè ìåæçâåçäíûõ îáëàêîâ è èîíîñôåð ïëàíåò-
ãèãàíòîâ, òàêèõ êàê Þïèòåð. Êàê ñëåäñòâèå, ëèíèè 
ýòîé ìîëåêóëû ëåãêî íàáëþäàþòñÿ â ñïåêòðàõ ðàç-
ëè÷íûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ [1]. Âî-âòîðûõ, 

H3

+
 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé òðåõàòîìíîé ìîëåêóëîé, 

îíà ñîñòîèò èç òðåõ ïðîòîíîâ è äâóõ ýëåêòðîíîâ. 
Ab initio ðàñ÷åòû äëÿ íåå ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû  
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ñðàâíåíèå ñ èçìåðåííûìè 
ñïåêòðàìè ïîçâîëÿåò, â ñâîþ î÷åðåäü, óòî÷íèòü âû-
÷èñëåíèå [2], íàïðèìåð, íåàäèàáàòè÷åñêèõ èëè ðå-

ëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê. Â-òðåòüèõ, ìîëåêóëà H3

+
 

ÿâëÿåòñÿ ëåãêèì ñèììåòðè÷íûì âîë÷êîì ñ ñèëüíû-
ìè ýôôåêòàìè íåæåñòêîñòè è èìååò îïðåäåëåííûå 
îñîáåííîñòè ÊÂ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà [3]. Ïî-
ýòîìó èçó÷åíèå ÈÊ-ñïåêòðîâ ýòîé ìîëåêóëû òàêæå 
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ðàñ-
÷åòíûõ ìåòîäîâ: ìåòîäà ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòî-
íèàíîâ èëè âàðèàöèîííîãî.  

Ìîëåêóëà H3

+
 èìååò òî÷å÷íóþ ãðóïïó ñèììåò-

ðèè D3h, è ïîñòîÿííûé äèïîëüíûé ìîìåíò îòñóòñò-
âóåò. Êàê ñëåäñòâèå ñïåêòðû â ìèêðîâîëíîâîé îá-
ëàñòè, îáóñëîâëåííûå ÷èñòî âðàùàòåëüíûìè ïåðå-
õîäàìè, íå íàáëþäàþòñÿ. (Âñëåäñòâèå öåíòðîáåæ-

íîãî ýôôåêòà èìåþòñÿ ìàëûé ∼10–4 Ä äèïîëüíûé 
ìîìåíò è ñëàáûé âðàùàòåëüíûé ñïåêòð.) Áîëåå òî-
ãî, âîçáóæäåííûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ 
ëèáî ðàñïàäíûìè, ëèáî ñëàáî ñâÿçàííûìè, âîçìó-
ùåííûìè ïðåäèññîöèàöèåé, è ñïåêòðû â ÓÔ-
îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèôôóçíûìè ïîëîñàìè áåç 
âûðàæåííîé ñòðóêòóðû. Òàêèì îáðàçîì, âûñîêî-
òî÷íàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ìîëåêóëå 
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òîëüêî èç àíàëèçà åå ÊÂ-
ñïåêòðîâ.  

Â ðàñ÷åòàõ ÊÂ-ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà H3

+
 ìå-

òîäîì ýôôåêòèâíîãî âðàùàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà 
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî âðàùåíèå ïðèâîäèò  
ê ñèëüíîìó âîçìóùåíèþ ñîñòîÿíèé è ïëîõîé ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìàòðè÷íûå ýëå-
ìåíòû ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ïðèìåíåíèå 
ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè 
ìåòîäà àïïðîêñèìàöèé Ïàäå èëè Ïàäå–Áîðåëÿ, 
ïîçâîëÿåò, â ïðèíöèïå, ó÷åñòü ýòè ñèëüíûå ýôôåê-
òû íåæåñòêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [4–9]). Â äàííîé 
ñòàòüå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ 

äëÿ íèæíåãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ H3

+
 ïðèìå-

íÿåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä – îáîáùåííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ýéëåðà [10–15]. Ðàíåå ýòîò ìåòîä óñïåøíî 
èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷,  
â êîòîðûõ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé (ÒÂ) ðàñõîäÿò-
ñÿ [11,12]. 

1. Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå  
Ýéëåðà ðÿäîâ ÒÂ 

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ 
ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ [10–12]. Êðàòêî îñíîâíûå 
ñîîòíîøåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. 

Ïóñòü ôóíêöèè f(λ) ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå  
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 – áèíîìèàëüíûå êîýôôè-

öèåíòû.  

Åñëè àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ( )g λ âûáðà-

íà óäà÷íî, òàê ÷òî / 1n n na f g= →  ïðè n→∞  äîñòà-

òî÷íî áûñòðî, òî ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, 
äàæå åñëè èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèëñÿ. Èìåííî â ýòîì 
è çàêëþ÷àåòñÿ ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà Ýéëåðà. Ïðè 
ïîäõîäÿùåì âûáîðå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè, 
âêëþ÷àþùåé âñå ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå ìîìåíòû ðå-
øàåìîé çàäà÷è, ìåòîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàç-
ëîæåíèÿ ÒÂ, äàæå åñëè ýòè ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 
ðÿäàìè ñ ñèëüíîé ðàñõîäèìîñòüþ. 

Ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ðàíåå óñïåøíî ïðèìå-
íÿëîñü äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåî-
ðèè âîçìóùåíèé â íåêîòîðûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷å- 
ñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé 
ýíåðãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ðàñ÷åòîâ 
ýôôåêòà Øòàðêà è Çååìàíà äëÿ àòîìà âîäîðîäà  
â ñèëüíûõ ïîëÿõ, ñóììèðîâàíèÿ 1/Z-ðàçëîæåíèÿ  
â òåîðèè àòîìîâ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Äîêàçàíî, ÷òî 
îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ [16], ò.å. îíî äàåò 
ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ ñóìì äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. 
 Çäåñü íåîáõîäèìî ó÷åñòü íåêîòîðûå ìîìåíòû, 
ñâÿçàííûå ñî ñïåöèôèêîé ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ýô-
ôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ äëÿ ðàñ÷åòîâ ÊÂ-ñïåê- 
òðîâ ìîëåêóë. Îáû÷íî â èñõîäíîì ðàçëîæåíèè ÒÂ 
èçâåñòíû òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ 

0 1, ,..., pf f f . Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðà-

çîâàííîãî ðÿäà áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé 
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ìîùüþ áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Ïðè óâåëè÷åíèè n êî-
ýôôèöèåíòû ðÿäà (3) áóäóò âçàèìíî óíè÷òîæàòüñÿ, 
ñòàíîâÿñü áîëüøèìè ïî âåëè÷èíå. Â òàêîì ñëó÷àå 
æåëàòåëüíî ââåñòè â çàäà÷ó íåêîòîðóþ äîïîëíè-
òåëüíóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î êîýôôèöèåíòàõ 
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äëÿ n > p. Ïàðàìåòð α äîëæåí âûáèðàòüñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.  

2. Ýôôåêòèâíûé âðàùàòåëüíûé  
ãàìèëüòîíèàí îñíîâíîãî  

êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ H3
+
 

Ìîëåêóëà H3

+
 â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê  
è ÿâëÿåòñÿ ñïëþñíóòûì ñèììåòðè÷íûì âîë÷êîì  

ñ òî÷å÷íîé ãðóïïîé ñèììåòðèè 3hD . Èìåþòñÿ äâà 

íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿ ν1 è ν2, ïîñëåäíåå – äâàæäû 
âûðîæäåííîå. Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè îï-

ðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè 1 2
lν ν , âðà-

ùàòåëüíûå äâóìÿ – ,J G  (G k l= − ). Âðàùàòåëü-

íûå óðîâíè ýíåðãèè îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ìîëåêóëû 3H+  ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè 

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé [3]:  
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  (4) 

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè óðîâíè k = 0, J = 2n 
çàïðåùåíû, â ÷àñòíîñòè óðîâåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé 

ñîñòîÿíèþ 00 ,JK =  îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî ñîñòîÿ-

íèÿ 10  è 11  ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè ïî ýíåðãèè. 

Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4) åñòü ýíåðãèÿ íèæ-
íåãî óðîâíÿ îðòî-ìîäèôèêàöèè ìîëåêóëû, à âòîðîå 
îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü íèæíèõ óðîâíåé îðòî- è ïàðà-
ñîñòîÿíèé. Ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé âðàùàòåëüíóþ ýíåðãèþ è öåíòðîáåæíûå ïî-
ïðàâêè. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (4) ñâÿçàíî ñ ðàñ-

ùåïëåíèåì óðîâíåé ñ 3k = ± .  

Âðàùàòåëüíûå è öåíòðîáåæíûå ïîñòîÿííûå 3H+  

îïðåäåëÿëèñü â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð [3], 
â êîòîðîé îòìå÷åíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ âðàùàòåëü-
íîé ýíåðãèè â âèäå îáû÷íîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùå-
íèé õîðîøî îïèñûâàåò âðàùàòåëüíûå óðîâíè ýíåð-
ãèè òîëüêî â îáëàñòè çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë, 
èñïîëüçîâàííûõ â ïîäãîíêå. Ïðåäñêàçàòåëüíûå 
ðàñ÷åòû äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë J 
èëè G íå äàþò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà 
âñëåäñòâèå ïëîõîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (4).  

Èñïîëüçóÿ äàííûå [3], ìîæíî ïðèáëèæåííî 
îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå îñîáåííîñòåé ýíåðãèè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ âðàùàòåëüíûõ êâàíòî-
âûõ ÷èñåë, è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè (åñëè îí íå íóëå-
âîé) ðÿäà (4). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçû-
âàåìîé îäíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé ýôôåêòèâíîãî 
ãàìèëüòîíèàíà [7], ñîãëàñíî êîòîðîé (4) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå  
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  (6) 

è ââåäåí ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð λ, ïîëàãàåìûé åäè-
íèöåé â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè. Ïðÿìîé ðàñ÷åò 
ñ ïàðàìåòðàìè, âçÿòûìè èç ðàáîòû [3], ïîêàçûâàåò, 
÷òî âûðàæåíèå (5) (çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî ñëà-
ãàåìîãî) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì äî ñëàãàåìîãî, 

ïðîïîðöèîíàëüíîãî λ2. Êàê èçâåñòíî [17], ýòî ñâîé-
ñòâî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî öåíòðîáåæíûå ïîñòîÿí-

íûå , ,...JJ JGD D  îáóñëîâëåíû ðàçëîæåíèåì ýëåìåí-

òîâ òåíçîðà îáðàòíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè ñ íåêîòî-
ðûìè äîáàâêàìè, ñâÿçàííûìè ñ êîðèîëèñîâûìè 
ñèëàìè è àíãàðìîíè÷íîñòüþ êîëåáàíèé. Ìîæíî 
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íèæíåãî êîëåáàòåëüíîãî 

ñîñòîÿíèÿ ëåãêîé ìîëåêóëû H3

+
 öåíòðîáåæíûé ýô-

ôåêò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûì è âåñü ðÿä ÒÂ (5) 
ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì.  

Äëÿ îöåíêè ðàäèóñà ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåì 
àïïðîêñèìàíò Ïàäå [1/1] è îïðåäåëèì (äëÿ êàæäî-
ãî çíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà J) çíà÷åíèÿ G2, ïðè 
êîòîðûõ çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàíòà îáðàùàåòñÿ  
â íóëü. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.  

 

 
Ðèñ. 1. Ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ (çíà÷êè) àïïðîêñèìàíòà Ïàäå 
[1/1] äëÿ ðÿäà (5). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàí- 
 òîâîìó ÷èñëó G = J 

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé J ïî-

ëþñà íàõîäÿòñÿ ïðè G ≈ 14, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-
ÿõ îíè íàõîäÿòñÿ âåñüìà áëèçêî ê óðîâíÿì G = J. 
Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðåäåëÿåò ðàñõîäè-
ìîñòü ðÿäà (5).  

3. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ýôôåêòèâíîãî 
ãàìèëüòîíèàíà  

Â [18] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå àïïðîê-
ñèìàíòîâ Ïàäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíî-âðà- 

ùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû H3

+
 äàåò çíà-

÷èòåëüíî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì èñïîëüçîâàíèå 
ðàçëîæåíèÿ (5) è (6). Ïîýòîìó ìû ïðèìåíèì äèà-
ãîíàëüíûé àïïðîêñèìàíò Ïàäå ïåðâîãî ïîðÿäêà 

P[1/1](λ) ïî ïåðåìåííîé λ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìè-
ðóþùåé ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàííûé ñîãëàñíî ñîîò-
íîøåíèÿì (3) ðÿä (5) ñ àïïðîêñèìàíòîì  

 ( ) ( )
2 3

2 0 1 1
[1/1]

2 2 1 2

1a a a a
P g

a a a a
−λ ≡ λ = +

− λ
 (7) 

ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó  

( ) ( ) { }3 2 3
0 0 1 2 3, ...E J G g Z Z p p Z p Z p Z= λ + + + + + , (8) 

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ  

 2 1 2/( )Z a a a= λ − λ  (9) 

è îáîçíà÷åíî  
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a a a
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Èñïîëüçóÿ (3), ìîæíî òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü îáùåå 
âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàííîãî 
ðÿäà (8): 
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Ïîñêîëüêó öåíòðîáåæíûå ïîïðàâêè a1 < 0 è a2 > 0, 
òî çíàìåíàòåëü â (9) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè 

λ > 0. Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ Z èìååò çíàêîïåðåìåííîå 

ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì λ è ïîëþñà 
ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ êâàíòîâîãî ÷èñëà G, ÷òî  
è â ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíêàõ, è îíà òåì ñàìûì 
«èìèòèðóåò» îñîáåííîñòè ôóíêöèè E(J, G). Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä óæå íå èìååò îñî-
áåííîñòåé, ó÷èòûâàåìûõ íîâîé ïåðåìåííîé. Ýòî 

îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå òî, ÷òî | Z | < 1, îáåñïå÷èâà-
þò ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà ïî 
ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ðÿäîì (5). Ñòåïåííîé ðÿä  
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) ìîæíî òàêæå ñóììè-
ðîâàòü, èñïîëüçóÿ êàêîé-ëèáî ìåòîä, íàïðèìåð ðà-
öèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè Ëåâèíà [19], ìíîãî-
çíà÷íûå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå–Ýðìèòà [20] è ò.ä.  
 Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ óðîâ-
íåé ýíåðãèè, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿëèñü âðàùàòåëü-
íûå è öåíòðîáåæíûå ïîñòîÿííûå, ïðåîáðàçîâàííûé 
ðÿä (8) äàåò ïðèìåðíî òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è èñ-
õîäíûé ðÿä (5). Äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè ñ áîëüøèìè 
çíà÷åíèÿìè êâàíòîâûõ ÷èñåë J è G âûðàæåíèå (8) 
äàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê ðåçóëüòàòàì âàðèàöèîí-
íûõ ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 

ðàñ÷åòîâ óðîâíåé ýíåðãèè ñ 1G =  è G J=  â ñðàâ-

íåíèè ñ äàííûìè [3, 21].  



 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìåòîäîì Ýéëåðà ïðè âû÷èñëåíèè âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû H3
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Ðèñ. 2. Óðîâíè ýíåðãèè G = 1 ìîëåêóëû H3

+
. Âàðèàöèîí-

íûé ðàñ÷åò – êðåñòèêè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åò ñ ïðå-
îáðàçîâàííûì ðÿäîì (8), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åò  
ñ èñõîäíûì ðÿäîì (5), êîòîðàÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäà- 
 åò ñî ñïëîøíîé ëèíèåé 
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Ðèñ. 3. Óðîâíè ýíåðãèè G = J ìîëåêóëû H3

+
. Âàðèàöèîí-

íûé ðàñ÷åò – êðåñòèêè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åò ñ ïðå-
îáðàçîâàííûì ðÿäîì (8), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åò  

 ñ èñõîäíûì ðÿäîì (5), α = 2,26 

Ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 3,á, ÷òî ïðåîáðàçîâàí-
íûé ðÿä äàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ 
äëÿ âûñîêèõ âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè. Â òî 
æå âðåìÿ ôîðìóëà (5) äàåò ñóùåñòâåííî çàâûøåí-

íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñîñòîÿíèé ñ 11G J= > .  

 Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ðÿäà èñïîëüçîâàíà ìèíèìàëüíàÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ – çíà÷åíèÿ âðàùàòåëüíûõ  
è öåíòðîáåæíûõ ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷åííûå â òðàäè-
öèîííîé ìîäåëè (5) ïîäãîíêîé ê óðîâíÿì ñ J < 11.  
 

Çàêëþ÷åíèå  

C ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýé-
ëåðà ïîëó÷åíî íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýíåðãèè 

îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû 3H+  

â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 
÷àñòè÷íîìó ñóììèðîâàíèþ èñõîäíîãî ðÿäà òåîðèè 
âîçìóùåíèé. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàííûé ðÿä äàåò áîëåå òî÷íûå ïðåäñêàçàíèÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âðàùà-
òåëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, ÷åì òðàäèöèîííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ýíåðãèè â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, äàæå áåç 
èñïîëüçîâàíèÿ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.  

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ÐÔÔÈ çà 
ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó (ãðàíò ¹ 03-02-16471-à). 
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A.D. Bykov, T.V. Kruglova. Summation of divergent series by the Euler method in the calculation  
of rotational energy levels of the H3

+
 molecule. 

The divergence of the perturbation theory should be taken into account in the calculation of the  highly 
excited energy levels of light molecules by effective rotation Hamiltonian. For calculation of the rota-

tion energy levels of the H3

+
 molecule in the ground vibration state, the  known Euler series transformation 

method was used. It is was shown that use of the simple  approximation function – the diagonal Pade ap-
proximant of the first order – allows one to calculate accurately high energy levels. 


