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Ðàçðàáîòàíà è èññëåäîâàíà íà ïðèìåðå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî çåðêàëà ìåòîäèêà ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ïîëè-

íîìîâ Öåðíèêå, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè åãî ïðîôèëÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé 
îòêëèêà è âêëàäà êàæäîãî èç ïîëèíîìîâ â èòîãîâóþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ôàçîâîãî ôðîíòà â ñîîòâåòñò-
âèè ñî ñòàòèñòèêîé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. Ïðè ýòîì äëÿ àïïðîêñèìàöèè àáåððàöèé òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû 
è ôóíêöèé îòêëèêà èñïîëüçîâàí áëèçêèé ê îïòèìàëüíîìó áàçèñ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå. Ïðåäëîæåííûé ïîä- 
õîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü êîíñòðóêöèþ äàò÷èêà ôàçîâîãî ôðîíòà – óìåíüøèòü ÷èñëî åãî êàíàëîâ  

â ìàëîïàðàìåòðè÷åñêèõ àäàïòèâíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. 
 

Ââåäåíèå 
 

Ïðè êîìïåíñàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ôàçîâûõ èñ-
êàæåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè 
âîëíîâîãî ôðîíòà â îïòè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäå, 
â êà÷åñòâå èñïîëíèòåëüíîãî óñòðîéñòâà àäàïòèâíûõ 
îïòè÷åñêèõ ñèñòåì àïåðòóðíîãî çîíäèðîâàíèÿ è ôà-
çîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ãèáêèå çåðêàëà ñî 
ñïëîøíîé äåôîðìèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ [1–3]. Îíè 
ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè ýëåìåíòàìè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ 

ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è êîððåêöèè èçëó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì 
ïàðàìåòðû ñèñòåìû è ñïåêòð ðåøàåìûõ çàäà÷ âî ìíî-
ãîì îïðåäåëÿþòñÿ âîçìîæíîñòÿìè òàêèõ çåðêàë [4, 5]. 
  Îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê êîððåêòîðó 
ôàçîâîãî ôðîíòà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ 

òðåáóåìûõ èñêàæåíèé â ôàçó ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. 
Â ðàáîòàõ [3–5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå êîððåê-
òîðîâ ôàçîâîãî ôðîíòà íà îñíîâå ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ 
ïëàñòèí îáåñïå÷èâàåò ëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðî-
ôèëÿ ôàçû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåãìåíòèðîâàííûì êîð-
ðåêòîðîì, òàê êàê ôàçîâûå èñêàæåíèÿ îáû÷íî ÿâëÿ-
þòñÿ ïëàâíûìè. Â [3–6] áûëè ðàçðàáîòàíû è èññëå-
äîâàíû àäàïòèâíûå çåðêàëà íà îñíîâå ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèõ ïëàñòèí è ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ èõ 
îïèñàíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíû ýìïèðè÷åñêèå ïðîôèëè 
îòêëèêà èññëåäóåìûõ ãèáêèõ àäàïòèâíûõ çåðêàë. 
  Ïðè ñîçäàíèè àäàïòèâíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì 
ôàçîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ïðîâîäÿò, êàê ïðàâèëî [7, 8], 
èçìåðåíèÿ ôàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àïåðòóðå àäàï-
òèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû. Çàòåì ýòè èçìåðåíèÿ 

îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïåðåñ÷èòûâàþò â áàçèñ 
ôóíêöèé îòêëèêà ãèáêîãî çåðêàëà. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî óíèâåðñàëüíûì ðàçëîæåíèåì, îòâå÷àþùèì 
ðÿäó óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå 
Êàðóíåíà—Ëîýâà [2]. Îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè, îáóñëîâëèâàþùèìè åãî îïòè-
ìàëüíîñòü: ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèá-

êîé ïðè óäåðæàíèè çàäàííîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ â áåñ-
êîíå÷íîì ðÿäå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åíèåì íàèáîëüøå-
ãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûì äðóãèì ðàçëîæåíèåì êî-
ëè÷åñòâà èíôîðìàöèè î ïðåäñòàâëÿåìîé óñå÷åííûì 
ðÿäîì ôóíêöèè, êàêîå áû ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà íè óäåð-
æèâàëîñü, à òàêæå íåêîððåëèðîâàííîñòüþ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, ÷òî óïðîùàåò äàëüíåéøåå èñ-
ïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçëîæåíèÿ è èõ àíàëèç. 
  Îäíàêî ðàçëîæåíèå â ðÿä Êàðóíåíà—Ëîýâà îá-
ëàäàåò è ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè: îíî òðåáóåò 

áîëüøîãî îáúåìà àïðèîðíûõ ñâåäåíèé, ò.å. çíàíèÿ 
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçìåðÿåìîé õàðàêòåðèñòè-
êè, êîòîðûå ÷àñòî îòñóòñòâóþò èëè íåäîñòàòî÷íû. Ïðè 

ýòîì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê èñêàæåííîãî ïîëÿ èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóê-
òóðó, à ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ èõ â âèäå êîððåê-
òèðóþùèõ óñòðîéñòâ ñ ïåðåìåííûì áàçèñîì ôóíê-
öèé îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíîé [2]. 

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè àáåððàöèé òóðáóëåíòíîé 

àòìîñôåðû áëèçêîé ê îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, îðòîãîíàëüíûõ (îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ) âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè èëè 
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R [1, 2, 9]. Ïðè ýòîì îêàçû-
âàåòñÿ óäîáíûì ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ôàçîâîãî ôðîí-
òà [7, 8] ñðàçó èçìåðèòü ðàñïðåäåëåíèå ôàçû â âèäå 
îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå è, èìåÿ 
ðàçëîæåíèå ôóíêöèé îòêëèêà ãèáêîãî àäàïòèâíîãî 
çåðêàëà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òåõ æå ïîëè-
íîìîâ, ïåðåñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñèãíàëû óïðàâ-
ëåíèÿ. Ïðè ýòîì î÷åíü ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíê-
öèè îòêëèêà îòäåëüíûõ ýëåêòðîäîâ êîððåêòîðîâ ôà-
çîâîãî ôðîíòà äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ÷èñëîì ïîëèíîìîâ Öåííèêå, à âêëàä ñà-
ìèõ ýòèõ ïîëèíîìîâ â èòîãîâóþ îøèáêó àïïðîêñè-
ìàöèè ôàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåëèíåéíî çàâèñèò 
îò íîìåðà ïîëèíîìà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò 
çàäà÷à ïðàâèëüíîãî âûáîðà íàáîðà ïîëèíîìîâ äëÿ 
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îðãàíèçàöèè óïðàâëåíèÿ â êîíêðåòíîé àäàïòèâíîé 
îïòè÷åñêîé ñèñòåìå. 

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ðàçðàáîòàííàÿ íàìè 
ìåòîäèêà ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, 
èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè ïðîôèëÿ ãèáêîãî çåðêàëà 

ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé îò-
êëèêà è âêëàäà êàæäîãî èç ïîëèíîìîâ â èòîãîâóþ 
îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ôàçîâîãî ôðîíòà â ñîîòâåòñò-
âèè ñî ñòàòèñòèêîé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. 

 

1. Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé  
îòêëèêà êîððåêòîðà 

 
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé îòêëèêà ãèáêîãî 

àäàïòèâíîãî çåðêàëà èñïîëüçóåì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå, îðòîãîíàëüíûõ (îðòîíîðìèðîâàííûõ) âíóò-
ðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè èëè îêðóæíîñòè ðàäèó-
ñîì R, ïðåäñòàâëåííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ 
r, θ [1, 2, 9]: 
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Âåëè÷èíû n è m – âñåãäà öåëûå è óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ n ≤ m, n – |m| = ÷åòíî. Èíäåêñ j ÿâëÿ-
åòñÿ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ìîäû è çàâèñèò îò n è m. 
Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè â êðóãå åäèíè÷íîãî ðàäèó-
ñà èìååò âèä 
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δj′ – ñèìâîë Êðîíåêåðà. 
Ôóíêöèè îòêëèêà ôàçîâîãî êîððåêòîðà ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü â áàçèñå Öåðíèêå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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ãäå aij – êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ Öåðíèêå ïðè j-é 
ôóíêöèè áàçèñà äëÿ i-é ôóíêöèè îòêëèêà êîððåêòî-
ðà Si(r, θ); N – ÷èñëî ïîëèíîìîâ; M – ÷èñëî ôóíê-
öèé îòêëèêà êîððåêòîðà. 

Ôàçîâûé ôðîíò, îïèñûâàåìûé êîððåêòîðîì: 
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ãäå bi – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôàçîâîãî ôðîí-
òà ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà êîððåêòîðà, ò.å. ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîãî çåðêàëà. 

Ïðè ðàáîòå àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû 

ôàêòè÷åñêè âåëè÷èíû bi ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëàìè óïðàâ-
ëåíèÿ. Ôàçîâûé ôðîíò, èçìåðåííûé äàò÷èêîì [7, 8], 
â áàçèñå Öåðíèêå èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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ãäå cj – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôàçîâîãî ôðîí-
òà ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå (ñèãíàëû ñ âûõîäà äàò÷è-
êà ôàçîâîãî ôðîíòà). 

Ïîäñòàâèâ (4) â (3), ïîëó÷èì 
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Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ôóíêöèé 
îòêëèêà M ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ïàðàìåòðîì,  
à ÷èñëî ïîëèíîìîâ N ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà 
îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [3]: 
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ãäå D – äèàìåòð àïåðòóðû; RØ – ÷èñëî Øòðåëÿ, 
îïðåäåëÿþùåå êà÷åñòâî àäàïòèâíîé êîððåêöèè è âû-
áèðàåìîå îáû÷íî â ïðåäåëàõ 0,7÷0,8; [*] – îïåðàòîð 
âû÷èñëåíèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà; r0 – ðàäèóñ Ôðèäà, 
îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì [2, 3]: 
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ãäå L – òîëùèíà òóðáóëåíòíîãî ñëîÿ; Ñ2

n(l) – ñòðóê-
òóðíàÿ ïîñòîÿííàÿ àòìîñôåðû; k1 = 2π/λ – âîëíî-
âîå ÷èñëî èçëó÷åíèÿ. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ 
ôàçîâîãî ôðîíòà ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà êîððåêòîðà 
bi ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèÿ (5) è (6): 
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Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, ìèíè-
ìèçèðóÿ ñëåäóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó: 
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ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç N óðàâ-
íåíèé: 
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a a b c a

= =

=∑ ∑  1, ;i,k N=   (13) 

 1 ,A ⋅ =B D   (14) 

ãäå À1 – ìàòðèöà N×N; B, D – âåêòîð-ñòîëáöû ðàç-
ìåðîì N, ïðè÷åì ýëåìåíòû À1 è D îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

 ,

M

1

1

jikj ik

i

A a a

=

=∑  
1

.

M

j j ji

i

D c a

=

= ∑  (15) 

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû ðàç-
ëîæåíèÿ ôàçîâîãî ôðîíòà ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà 

êîððåêòîðà bi ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îðãà-
íèçàöèè óïðàâëåíèÿ â àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñ-
òåìå, à ìàòðèöà À1 ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ìàòðèöåé 
ïåðåõîäà ìåæäó áàçèñîì Öåðíèêå è áàçèñîì ôóíê-
öèé îòêëèêà. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ 

Öåðíèêå, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ôóíêöèé îòêëèêà (5), ìîæíî óìåíüøèòü, 
ó÷òÿ ïðè ýòîì âêëàä êàæäîãî èç íèõ â àïïðîêñèìà-
öèþ ñîáñòâåííî ôóíêöèè îòêëèêà Si(r, θ), à òàêæå 
âêëàä ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà â îïèñàíèå ñòà-
òèñòèêè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü 
ñíèæåíû àïïàðàòóðíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå àäàï-
òèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê êàê ïðè íåçíà÷è-
òåëüíîì óõóäøåíèè â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ êà÷åñòâà 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (÷èñëà Øòðåëÿ) ìîæíî óìåíü-
øèòü ÷èñëî êàíàëîâ â äàò÷èêå ôàçîâîãî ôðîíòà. Ýòî 
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåò ñìûñëà âû÷èñëÿòü òå êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôàçîâîãî ôðîíòà cj, êîòîðûå 
â äàëüíåéøåì â ñèëó êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåìîãî 

êîððåêòîðà íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïî-
ñòðîåíèè àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû. 

Äëÿ ýòîãî c ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ ðàññ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè îòêëèêà Si(r, θ) â ðÿä Öåðíèêå â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ ñ òî÷íîñòüþ äî N ÷ëåíà, ãäå ïåðâîíà-
÷àëüíî N îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíè-
åì (7). Ïðè ýòîì áàçèñ Öåðíèêå â äàííîì ñëó÷àå 
óäîáåí òåì, ÷òî â íåì ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê 
ôóíêöèè îòêëèêà Si(r, θ), òàê è ñòàòèñòèêà ôàçîâûõ 
àòìîñôåðíûõ ôëóêòóàöèé [1, 2]. Ìèíèìèçèðóåì 
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó äëÿ i-é ôóíêöèè îòêëèêà: 

 

2

1 1

( , ) min,
N K

ij j k k k

j k

a Z r w

= =

⎛ ⎞
θ − →⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (16) 

ãäå wk – ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ôóíê- 
öèé îòêëèêà â òî÷êàõ àïåðòóðû çåðêàëà; Zj(rk, θk) – 

ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ â ýòèõ òî÷êàõ; 

1,k K= ; K – ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäÿò 
èçìåðåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé îòêëèêà 
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1 1

( , ) 0.
N K

ij j k k k
ij j k

a Z r w
a

= =

⎛ ⎞∂
θ − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑ ∑  (17) 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ: 
 

 
1 1 1

( , ) ( , ) ( , ),
N K N

ij jl k k k k k l k k

j k j

a Z r Z r w z r

= = =

⎡ ⎤
θ θ = θ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

 1, ,l N=  (18) 

ãäå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò âèä 

 
1

( , ) ( , ),
K

jlj l k k k k

k

M Z r Z r

=

= θ θ∑  

à ýëåìåíòû âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 1

1

( , ).
K

l k l k k

k

B w z r

=

= θ∑  

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Öåðíèêå 
ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ M ïðè ñòðåìëåíèè êîëè÷å-
ñòâà òî÷åê èçìåðåíèé K ê áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. ïåðå-
õîäà ê èíòåãðàëüíîé ñóììå âèäà (2), äîëæíà èìåòü 
â îáùåì ñëó÷àå äèàãîíàëüíûé âèä. Îäíàêî ââèäó 
òîãî ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê èçìåðåíèé êîíå÷íî, ýòî 

óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ è ìàòðèöà Ì, ñòðîãî ãîâîðÿ, 
íå äèàãîíàëüíà. Òàê, ïðîâåäåííûé àâòîðàìè âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äàæå ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê èçìåðåíèé äî 105 â ìàòðèöå Ì 
ïðèñóòñòâóþò íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû: a38, a27 è ò.ä., 
õîòÿ ÷èñëî èõ ìàëî. 

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ñèñòåìû (18) ìîæåò áûòü 
ïîëó÷åíî ëþáûì èçâåñòíûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð ìå-
òîäîì Ãàóññà. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ (íå-
ïðàâèëüíîì âûáîðå òî÷åê äëÿ àïïðîêñèìàöèè) ïî-
ëó÷åííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåíà 
(|M| ≈ 0). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îáðàùåíèÿ ìàòðèöû 
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé â ñìûñëå Àäàìàðà è ìåòîä 
Ãàóññà íå ïðèìåíèì ââèäó áûñòðîãî íàêîïëåíèÿ ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ. Òîãäà ïðè âûáîðå ñåòêè àï-
ïðîêñèìàöèè íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî 

òî÷åê, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Zj(rk, θk) = 0. 
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà âû-
÷èñëåíèé, ââåäÿ íåáîëüøîé óãëîâîé ñäâèã â âû-
áðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Δθ. 

Äëÿ îöåíêè ÷èñëà íåîáõîäèìûõ ïîëèíîìîâ ïî-
ñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ çåðêàëà âîñïîëüçóåìñÿ 
ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïðîíîðìèðóåì ïîëó-
÷åííûå êîýôôèöèåíòû: 

 *

1

.

N

ij ij ij

j

a a a

=

= ∑   (19) 

Âû÷èñëèì âêëàä êàæäîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè 
Öåðíèêå â êà÷åñòâî êîððåêöèè êîëìîãîðîâñêîé òóð-
áóëåíòíîñòè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ èç [3]: 

    , 1
1

0 0 0

,

j j
j j

D D D
J

r r r

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Δ = Δ − Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 1, 1,j N= −  (20) 



 

 Ìåòîäèêà àïïðîêñèìàöèè ãèáêîãî àäàïòèâíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî çåðêàëà îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì… 813 
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 – ñðåäíåêâàäðàòè÷å-

ñêàÿ îñòàòî÷íàÿ ïîãðåøíîñòü. Ïðîíîðìèðóåì ïîëó-
÷åííûå ðàçíîñòè: 

 * , 1 , 1 , 1

1

.

N
j j j j j j

j

J J J
+ + +

=

Δ = Δ Δ∑   (21) 

Èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì âåñîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ âêëàäà êàæäîãî ïîëèíîìà â îñòàòî÷íóþ 
îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ôàçîâîãî ôðîíòà èìååò âèä 
 

 í * , 1 *
.

j j
ij ija J a

+

= Δ  (22) 

Âûáðàâ ïîðîã Δà
í

ij, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èñ-
êëþ÷àòü èç âûðàæåíèÿ (3) êîýôôèöèåíòû Öåðíèêå, 
âíîñÿùèå íàèìåíüøèé âêëàä, îöåíèâàÿ ïðè ýòîì 

óõóäøåíèå êà÷åñòâà êîððåêöèè ôàçîâîãî ôðîíòà  
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: 

 2 * í 2

1

1
( ) ( , ) ,

K

ij ij j k k

k

a a Z r
K

=

σ = − θ∑  (23) 

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå j-å çíà÷åíèÿ à
í

ij çàìåíåíû íà 
0; σ – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå. 

 

2. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò 
 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ïðåä-
ëîæåííîé ìåòîäèêè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ãèáêîãî àäàïòèâíîãî 
çåðêàëà íà îñíîâå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí èç 

ïüåçîêåðàìèêè ÖÒÁÑ-3 [3, 5]. Îòðàæàþùàÿ ïîâåðõ-
íîñòü çåðêàëà äèàìåòðîì 50 ìì îáðàçîâàíà ñåðåá-
ðÿíûìè ýëåêòðîäàìè, íàïûëåííûìè íà ïîâåðõíîñòü 
ïëàñòèíû èç ïüåçîêåðàìèêè òîëùèíîé 1 ìì. Íà 
ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí îáðàçåö ñ ïÿòüþ óïðàâëÿþùèìè 
ýëåêòðîäàìè. Èçìåðåíèÿ [3, 5] ïðîâîäèëèñü â ïëîñ-
êîñòÿõ à, b, c è d ñ øàãîì h = 5 ìì. Ðàññìîòðèì 
èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè íà ïðèìåðå 
èñïîëüçîâàíèÿ òîëüêî ÷åòûðåõ áîêîâûõ óïðàâëÿþ-
ùèõ ýëåêòðîäîâ. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè îòêëèêà îá-
ðàçöà ïðè ïðèëîæåíèè íàïðÿæåíèÿ ê óïðàâëÿþùå-
ìó ýëåêòðîäó ¹ 2. 

Â íàøåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì áàçèñ èç äåâÿòè 
ïîëèíîìîâ Öåðíèêå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, 
òàê êàê ýòîãî áàçèñà äîñòàòî÷íî äëÿ êîìïåíñàöèè 
îñíîâíûõ àáåððàöèé [3]. Ïðè ýòîì ñðåäíþþ ôàçó 
ó÷èòûâàòü íå áóäåì: 

 2( , ) 2 cos( ),Z r rθ = θ  3( , ) 2 sin( ),Z r rθ = θ  

 2

4( , ) 6 sin(2 ),Z r rθ = θ  2

5( , ) 3(2 –1),Z r rθ =  

 2

6( , ) 6 cos(2 ),Z r rθ = θ  3

7( , ) 2 2 sin(3 ),Z r rθ = θ  

 3

8( , ) 2 2(3 – 2 )sin( ),Z r r rθ = θ  

 3

9( , ) 2 2(3 – 2 )cos( ),Z r r rθ = θ  

 3

10( , ) 2 2 cos(3 ).Z r rθ = θ   (24) 
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Ðèñ. 1. Êîíñòðóêöèÿ ãèáêîãî çåðêàëà: 1 – ìåòàëëè÷åñêàÿ 
ïîäëîæêà; 2 – ïüåçîêåðàìè÷åñêàÿ ïëàñòèíà; 3 – óïðàâ- 
  ëÿþùèå ýëåêòðîäû; 4, 5 – êëåììû; 6 – îïîðà 
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Ðèñ. 2. Ïðîôèëè îòêëèêà ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî çåðêàëà 
 
Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìåòîäîì ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïàêåòà Mathcad 11 áûëà ïîñòðîåíà ôóíê-
öèÿ îòêëèêà çåðêàëà (ñì. ðèñ. 1) ïðè ïîäà÷å óïðàâ-
ëÿþùåãî íàïðÿæåíèÿ ê áîêîâîìó ýëåêòðîäó. Ïî 

èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [3, 5] ìåòî-
äîì, îïèñàííûì âûøå, áûëè ïîëó÷åíû êîýôôèöèåí-
òû ðàçëîæåíèÿ Öåðíèêå äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ýêñ-
ïåðèìåíòå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïîëó÷åííûå 
êîýôôèöèåíòû áûëè ïðîíîðìèðîâàíû â ñîîòâåòñò-
âèè ñ âûðàæåíèÿìè (19), (21) è (22). Ïðè ýòîì áûëè 
îïðåäåëåíû íàèáîëåå çíà÷èìûå äëÿ êîìïåíñàöèè 

àòìîñôåðíûõ èñêàæåíèé ìîäû Öåðíèêå, èñïîëüçóå-
ìûå ïðè îïèñàíèè ôóíêöèé îòêëèêà èññëåäóåìîãî  
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 Íîìåð ìîäû 
Êîýôôèöèåíò 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ÑÊÎ 

aij 0,254 0,254 –0,043 0,713 0 0,222 0,635 0,635 –0,222 – 

à
*

ij 0,104 0,104 –0,018 0,291 0 0,091 0,259 0,259 –0,091 – 

ΔJ*j,
 

j
 

+
 

1 0,407 0,222 0,127 0,080 0,054 0,039 0,029 0,023 0,018 – 

à
í

ij ⋅ 10
–2 (íåò 6) 4,227 2,305 –0,225 2,338 0 0,354 0,757 0,585 –0,162 0,892 

à
í

ij ⋅ 10
–2 (íåò 6, 10) 4,227 2,305 –0,225 2,338 0 0,354 0,757 0,585 0 0,921 

à
í

ij ⋅ 10
–2 (íåò 4, 6, 10) 4,227 2,305 0 2,338 0 0,354 0,757 0,585 0 0,922 

à
í

ij ⋅ 10
–2 (íåò 4, 6, 7, 10) 4,227 2,305 0 2,338 0 0 0,757 0,585 0 0,949 

 

ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî çåðêàëà. Çíà÷åíèå ÷èñëà Øòðå-
ëÿ áûëî ïðèíÿòî ðàâíûì 0,8. Îöåíêà ïîêàçàëà, ÷òî 
â äàííîì ñëó÷àå çíà÷èìûìè äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîé 
êîððåêöèè ÂÔ ÿâëÿþòñÿ ìîäû: 2, 3, 5, 8, 9. Ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ íàãëÿäíîñòè ñâåäåíû â òàáëèöó. 
  Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû, ïðåäëî-
æåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îáîñíîâàííî ìèíèìèçèðî-
âàòü ÷èñëî ïîëèíîìîâ Öåðíèêå â îïèñàíèè ôóíêöèé 
îòêëèêà ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî çåðêàëà. Ïðè ýòîì óäà-
ëåíèå èç áàçèñà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñ íî-
ìåðàìè 4, 6, 10 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÑÊÎ íà 3%, 
à óäàëåíèå èç áàçèñà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ  
ñ íîìåðàìè 4, 6, 7, 10 ê óâåëè÷åíèþ ÑÊÎ íà 6%.  
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè óïðàâëÿþùèõ ýëåêòðîäîâ 
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû  
è äëÿ îñòàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ ýëåêòðîäîâ. 

 

Âûâîäû 
 

Íàìè ðàçðàáîòàíà è èññëåäîâàíà íà ïðèìåðå 
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî çåðêàëà [3, 5] ìåòîäèêà ìèíè-
ìèçàöèè ÷èñëà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, èñïîëüçóåìûõ 
ïðè îïèñàíèè åãî ïðîôèëÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé îòêëèêà è âêëàäà êàæäîãî èç 
ïîëèíîìîâ â èòîãîâóþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ôàçî-
âîãî ôðîíòà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòèñòèêîé ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé. 

Ïðè ýòîì äëÿ àïïðîêñèìàöèè àáåððàöèé òóðáó-
ëåíòíîé àòìîñôåðû è ôóíêöèé îòêëèêà èñïîëüçîâàí 

áëèçêèé ê îïòèìàëüíîìó áàçèñ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, 
îðòîãîíàëüíûõ (îðòîíîðìèðîâàííûõ) âíóòðè åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè. Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî äëÿ äàííîãî áà-
çèñà èçâåñòíà ñòàòèñòèêà ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé, ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî 

óïðîñòèòü êîíñòðóêöèþ äàò÷èêà ôàçîâîãî ôðîíòà – 
óìåíüøèòü ÷èñëî åãî êàíàëîâ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
îñîáåííîñòè êîððåêòîðà ôàçîâîãî ôðîíòà íå ïîçâî-
ëÿþò âîñïðîèçâîäèòü òå èëè èíûå ìîäû Öåðíèêå,  
à òðåáóåòñÿ ïîâûñèòü êà÷åñòâî êîððåêöèè, ìîæíî 
ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâîíà÷àëüíî íóæíî  
 

âûáðàòü ÷èñëî ïîëèíîìîâ N íå â ñîîòâåòñòâèè  
ñ âûðàæåíèåì (7), à áîëüøå íà 20–30% è çàòåì, 
âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêîé, ìèíè-
ìèçèðîâàòü áàçèñ, ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëÿÿ èç íåãî 
ïîëèíîìû, âíîñÿùèå ìèíèìàëüíûé âêëàä â îòêëèê 
êîððåêòîðà ñ ó÷åòîì ñòàòèñòèêè òóðáóëåíòíûõ èñ-
êàæåíèé. 

 Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ 
îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïîëèíîìîâ, ïðåäëîæåííûé ïîä-
õîä ìîæíî ïðèìåíÿòü â ìàëîïàðàìåòðè÷åñêèõ àäàï-
òèâíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. 
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D.A. Bezuglov, R.A. Zabrodin. Technique of approximation of floppy adaptive piezoceramic mirrors  

by a limited number of Zernike polynoms. 
A technique of minimization of a number of polynomials Zernike is developed and investigated by the  

example of a piezoelectric mirror in view of geometrical characteristics of the response functions and the contri-
bution of each polynomials in a final error of approximation of phase front according to statistics of phase fluc-
tuation. Thus, for approximation of aberrations of a turbulent atmosphere and functions of the response  
the basis of polynomials Zernike is used close to optimum. The approach suggested in this work allows one to 
simplify essentially a design of the gauge of phase front: to reduce the number of its channels in few parametri-
cal adaptive optical systems. 


