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×èñëåííî èññëåäîâàíû äâóìåðíûå è îäíîìåðíûå ñïåêòðû ñèëüíûõ ìåðöàíèé, ôîðìèðóåìûõ íåîäíî-
ðîäíîñòÿìè àòìîñôåðû, ãåíåðèðóåìûìè âíóòðåííèìè ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè. Ðàñ÷åòû îñíîâûâàþòñÿ íà 
ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîç-
ìóùåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ñëàáûõ ìåðöàíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíàÿ ÷àñòü ñïåêòðîâ ìåðöà-
íèé õîðîøî îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìåðöàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè. Îá-
íàðóæåíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà âîëíîâîå ÷èñëî ôîð-
ìèðóåòñÿ ïëàòî, óðîâåíü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðîì β0, ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî ïà-
ðàìåòðà ìåíüøå òðåòè êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè. Â îáëàñòè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë â ñïåêòðå 
ìåðöàíèé ôîðìèðóåòñÿ ìàêñèìóì, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî 0,242. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ íîðìàëèçàöèè ìåë-
êîìàñøòàáíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñïåêòð ìåðöàíèé ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì êâàäðàòà ôóíê-
öèè êîãåðåíòíîñòè íà ôàçîâîì ýêðàíå. 

 

Ââåäåíèå 

Íàáëþäåíèÿ çâåçä ñêâîçü àòìîñôåðó Çåìëè  
ñ áîðòà îðáèòàëüíûõ ñòàíöèé [1–4] ïîêàçàëè, ÷òî 
ïî ìåðå ïîãðóæåíèÿ ëó÷à â àòìîñôåðó ìåðöàíèÿ 
óñèëèâàþòñÿ. Äèñïåðñèÿ ìåðöàíèé ïðè íåêîòîðîé 
âûñîòå ïåðèãåÿ ëó÷à ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå. Ýòà 
âûñîòà çàâèñèò îò äëèíû âîëíû ïðèíèìàåìîãî èçëó-
÷åíèÿ è ðàññòîÿíèÿ îò íàáëþäàòåëÿ äî òî÷êè ïåðè-
ãåÿ ñâåòîâîãî ëó÷à. Îáû÷íî ýòî âûñîòû 25–30 êì [1].  
 Èç ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé î òîíêîé 
ñòðóêòóðå ïëîòíîñòè âîçäóõà â ñòðàòîñôåðå è òðî-
ïîñôåðå ñëåäóåò, ÷òî íåîäíîðîäíîñòè ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ëîêàëüíî èçîòðîïíîé 
òóðáóëåíòíîñòüþ è âíóòðåííèìè âîëíàìè. Ýòî ïîä-
òâåðäèë è àíàëèç äàííûõ ñïóòíèêîâûõ íàáëþäåíèé 
ìåðöàíèé çâåçä [3, 4]. Èõ ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ 
ñ ìîäåëüþ 3D ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà íåîäíî-
ðîäíîñòåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ [5, 6], ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ñóììîé äâóõ êîìïîíåíò – èçîòðîïíîé (êîë-
ìîãîðîâñêîé) è àíèçîòðîïíîé, â êîòîðîé íåîäíîðîä-
íîñòè ñèëüíî âûòÿíóòû âäîëü ïîâåðõíîñòè Çåìëè.  
 Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå 
ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïåêòðîâ ñèëüíûõ ìåðöàíèé, 
ôîðìèðóåìûõ â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ àíèçîòðîï-
íûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ 
íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ìîäåëè ôàçîâîãî ýêðàíà. Ýòà ìîäåëü øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ íåîäíîðîäíîñòåé ìåæ-
ïëàíåòíîé ñðåäû è àòìîñôåð ïëàíåò ñîëíå÷íîé ñèñ-
òåìû, âêëþ÷àÿ àòìîñôåðó è èîíîñôåðó Çåìëè. Äëÿ 
ýòîé ìîäåëè èçâåñòíû èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, 
ñâÿçûâàþùèå ñïåêòðû ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè 
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (ñïåêòðû ìåðöàíèé) â òî÷-

êå íàáëþäåíèÿ ñî ñïåêòðàìè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé 
íà ýôôåêòèâíîì ôàçîâîì ýêðàíå. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ 
î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ ñïåêòðàìè ôëóêòóàöèé ïî-
êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, ÷åðåç êîòîðóþ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà.  

Èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ â íàèáîëåå îáùåì 
âèäå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Â.È. Øèøîâûì [7, 8]. 
Â åãî ðàáîòàõ áûëè äàíû òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå 
ôîðìóëû äëÿ äâóìåðíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé, ôîð-
ìèðóåìûõ ýêðàíàìè ñ êóñî÷íî-ñòåïåííûìè, èçî-
òðîïíûìè ñïåêòðàìè ôëóêòóàöèé ôàçû. Ýòè àñèì-
ïòîòèêè ñîîòâåòñòâóþò ìàëûì ëèáî áîëüøèì çíà÷å-
íèÿì âîëíîâûõ ÷èñåë. Â ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå 
âîëíîâûõ ÷èñåë îïèñàíèå ñïåêòðîâ ìåðöàíèé â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâå ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Íàáëþ-
äàåìûå íà ïðàêòèêå îäíîìåðíûå ñïåêòðû ÿâëÿþòñÿ 
èíòåãðàëàìè îò äâóìåðíûõ âäîëü ïðÿìûõ, êîòîðûå 
ìîãóò ïåðåñåêàòü òå îáëàñòè, â êîòîðûõ àñèìïòîòè-
êè íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ îäíîìåðíûõ 
ñïåêòðîâ ñèëüíûõ ìåðöàíèé íå ñóùåñòâóåò àëüòåð-
íàòèâû ÷èñëåííûì ìåòîäàì. 

Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ïóáëèêàöèé ïî ðå-
çóëüòàòàì ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñïåêòðîâ ñèëü-
íûõ ìåðöàíèé, ôîðìèðóåìûõ ôàçîâûìè ýêðàíàìè. 
Èç íèõ áëèçêè ïî òåìàòèêå ê äàííîé ñòàòüå ðàáîòû 
[9–11]. Â [9, 10] èññëåäîâàëèñü äâóìåðíûå ñïåêòðû 
ìåðöàíèé çà èçîòðîïíûìè ôàçîâûìè ýêðàíàìè, 
õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ íåáîëüøèìè, ïî ñðàâíåíèþ  
ñ ìàñøòàáîì Ôðåíåëÿ, âíóòðåííèì ìàñøòàáîì è ðàç-
íûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé íà ñòåïåííîì ó÷àñòêå. 
Â [11] èçó÷àëèñü îäíîìåðíûå ñïåêòðû ìåðöàíèé çà 
äâóìåðíûìè àíèçîòðîïíûìè ôàçîâûìè ýêðàíàìè ñî 
ñòåïåííûìè ñïåêòðàìè íåîäíîðîäíîñòåé ñ ïîêàçàòå-
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ëÿìè ñòåïåíè áîëüøå òðåõ è ìåíüøå ÷åòûðåõ. Îò-
ëè÷èåì ïîñòàíîâêè íàøåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàññìîò-
ðåíèå ìîäåëåé ñïåêòðîâ ýêðàíà, ó÷èòûâàþùèõ êàê 
àíèçîòðîïèþ, òàê è íàëè÷èå áîëüøèõ, ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ìàñøòàáîì Ôðåíåëÿ, âíåøíåãî è ìèíèìàëü-
íîãî ìàñøòàáîâ. 

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé  
çà ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì 

ôàçîâûì ýêðàíîì è èõ àñèìïòîòèê 
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêàÿ ñâåòîâàÿ âîëíà åäè-

íè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ïàäàåò íà ôàçîâûé ýêðàí 
(ïëîñêîñòü (z, y)). Èìåÿ â âèäó ïðèìåíåíèå ðå-
çóëüòàòîâ ê íàáëþäåíèÿì ìåðöàíèé ïðè ïðîñâå÷è-
âàíèè àòìîñôåðû Çåìëè, çà îñü z áóäåì âûáèðàòü 
âåðòèêàëü â ïëîñêîñòè ïåðèãåÿ ëó÷à. Íàáëþäåíèÿ 
ìåðöàíèé ïðîâîäÿòñÿ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé 
ôàçîâîìó ýêðàíó è îòñòîÿùåé îò íåå íà ðàññòîÿíèå 
L. Äâóìåðíûé ñïåêòð ìåðöàíèé èëè ñïåêòð îòíîñè-
òåëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â ïëîñêî-

ñòè íàáëþäåíèÿ ( , , ) ( , , )/ 1,I z y L I z y L IΔ = < > −  ãäå 

< I > îáîçíà÷àåò ñðåäíåå (ïî íàáîðó ñëó÷àéíûõ ðåà-
ëèçàöèé) çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ñâåòà, îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè [7, 8]: 
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ãäå 0 2 / ,k = π λ  λ – äëèíà ñâåòîâîé âîëíû; L – ðàñ-
ñòîÿíèå îò ýêðàíà äî ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ. 
Ôóíêöèè DS è FS ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòðóê-
òóðíîé ôóíêöèåé è ñïåêòðîì ôëóêòóàöèé ýéêîíàëà 
íà ýêðàíå. 

Íàáëþäåíèÿ ìåðöàíèé ñ áîðòà êîñìè÷åñêîãî 
àïïàðàòà ïðîâîäÿòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè åãî äâèæå-
íèÿ. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ òàêèõ íàáëþäåíèé 
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ îäíîìåðíûå ñïåêòðàëüíûå 
ïëîòíîñòè ìåðöàíèé VI(κ, ϕ), íàáëþäàåìûå â ïëîñ-
êîñòè x = L âäîëü ïðÿìîé, íàêëîíåííîé ê îñè z 
ïîä óãëîì ϕ, ãäå κ – âîëíîâîå ÷èñëî âäîëü âûáðàí-
íîé ïðÿìîé. Â äàííîé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðå-
äåëüíûìè óãëàìè ϕ = 0 è ϕ = π/2. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì óãëàì îäíîìåðíûå ñïåêòðû áóäåì íàçû-
âàòü âåðòèêàëüíûì Vver è ãîðèçîíòàëüíûì Vgor 
ñïåêòðàìè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê  
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ãäå 2 2 2
,z yK = κ + η κ  η – êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè; 

C – ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü 
ôëóêòóàöèé; ïàðàìåòðû L0 è l0 ÿâëÿþòñÿ âíåøíèì 
è ìèíèìàëüíûì ìàñøòàáàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ñïåê-
òðû (5) è (7) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñòåïåííîãî 
ñïåêòðà ∼ K–5, õàðàêòåðíîãî äëÿ íåîäíîðîäíîñòåé, 
ãåíåðèðóåìûõ â ñòðàòîñôåðå âíóòðåííèìè ãðàâèòà-
öèîííûìè âîëíàìè. Ìîäåëü ñïåêòðà (6) õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè 
α = 4 ñòåïåííîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà FS ∼ K

–α  â äèàïà-

çîíå 0 0(1/ 1/ ).L K l� �  Äëÿ ñïåêòðà ( )SF K K
−α∼  

ïðè 4α ≥  íå ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè DS. 
Ìîäåëü (7) îòëè÷àåòñÿ îò (5) õàðàêòåðîì çàâèñèìî-
ñòè ñïåêòðà â îáëàñòè ìàëûõ è áîëüøèõ âîëíîâûõ 

÷èñåë: constSCF →  ïðè 0| | 1K L �  è 9| |SCF K
−

→  

ïðè 0| | 1.K l �  Ìîäåëü (7) óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ 

ðàñ÷åòîâ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé åé îäíîìåðíûé 
ñïåêòð è ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ çàäàþòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè: 
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ãäå  

2 2 2( , ) / ;r z y z y= + η  1( ) 1 exp( | |),d ξ = − − ξ   

2( ) 1 [1 | |]exp( | |).d ξ = − + ξ − ξ  

Èçâåñòíû [8] ïðîñòûå àñèìïòîòè÷åêèå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé ïðè ìàëûõ è áîëü-
øèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ.  

Ïðè ( , 0)z yκ κ →  ôóíêöèÿ 0.Ψ →  Ðàñêëàäû-

âàÿ â ðÿä ýêñïîíåíòó â (1), ïîëó÷èì 

(4)
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0
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2

0

( , ) ( , , , )
4

( , , , )
1 .. exp( ) .

2

I z y z y

z y
z y

k
F z y

k z y
i z i y dzdy

∞ ∞

−∞ −∞

κ κ = − Ψ κ κ ×
π

⎛ ⎞Ψ κ κ
× − + − κ − κ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
 

(10)

 

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ, òî 
èç (10) ñëåäóåò ôîðìóëà ìåòîäà âîçìóùåíèé â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé îïòèêå 

 (1) 2 2 2 2( , ) ( , )( ) .I z y S z y z yF L Fκ κ = κ κ κ + κ  (11) 

Ñïåêòð (11) îïðåäåëÿåò äèñïåðñèþ ñëàáûõ ìåðöà-

íèé 2

0β â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå: 

 2 (1)
0 ( , ) .I z y z yF d d

∞ ∞

−∞ −∞

β = κ κ κ κ∫ ∫  (12) 

Âåëè÷èíà 2

0β  ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïàðàìåò-

ðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñïåêòðû ìåðöàíèé íà çàäàííîì 
ðàññòîÿíèè îò ýêðàíà. Ó÷èòûâàÿ (11) è (3), âåëè-

÷èíó 2

0β  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  

 2 2 2 2 2 2
0 (1/2) (1/ 1/ ),c z yL L F Fβ = σ = +  (13) 

ãäå  

 2 2 2 2 2 2

, 0

1
( / / ) ( , )

2
c S z y

z y D z y
=

σ = ∂ ∂ + ∂ ∂   

– äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé ñóììû ãëàâíûõ êðèâèçí 
ðàñïðåäåëåíèÿ ýéêîíàëà íà ôàçîâîì ýêðàíå ñz = 
= ∂2S/∂z2 è ñy = ∂2S/∂y2. Âåëè÷èíû  

 

1/2
4

4

, 0

1/2
4

4

, 0

( , )
,

( , )

S
z

z y

S
y

z y

D z y
F

z

D z y
F

y

−

=

−

=

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥=

∂⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥=

∂⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (14) 

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè ðàññòîÿíèÿìè, íà êîòîðûõ 
ïðîèñõîäèò ôîêóñèðîâêà ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ ôà-
çîâûì ýêðàíîì – ïî âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñóùåñòâåííûì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ 
ñïåêòðîâ ñèëüíûõ ìåðöàíèé âìåñòå ñ ïàðàìåòðîì 

ýêðàíà 

2

c
σ  ÿâëÿåòñÿ òàêæå äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé 

óãëîâ ðåôðàêöèè 2.θσ  Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê  

 2 2 2 2 2

, 0

1
( / / ) ( , )

2
S z y

z y D z yθ
=

σ = ∂ ∂ + ∂ ∂ . (15) 

Äðóãèì àñèìïòîòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ñëåäóþ-
ùèì èç (1) ïðè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ 

0 0/KL k L�  [8], ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå  

 

2

2

0

1
( , )

4

exp( ( , )exp( ) ,

I z y

S z y

F

k D z y i z i y dzdy

∞ ∞

−∞ −∞

κ κ = ×
π

× − − κ − κ∫ ∫
 
(16)

 

ïîñêîëüêó äëÿ ñïåêòðîâ âèäà (5)–(7) ñòðóêòóðíàÿ 
ôóíêöèÿ  

 ( , ) const,SD z y →  ( , , , ) ( , )z y Sz y D z yΨ κ κ =  

ïðè 0 0| | , | | .z L y L η� �  Ñïåêòð ìåðöàíèé (16) ÿâëÿåò-

ñÿ ñïåêòðîì êâàäðàòà ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè  

 2 2

2 0( , ) exp[ ( , )]Sz y k D z yΓ = −   

ñâåòîâîãî ïîëÿ íà ôàçîâîì ýêðàíå.  
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå àñèì-

ïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (11) è (16), ïðèãîäíîå äëÿ 
ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà ýêðàíîì ñ êðóïíî-
ìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè â áîëåå øèðîêîé 
îáëàñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü èõ â êîì-
ïàêòíîì âèäå, óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïå-
ðåìåííûì: Z = z/RF, Y = y/RF, p = κzRF, q = κyRF, 

ãäå 0/FR L k=  – ìàñøòàá Ôðåíåëÿ. Â ýòèõ ïå-

ðåìåííûõ óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåòñÿ êàê  

2

1
( , )

4

exp( ( , , , ) 1 exp( ) ,

IF p q

ZY p q ipZ iqY dZdY

∞ ∞

−∞ −∞

= ×
π

× −Ψ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ (17)
 

óðàâíåíèå (2) îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Ïàðàìåòðû 
ñïåêòðà íåîäíîðîäíîñòåé ýêðàíà FS è ñîîòâåòñò-
âóþùåé åìó ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íîðìèðóþòñÿ 
òàê æå, êàê ïåðåìåííûå. 

Ïóñòü l0Z, l0Y – áåçðàçìåðíûå ìèíèìàëüíûå 
ìàñøòàáû ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè DS(Z, Y). Â îêðå-
ñòíîñòè òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè Z, Y ôóíêöèþ 
DS(Z + z′, Y + y′) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü êàê 

 
2 2

, , ,

( , ) ( , ) ( )

1
[ 2 ],

2

S S Z Y

Z Z ZY YY

D Z z Y y D ZY A z A y

A z A z y A y

′ ′ ′ ′+ + = + + +

′ ′ ′ ′+ + +
 
(18)

 

åñëè 0 0| | , | | .Z Yz l y l′ ′� �  Çäåñü AZ, AY, AZ,Z, AZ,Y, 

AY,Y – ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè DS 
ïî óêàçàííûì â èíäåêñàõ êîîðäèíàòàì. Òîãäà äëÿ 
àñèìïòîòèê ñïåêòðà (1), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ (2) 
è (3), ïîëó÷èì 

2

2
2 20

, , ,

1
( , )

4

exp[ ( 2 )] 1
2

exp( )

I

Z Z ZY YY

F p q

k
B p B pq B q

ipZ iqY dZdY

∞ ∞

−∞ −∞

= ×
π

⎡ ⎤
× − + + − ×⎢ ⎥

⎣ ⎦

× − −

∫ ∫  

(19)

 

ïðè 0, 0,| | , | |Z Yp l q l� �  è  
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2

exp( )

I

p p p q q q

F p q

k
B Z B ZY B Y

ipZ iqY dZdY

∞ ∞

−∞ −∞

= ×
π

⎡ ⎤
× − + + ×⎢ ⎥

⎣ ⎦

× − − =

∫ ∫  

2 2
, , ,

2 22 2
0 , , ,0 , , ,

21
exp

2 ( )2

p p p q q q

p p q q p qp p q q p q

B p B pq B q

k B B Bk B B B

⎡ ⎤− +
= −⎢ ⎥

−⎢ ⎥π − ⎣ ⎦
 

  (20) 

ïðè 0, 0,| | , | | .Z Yp l q l� �  Çäåñü 
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1 2 1 2 1 2, , , 1 2(0,0) ( , ).B A Aξ ξ ξ ξ ξ ξ= − ξ ξ  (21) 

Àñèìïòîòèêà (19) äëÿ ñïåêòðà ìåðöàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ðåôðàêöèîííîé (èëè ãåîìåòðîîïòè÷åñêîé). 
Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû (11) ïåðâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà âîçìóùåíèé â ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêå íà ñëó÷àé ñèëüíûõ ìåðöàíèé. Àñèìïòîòèêó 
(20) áóäåì íàçûâàòü äèôðàêöèîííîé. Îòìåòèì, ÷òî 
òåðìèíû «ðåôðàêöèîííûå è äèôðàêöèîííûå ìåð-
öàíèÿ» øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àñòðîôèçèêå äëÿ 
îáîçíà÷åíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ è ìåëêîìàñøòàá-
íûõ äèàïàçîíîâ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé [9, 10], äëÿ 
îïèñàíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû ñîîòâåòñòâåííî óðàâ-
íåíèÿ (11) è (16). Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé 
(19) è (20) â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ìåðöà-
íèé, ïîðîæäàåìûõ êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíî-
ðîäíîñòÿìè, ñóùåñòâåííî øèðå, ÷åì óðàâíåíèé (11) 
è (16). Ýòî ïîêàçàëî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-
òîâ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé, ïðîâåäåííûõ íàìè ïî èñ-
õîäíûì ôîðìóëàì (1)–(3), è ðàñ÷åòîâ ïî ïðèáëè-
æåííûì ôîðìóëàì.  

Äâóìåðíûå ñïåêòðû ìåðöàíèé 

Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá îñîáåííîñòÿõ äâóìåð-
íûõ ñïåêòðîâ ñëàáûõ è ñèëüíûõ ìåðöàíèé, ôîðìè-
ðóåìûõ èçîòðîïíûìè è àíèçîòðîïíûìè íåîäíîðîä-
íîñòÿìè, äàåò ðèñ. 1.  

Íà íåì ïðåäñòàâëåíû ëèíèè óðîâíåé ñïåêòðà 
ìåðöàíèé GI(κz, κy) – ïðîèçâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé 
ïëîòíîñòè FI(κz, κy) íà êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîãî 

÷èñëà 2 2( ),z yκ + κ  íîðìèðîâàííîãî íà ìàêñèìàëüíîå 

çíà÷åíèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò.å.  

2 2 2 2( , ) ( ) ( , )/max[( ) ( , )].I z y z y I z y z y I z yG F Fκ κ = κ +κ κ κ κ +κ κ κ

 

  (22) 

Îíè ðàññ÷èòàíû äëÿ ìîäåëè ôàçîâîãî ýêðàíà 
(7). Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâå-
äåíû â äàííîé ñòàòüå, ïîñòîÿííûìè çàäàíû: äëèíà 
âîëíû λ = 5 ⋅ 10–7 ì, ðàññòîÿíèå L = 2200 êì, ìàñ-

øòàá Ôðåíåëÿ /2 0,42 ì,FR L= λ π =  âíåøíèé 

ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòåé L0 = 200 ì è ìèíèìàëü-
íûé ìàñøòàá l0 = 10 ì. Ëåâûé ñòîëáåö íà ðèñ. 1 
ïðåäñòàâëÿåò äâóìåðíûå ñïåêòðû ñëàáûõ ìåðöàíèé 
ïðè êîýôôèöèåíòàõ àíèçîòðîïèè η = 1; 2 è 10. 
Ðàñ÷åòû ñïåêòðîâ ñëàáûõ ìåðöàíèé ïðîâîäèëèñü  
è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà η. Îíè ïîêà-
çàëè, ÷òî óæå ïðè çíà÷åíèè η = 1,015 çàìåòíî îò-
ëè÷èå ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà èçîòðîïíûì è àíèçî-
òðîïíûì ýêðàíàìè â îáëàñòè ìàêñèìóìîâ ñïåêòðîâ. 
Ïðè çíà÷åíèè η = 2 ïåðåñòðîéêà çàòðàãèâàåò âåñü 
ñïåêòð, à ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåí-
òà η êàðòèíà ñïåêòðîâ êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ.  

 

 
Ðèñ. 1. Ëèíèè óðîâíåé äâóìåðíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé GI(κz, κy), îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé (22), â çàâèñèìîñòè îò êîýôôè- 
 öèåíòà àíèçîòðîïèè η. Çàòåìíåíû îáëàñòè âáëèçè ìàêñèìóìà, ãäå GI ≥ 0,9 
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Ñïåêòðû ñëàáûõ ìåðöàíèé çà èçîòðîïíûì ýê-

ðàíîì èìåþò ìàêñèìóì ïðè 2 2

00,7/ ,z yk l= κ + κ ≈  

øèðèíà ñïåêòðà (ïî óðîâíþ 1/3  îò ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ) ðàâíà ïðèìåðíî 2/l0. Ïðèáëèçèòåëüíî 
òàêèå æå êîîðäèíàòû ìàêñèìóìà è øèðèíû ñïåê-
òðîâ çà àíèçîòðîïíûì ýêðàíîì â âåðòèêàëüíûõ ñå-
÷åíèÿõ (κy = 0) íåçàâèñèìî îò êîýôôèöèåíòà η. 
Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà 
èçîòðîïíûì ýêðàíîì è ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ýêðà-
íîì (η > 2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çà àíèçîòðîïíûì ýê-

ðàíîì ñïåêòð ñîñðåäîòî÷åí â ñåêòîðå | |/| | .z yκ κ ≥ η  

Ïðè áîëüøèõ êîýôôèöèåíòàõ àíèçîòðîïèè, òàêèì 
îáðàçîì, ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â óçêîì ñåê-
òîðå âáëèçè âåðòèêàëè.  

Ñïåêòðû ñèëüíûõ ìåðöàíèé (ñì. ðèñ. 1) ðàñ-
ñ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì äëÿ äèôðàêöèîííîé àñèìïòî-
òèêè (20) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β0 = 1, 2, 3 è êî-
ýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè η = 1, 2, 10. Îáðàòèì âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî âîëíîâûå ÷èñëà – êàê âåðòèêàëüíûå, 
òàê è ãîðèçîíòàëüíûå, â ñëó÷àå ñèëüíûõ ôëóêòóà-
öèé íîðìèðîâàíû íå íà ìèíèìàëüíûé ìàñøòàá l0,  
à íà ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè lñ, îïðåäåëÿåìûé óðàâ-
íåíèåì 

 2

0 ( ,0) 2.S ck D l =  (23) 

Çíà÷åíèÿ lñ äëÿ ìîäåëè ñïåêòðà (7) ïðè ðàñ-
÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ β0 ðàâíû 3,9 ⋅ 10–3 ì (ïðè β0 = 1), 
1,9 ⋅ 10–3 ì (β0 = 2) è 1,3 ⋅ 10–3 ì (ïðè β0 = 3). Ìàñ-

øòàá lñ ïðèáëèçèòåëüíî â 3 4
10 10÷  ðàç ìåíüøå, ÷åì 

ìèíèìàëüíûé ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòåé l0. Âî 
ñòîëüêî æå ðàç óøèðÿåòñÿ ñïåêòð ñèëüíûõ ìåðöà-
íèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïåêòðîì ñëàáûõ ìåðöàíèé. 
Ïîÿâëåíèå ìåëêîìàñøòàáíîé ñîñòàâëÿþùåé â ñïåê-
òðå ìåðöàíèé îáóñëîâëåíî ôîêóñèðîâêîé ñâåòîâîãî 
èçëó÷åíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûìè (ñ ðàçìåðàìè ïî-
ðÿäêà L0) ñëó÷àéíûìè ëèíçàìè ôàçîâîãî ýêðàíà. 
Ðàäèóñ ñâåòîâîãî ïÿòíà a ïðè ôîêóñèðîâêå èäåàëü-
íîé ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè L ìîæíî îöåíèòü ïî 

ôîðìóëå 0 0/( ).a L k L≈  Òàêèì æå ïî ïîðÿäêó âåëè-

÷èíû ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èíòåðôåðåí-
öèîííîé êàðòèíû, ôîðìèðóåìîé íåîäíîðîäíîñòÿìè, 
ðàçíåñåííûìè íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà L0 â ïëîñêî-
ñòè ôàçîâîãî ýêðàíà. Ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ 

ñ÷åòà 3
2 10a

−

≈ × ì, ò.å. òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è çíà-
÷åíèÿ ðàäèóñîâ êîãåðåíòíîñòè. 

Îäíîìåðíûå âåðòèêàëüíûå ñïåêòðû 

ìåðöàíèé 

Êàê îòìå÷àëîñü, äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé 
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ îäíîìåðíûå ñïåêòðû ìåðöà-
íèé, â ÷àñòíîñòè âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå, 
îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (4). Âìåñòå ñ ðàñ÷åòàìè 
îäíîìåðíûõ ñïåêòðîâ ïî ôîðìóëàì (1)–(3) ñ ïî-
ñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ (4) ðàñ÷åòû 
âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ ïðîâîäèëèñü òàêæå ïî 
àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì äëÿ ìîäåëè îäíîìåðíî-
ãî ôàçîâîãî ýêðàíà. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìî-

äåëü îäíîìåðíîãî ýêðàíà ïðèìåíèìà äëÿ ðàñ÷åòà 
âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ, ôîðìèðóåìûõ äâóìåðíûìè 
àíèçîòðîïíûìè ýêðàíàìè ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè 
êîýôôèöèåíòàìè àíèçîòðîïèè, âûñêàçûâàëàñü ðà-
íåå â [12]. Ôîðìóëû äëÿ îäíîìåðíûõ àñèìïòîòèê, 
ñëåäóþùèå èç (19), (20) â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíê-
öèÿ DS íå çàâèñèò îò êîðäèíàòû y, â ðàçìåðíûõ 
ïåðåìåííûõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 

ðåôðàêöèîííàÿ àñèìïòîòèêà  

 2 2

0

1 1
( ) cos( ) exp( ( ) ) 1 ,

2
I z z zV z LD z dz

∞

θ

⎡ ⎤
κ = κ − κ −⎢ ⎥π ⎣ ⎦∫  (24) 

ãäå 

 2 2 2 2

0
( ) ( )/ ( )/S SD D Dθ

ξ=
ξ = ∂ ξ ∂ξ − ∂ ξ ∂ξ =  

 2

0

4 [1 cos( )] ( )Sp pz V p dp

∞

= −∫  (25) 

– ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóàöèé óãëà ðåôðàê-
öèè íà ôàçîâîì ýêðàíå; 

äèôðàêöèîííàÿ àñèìïòîòèêà â îäíîìåðíîì 
ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó âûðàæåíèþ 

2

2

0 00 0

1
( ) exp .

2 ( / )2 ( / )

z

I z

zz

V
k D L kk D L k θθ

⎛ ⎞κ
κ = −⎜ ⎟

κπ κ ⎝ ⎠
 

 (26) 

Îòìåòèì, ÷òî îáå àñèìïòîòèêè – êàê ðåôðàê-
öèîííàÿ òàê è äèôðàêöèîííàÿ, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé 
ôóíêöèåé Dθ. 

×èñëåííûå ðàñ÷åòû îäíîìåðíûõ âåðòèêàëüíûõ 
è ãîðèçîíòàëüíûõ ñïåêòðîâ ïðîâîäèëèñü äëÿ ìîäå-
ëåé ñïåêòðîâ ôëóêòóàöèé ýéêîíàëà (5) è (6) ïðè 
çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè η = 10. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è 3.  

Ðèñ. 2, à ïðåäñòàâëÿåò êðóïíîìàñøòàáíûå ÷àñ-
òè îäíîìåðíûõ âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé 
äëÿ ìîäåëè (5), ðèñ. 2, á – äëÿ ìîäåëè (6). Ýòè 

ñïåêòðû íîðìèðîâàíû íà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 2

0.β  

Òàêàÿ íîðìèðîâêà ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïðèìåíè-
ìîñòü òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðàñ÷åòà êðóïíîìàñ-
øòàáíîé ÷àñòè îäíîìåðíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé. 
Åñëè áû äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé áûëà 
ïðèìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé, âñå êðèâûå íà 
ðèñ. 2 ñîâïàëè áû ñî øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.  

Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà 2

0β  îáëàñòü ïðèìå-

íèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé ñóæàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, 

ïðè çíà÷åíèè 2

0 100β =  òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìå-

íèìà äëÿ îïèñàíèÿ äèàïàçîíà ñïåêòðà 3
10z FR

−

κ ≤  

èëè 01/ .
z

Lκ ≤   

Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2,  à  
è ðèñ. 3, ñëåäóåò òàêæå, ÷òî îäíîìåðíàÿ ðåôðàêöè-
îííàÿ àñèìïòîòèêà ïðèìåíèìà äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ 
ìåðöàíèé çà äâóìåðíûì ýêðàíîì â äèàïàçîíå âîë-

íîâûõ ÷èñåë 42 10z FR
−κ ≥ ⋅  èëè ( 01/

z
Lκ ≥ η ) ïðè 

2

00,1 100< β <� � .  
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à 

 
á 

Ðèñ. 2. Îäíîìåðíûå âåðòèêàëüíûå ñïåêòðû ìåðöàíèé â 
îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë: à – çà ýêðàíîì ñî ñïåê-
òðîì (5), á – çà ýêðàíîì ñî ñïåêòðîì (6) ñ η = 10.   
Ñïëîøíûå ëèíèè ( à) – ðàñ÷åòû ïî ðåôðàêöèîííîé  
àñèìïòîòèêå äëÿ ìîäåëè îäíîìåðíîãî ýêðàíà ïî ôîðìó-
ëàì (24), (25); çíà÷êè – ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì (1)–(4). 
Äëÿ ìîäåëè (6) ðàñ÷åòû ïî ïðèáëèæåííûì ôîðìóëàì  
 íå ïðîâîäèëèñü 

 
Â îòëè÷èå îò îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà 

âîçìóùåíèé, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðåôðàêöèîííîé 
àñèìïòîòèêè (24) ðàñøèðÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðà-

ìåòðà β0 â îáëàñòü áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ïðè 

β0 ≥ 1 îíà ïðèìåíèìà â äèàïàçîíå 0( / ),z F FR l Rκ ≤  

â òî âðåìÿ êàê â îáëàñòè ñëàáûõ ìåðöàíèé ïðè 
2

0 0β →  äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè ðåôðàêöèîííîé 

àñèìïòîòèêè ïî âîëíîâîìó ÷èñëó îãðàíè÷åí ñâåðõó 
èçâåñòíûì óñëîâèåì 1z FRκ ≤ . 

 

 

Ðèñ. 3. Îäíîìåðíûå âåðòèêàëüíûå ñïåêòðû â îáëàñòè 
áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðîíîðìèðîâàíû íà 
îáðàòíûé ìàñøòàá Ôðåíåëÿ RF. Ëèíèè – ðàñ÷åòû ïî äè-
ôðàêöèîííîé àñèìïòîòèêå (26) äëÿ ìîäåëè îäíîìåðíîãî 
ýêðàíà, òåìíûå  çíà÷êè – äàííûå ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì  
 (1)–(4) äëÿ ìîäåëè (5), ñâåòëûå çíà÷êè – äëÿ ìîäåëè (6) 
 

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ìåëêîìàñøòàáíûå ÷àñ-
òè îäíîìåðíûõ âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà 
ýêðàíàìè ñî ñïåêòðàìè (5) è (6). Òàê æå, êàê íà 
ðèñ. 2, âîëíîâûå ÷èñëà íîðìèðîâàíû íà ìàñøòàá 
Ôðåíåëÿ RF. Âèäíî ðàçëè÷èå ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà 
ýêðàíàìè ñ ðàçëè÷íûìè ñïåêòðàìè ôëóêòóàöèé ýé-
êîíàëà. Ýòî ðàçëè÷èå ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòíî, åñëè 
âîëíîâûå ÷èñëà íîðìèðîâàòü íà ìàñøòàá êîãåðåíò-
íîñòè lc. Â ñïåêòðàõ îò÷åòëèâî âûðàæåíî ïëàòî, íà 

êîòîðîì ôóíêöèè ( ) const,z I zVκ κ ≈  ( ) const.
z ver z
Vκ κ ≈  

 Äàííûå ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (26) è ïî òî÷íûì 
ôîðìóëàì äëÿ äâóìåðíîãî ýêðàíà ñ êîýôôèöèåíòîì 
àíèçîòðîïèè η = 10 ñîâïàäàþò ñ îòíîñèòåëüíîé 
òî÷íîñòüþ îêîëî 1% â äèàïàçîíàõ âîëíîâûõ ÷èñåë 

3/2
0 0(2 3)/( )

z
lκ ≥ ÷ β  ïðè 

2

00,1 100.≤ β <�  Ýòè ðåçóëü-

òàòû ñâèäåòåëüñòâóåò êàê î êîððåêòíîñòè ìîäåëè 
îäíîìåðíîãî ýêðàíà, òàê è î êîððåêòíîñòè ðåôðàê-
öèîííîé è äèôðàêöèîííûõ àñèìïòîòèê äëÿ îïèñà-
íèÿ îäíîìåðíûõ âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ â óêàçàí-
íûõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Îáëàñòè 
ïðèìåíèìîñòè ðåôðàêöèîííîé è äèôðàêöèîííîé 
àñèìïòîòèê ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ íà çíà÷èòåëüíîì 
îòðåçêå âîëíîâûõ ÷èñåë, òàì, ãäå íàáëþäàåòñÿ ïëà-

òî ñïåêòðà ( ).z I zVκ κ  Óðîâåíü ñïåêòðà íà ïëàòî,  

êàê ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (24) ïðè 1
z
L θκ σ �   

2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 12. 
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è ôîðìóëû (26) ïðè 0 0/ ,
z

l k Lκ �  îïðåäåëÿåòñÿ 

ñîîòíîøåíèåì 

 ( )

2
00

1 1
( ) exp .

22
p

z zIV
⎛ ⎞

κ κ = −⎜ ⎟
βπβ ⎝ ⎠

 (27) 

Îí çàâèñèò îò åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è 
ìåðöàíèé – ïàðàìåòðà β0, ðàâíîãî ñîãëàñíî (13) 
îòíîøåíèþ ðàññòîÿíèÿ L ê ýôôåêòèâíîìó ðàäèóñó 
êðèâèçíû F

z ýéêîíàëà íà ôàçîâîì ýêðàíå. 
Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (26) ñëåäóåò, ÷òî 

ñïåêòð ( )z I zVκ κ  äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 

max [ ( )] 1/ 2 0,242z I zV eκ κ = π ≈  ïðè 2

0( / ).
z z

D L kθκ = κ  

Ôîðìóëà (26) ïîçâîëÿåò òàêæå ïðîñòî îöåíèòü äèà-
ïàçîí âîëíîâûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ñïåêòð ìåðöàíèé 
çà îäíîìåðíûì ýêðàíîì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàí-
íûì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì êâàäðàòà ôóíêöèè êî-
ãåðåíòíîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå 
çà ýêðàíîì ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿ-
ìè ñïåêòð êâàäðàòà ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå  

 
2

2

00

1
( ) exp ,

2 ( )2 ( )

z

I zV
k Dk D θθ

⎛ ⎞κ
κ = −⎜ ⎟

∞π ∞ ⎝ ⎠
 (28) 

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì âûðàæåíèåì, ñëåäóþùèì 

èç (26) ïðè 0 0/ ,
z
L k Lκ �  êîãäà ( ) ( ).D z Dθ θ= ∞  Âèä 

ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ( )D zθ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ 

ìîäåëåé ñïåêòðîâ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4. 
 

 
Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ôëóêòóàöèé óãëîâ ðåôðàê- 
 öèè äëÿ ìîäåëåé ñïåêòðîâ (5) – 1; (6) – 2; (7) – 3 
 

Íà ó÷àñòêå 0z l≤  ôóíêöèÿ 2 2 2

0( ) /D z z Lθ ≈ β  

äëÿ ëþáûõ ñïåêòðîâ ýéêîíàëà. Çàâèñèìîñòè Dθ(z) 

èìåþò ìàêñèìóì ïðè 0(2 3)z L≈ ÷  è âûõîäÿò íà 

ïîñòîÿííûé óðîâåíü Dθ(∞) ïðè 0.z L�  Âàæíîé 

îñîáåííîñòüþ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Dθ(z) è Dθ(∞) 
ÿâëÿåòñÿ òà, ÷òî èõ îòëè÷èå ïðè 0z L≥  íåâåëèêî. 

Âåëè÷èíà Δ = max [Dθ(z)]/Dθ(∞) – 1 â äèàïàçîíå 

èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ 0 00,01 / 0,1l L≤ ≤  äëÿ âñåõ 

òðåõ ìîäåëåé íå ïðåâûøàåò 20% ïðè 0.z L≥  Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ôîð-

ìóëû (27) ìîæíî ïðèíÿòü 0 0/ .
z
L k Lκ ≥  Ýòî óñëîâèå 

èìååò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë â óãëîâîì ïðåä-

ñòàâëåíèè 0/z kξ = κ  è çàïèñûâàåòñÿ êàê 0| | / .L Lξ ≥  

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ ìîæåò íàáëþäàòü-
ñÿ â òîì äèàïàçîíå óãëîâ, â êîòîðîì â ôîðìèðîâà-
íèè ìåðöàíèé ó÷àñòâóþò íåîäíîðîäíîñòè ýêðàíà, 
ðàçíåñåííûå íà ðàññòîÿíèÿ áîëüøå èëè ïîðÿäêà 
âíåøíåãî ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòåé.  

Âûâîäû îòíîñèòåëüíî ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè 
îäíîìåðíîãî ýêðàíà äëÿ ðàñ÷åòà âåðòèêàëüíûõ 
ñïåêòðîâ áûëè ñäåëàíû íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ èõ 
ñ äàííûìè ðàñ÷åòîâ çà ýêðàíîì ñ êîýôôèöèåíòîì 
àíèçîòðîïèè η = 10 è çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà 0 10.β ≤  
Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðà β0, ìîäåëü îäíîìåðíîãî ýêðàíà ñòàíîâèòñÿ 
íåêîððåêòíîé. Â îäíîìåðíîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü ñèëüíîé ôîêóñèðîâêè íåîäíîðîä-
íîñòÿìè ýêðàíà ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Âëèÿíèå 
ýòîé ôîêóñèðîâêè, âîçìîæíî, ñòàíåò ñóùåñòâåííûì 

ïðè óñëîâèè 2
,y zF F L≈ η <�  ãäå yF  è 

z
F  – ýôôåê-

òèâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòè-
êàëè. Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå 

2

0 1β η >� , ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 / .
z

L Fβ =  Íà îäíîìåðíîì 
âåðòèêàëüíîì ñïåêòðå íåêîððåêòíîñòü ìîäåëè îä-
íîìåðíîãî ýêðàíà ïðîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì, 

÷òî óðîâåíü ïëàòî ñïåêòðà ( )z I zVκ κ çà äâóìåðíûì 
ýêðàíîì ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò óðîâíÿ, îïðåäåëÿåìî-
ãî ôîðìóëîé (27). Êîëè÷åñòâåííûå óñëîâèÿ ïðèìå-
íèìîñòè ìîäåëè îäíîìåðíîãî ýêðàíà ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü, îñíîâûâàÿñü íà ðàñ÷åòàõ ïî ôîðìóëàì 
äëÿ äâóìåðíîé äèôðàêöèîííîé àñèìïòîòèêè (20). 
Ïðîâåäåííûå íàìè ðàñ÷åòû äëÿ ìîäåëè (5) ñ η = 5, 
10, 15 ïîêàçàëè, ÷òî îøèáêà ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ 
âåðòèêàëüíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé çà àíèçîòðîïíûì 
ýêðàíîì ïî ôîðìóëàì äëÿ îäíîìåðíîãî ýêðàíà íå 

ïðåâûøàåò 10%, åñëè 2

0 0,3 .β ≤ η  

Ãîðèçîíòàëüíûå ñïåêòðû ìåðöàíèé 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãîðèçîíòàëüíûõ ñïåêòðîâ 
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Íà ðèñ. 5, à ïðåäñòàâëåíû 
ñïåêòðû ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ. Îíè âû÷èñ-
ëÿëèñü òîëüêî ïî òî÷íûì ôîðìóëàì (1)–(4). Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ãîðèçîíòàëüíûõ ñïåêòðîâ ïðè 

0yκ →  òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ïðèìåíèìà óæå ïðè 

çíà÷åíèè 2

0 1β = . Íà ðèñ. 5, á ïðåäñòàâëåíû ãîðè-
çîíòàëüíûå ñïåêòðû ïðè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñ-
ëàõ. Îíè ðàññ÷èòûâàëèñü êàê ïî òî÷íûì ôîðìóëàì 
(îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè), òàê è ïî ôîðìóëàì äëÿ 
äâóìåðíîé äèôðàêöèîííîé àñèìïòîòèêè (20) 
(ñïëîøíûå êðèâûå) ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì 
âòîðîãî èç èíòåãðàëîâ (4). Êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ 
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì 
ôîðìóëàì, îíè ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ â äèà-

ïàçîíå âîëíîâûõ ÷èñåë 00,01/ 2,5/( )y Fr lκ ≥ ≈ η  

äëÿ âñåõ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 2

0.β   
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Ðèñ. 5. Ãîðèçîíòàëüíûå ñïåêòðû ìåðöàíèé ïðè ìàëûõ (à) 
è áîëüøèõ (á) âîëíîâûõ ÷èñëàõ çà ôàçîâûì ýêðàíîì  
 ñî ñïåêòðîì (5) 

 
Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âåðòèêàëüíûõ ñïåê-

òðîâ (ñì. ðèñ. 3), â êîòîðûõ â ïðîòÿæåííîì äèàïàçî-
íå âûðàæåíî ïëàòî ïðîèçâåäåíèÿ κzVI(κz) è κzVver(κz), 
â ãîðèçîíòàëüíûõ ñïåêòðàõ ïëàòî ôóíêöèè κyVgor(κy), 
ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ôîðìèðóåòñÿ. Â ãðóáîì ïðèáëè-
æåíèè, ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 10%, ýòî ïëàòî ôîðìèðó-
åòñÿ â íåáîëüøîì äèàïàçîíå âîëíîâûõ ÷èñåë 

02,5/( ) 1.y Fl rη ≤ κ ≤  Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî 

çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà ôóíêöèè ( )y gor yVκ κ îò ïà-

ðàìåòðà 2

0β  ïðè 2

01 1000≤ β ≤  íåìîíîòîííà, ò.å. 

ãîðèçîíòàëüíûé ñïåêòð íå íîðìàëèçóåòñÿ äàæå ïðè 

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 2

0 1000β = .  

Çàêëþ÷åíèå 

Íà îñíîâå ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî 
ôàçîâîãî ýêðàíà ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñïåêòðîâ ñèëü-
íûõ ìåðöàíèé, ôîðìèðóåìûõ íåîäíîðîäíîñòÿìè 
àòìîñôåðû, ãåíåðèðóåìûìè âíóòðåííèìè ãðàâèòà-
öèîííûìè âîëíàìè. Ñïåöèôèêîé íåîäíîðîäíîñòåé 
ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîïèÿ èõ ñïåêòðîâ è òî, ÷òî èõ 
ðàçìåðû ìíîãî áîëüøå, ÷åì ìàñøòàá çîíû Ôðåíåëÿ 
â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ.  

Èññëåäîâàíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òåîðèè 
âîçìóùåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ìåðöàíèé. Ïîêà-
çàíî, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíàÿ ÷àñòü âåðòèêàëüíûõ 
ñïåêòðîâ ìåðöàíèé õîðîøî îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé 
âîçìóùåíèé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìåðöàíèÿ 
ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå îòíîñèòåëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè β0, 
ðàññ÷èòàííîå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ñîñòàâëÿåò 10. 
Â òî æå âðåìÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìà 
äëÿ îïèñàíèÿ ìåëêîìàñøòàáíîé ÷àñòè âåðòèêàëü-
íûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé óæå ïðè çíà÷åíèÿõ 
β0 > 0,3. Äëÿ îïèñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî äèàïà-
çîíà ãîðèçîíòàëüíûõ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé òåîðèÿ 
âîçìóùåíèé ïðèìåíèìà, åñëè ïàðàìåòð β0 ≤ 1.  

Ïðåäëîæåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ 
îïèñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ è ìåëêîìàñøòàáíûõ 
äèàïàçîíîâ ñïåêòðîâ ìåðöàíèé – ðåôðàêöèîííàÿ  
è äèôðàêöèîííàÿ àñèìïòîòèêè. Èññëåäîâàíû îá-
ëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè è ïðèìåíèìîñòü ìîäåëè 
îäíîìåðíîãî ýêðàíà äëÿ ðàñ÷åòà âåðòèêàëüíûõ 
ñïåêòðîâ çà äâóìåðíûì àíèçîòðîïíûì ýêðàíîì. 
Ïîêàçàíî, ÷òî îäíîìåðíóþ ìîäåëü ìîæíî ïðèìå-
íÿòü äëÿ ðàñ÷åòà ìåëêîìàñøòàáíîãî äèàïàçîíà 

ñïåêòðà ïðè óñëîâèè 2

0 0,3 .β ≥ η  Ïðè âûïîëíåíèè 

ýòîãî óñëîâèÿ ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîé ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè íà âîëíîâîå ÷èñëî èìååò ïëàòî, óðî-
âåíü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðîì β0. 
Â îáëàñòè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë â ñïåêòðå ìåð-
öàíèé ôîðìèðóåòñÿ ìàêñèìóì, çíà÷åíèå êîòîðîãî 
ðàâíî 0,242.  

Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ íîðìàëèçàöèè ìåë-
êîìàñøòàáíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ïðè êîòîðûõ ñïåêòð 
ìåðöàíèé ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì êâàäðàòà ôóíêöèè 
êîãåðåíòíîñòè íà ôàçîâîì ýêðàíå. Ïîêàçàíî, ÷òî 
íîðìàëèçàöèÿ âîçìîæíà â äèàïàçîíå óãëîâ ðàññåÿ-
íèÿ, áóëüøèõ, ÷åì îòíîøåíèå âíåøíåãî ìàñøòàáà  
ê ðàññòîÿíèþ îò ôàçîâîãî ýêðàíà äî òî÷êè íàáëþ-
äåíèÿ.  
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V.V. Vorob'ev, D.A. Marakasov, O.V. Fedorova. Strong scintillation spectra caused by large-scale 
anisotropic stratosphere inhomogeneities at star observation from spacecraft. 

The results of numerical investigation of strong scintillation spectra caused by atmospheric inhomogenei-
ties generated by inner gravitation waves are presented. The calculations are performed within the statistically 
homogeneous phase screen model. The anisotropy of spatial spectra and exceeding of their spatial scales over 
the Fresnel scale at observation plane are specific for inhomogeneities considered. The conditions of applicabi- 
lity of perturbance theory for weak scintillation spectra evaluation are outlined. It is shown that perturbation 
theory gives an adequate description of large-scale part of scintillation spectra even in the strong scintillation 
case with calculated by virtue of perturbation theory mean square deviation of relative intensity fluctuations β0 
takes value of 10. At the same time perturbation theory is not acceptable for small-scale part of scintillation 
spectra at β0 >0.3. It is found that within the dependence of product of one-dimensional spectral density and 
wave number on the wave number appears a plateau, which level is given by value of β0 only, when it does not 
exceed one third of anisotropy coefficient squared. In the large wavenumber region of scintillation spectrum the 
maximum is developing there, which value is equal to 0.242. The conditions of normalization of small-scale part 
of spectrum, under which the scintillation spectrum coincides with the spectrum of squared coherence function 
on the phase screen.  


