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Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–
Áðèëëþýíà îïòè÷åñêè «ìÿãêèì» êðóãîâûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû ïðè ïàäåíèè ñâåòà ïåðïåíäèêóëÿðíî 
îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ (èëè ýëåìåíòà ìàò-
ðèöû ðàññåÿíèÿ f11) äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà (ñòðîãîå ðåøåíèå) è äëÿ êîíå÷íîãî êðó-
ãîâîãî öèëèíäðà â ïðèáëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà. 

 
Èññëåäîâàíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòà åñòåñòâåííûìè  

è èñêóññòâåííûìè àýðîçîëÿìè, ëåäÿíûìè êðèñòàëëà- 
ìè, ñóñïåíçèÿìè áèîëîãè÷åñêèõ ÷àñòèö ïî-ïðåæíåìó 
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, íåñìîòðÿ íà ãðî-
ìàäíîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷å-
ñêèõ ðàáîò [1, 2]. ×àñòèöû òàêèõ ñðåä ÿâëÿþòñÿ ÷àñ-
òî íåñôåðè÷åñêèìè, ïîýòîìó ïîäðîáíîå èçó÷åíèå òåî-
ðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñâåòîðàññåÿíèÿ äàííûìè 
÷àñòèöàìè äîñòàòî÷íî âàæíî. 

Äëÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèõ» (⎮m – 1⎮ << 1, ãäå m – 
îòíîñèòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ÷àñòèöû) ñâå-
òîðàññåèâàþùèõ ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû óäîá-
íî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèÿ Ðýëåÿ–Ãàíñà–Äåáàÿ 
(ÐÃÄ), àíîìàëüíîé äèôðàêöèè (ÀÄ) [3] è Âåíòöåëÿ–
Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà (ÂÊÁ). Ñëó÷àé ïàäåíèÿ ñâåòà 
âäîëü îñè ñèììåòðèè êðóãîâîãî öèëèíäðà êîíå÷íîé 
äëèíû â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ ðàññìîòðåí íàìè ðàíåå 
â [4]. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàí àíàëèç àìïëèòóäû è èíäè- 
êàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà êîíå÷-
íîé äëèíû â ïðèáëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–
Áðèëëþýíà äëÿ ñâåòà, ïàäàþùåãî ïåðïåíäèêóëÿðíî 
îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. 

 

1. Àìïëèòóäà ñâåòîðàññåÿíèÿ 
 
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïîäâèæíûé îäíîðîäíûé 

öèëèíäð âûñîòû H è ðàäèóñà a îðèåíòèðîâàí îñüþ 
ñèììåòðèè âäîëü îñè z. Ïóñòü ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíàÿ âîëíà ïàäàåò âäîëü îñè y ïðÿìîóãîëüíîé 
ñèñòåìû êîîðäèíàò. 

Èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àì-
ïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ [5]: 
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 ψ1(β, t, ϕ) = t(sinβ cosϕ + [m – cosβ] sinϕ), 

 2 2

2( , ) 1 cos ;t tψ ϕ = − ϕ  Δ = 2ka(m – 1) 

– ôàçîâûé ñäâèã; β – óãîë ðàññåÿíèÿ, îòñ÷èòûâàå-
ìûé îò íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä. 

Ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ << 1 â (2) ìîæíî 
ïîëíîñòüþ ïðåíåáðå÷ü çíà÷åíèåì ψ2(t, ϕ) ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ψ1(β, t, ϕ). Èíòåãðèðîâàíèå (2) äàåò 
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Â ïðèáëèæåíèè ÐÃÄ [6]: 
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ãäå 2 2( ) sin (1 cos ) 2sin( 2).d β = β + − β = β  

Ïîñêîëüêó äëÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèõ» ÷àñòèö m → 1 
è m2 – 1 ≈ 2(m – 1), òî âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû 
ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ ïðè ìàëûõ ôà-
çîâûõ ñäâèãàõ (3) è â ïðèáëèæåíèè ÐÃÄ (4) ïðàêòè-
÷åñêè áóäóò ñîâïàäàòü. 

Äðóãèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà àìïëèòóäû 
ñâåòîðàññåÿíèÿ ÂÊÁ ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2), ðàçëà-

ãàÿ â ðÿä ôàçó 2 2

2( , ) 1 cos ,t tψ ϕ = − ϕ  ò.å. 
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ψ2(t, ϕ) = 1 – t2/4, òî èìååì 

ïåðâîå ïðèáëèæåíèå. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, èñ-
ïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå, óêàçàííîå â [7]: 
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0 0 0( ) ( ) ( ),h x j x iy x= +  (2)
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– ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàíêåëÿ 1-ãî è 2-ãî ðîäà. 
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Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë Rn(c, b) òàêæå â âèäå ðÿäà: 
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ãäå Γ(z) – ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. 
Ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðàñ-

÷åòà ÂÊÁ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ ïî ïðèáëèæåí-
íûì âûðàæåíèÿì f(1)(β) è f(2)(β) â ñðàâíåíèè ñ íå-
ïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì ïî ôîðìóëå (2) ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ è ïðè ðàçëè÷íîì êîëè-
÷åñòâå ÷ëåíîâ ðÿäà â ôóíêöèÿõ Ëîììåëÿ, S1(c, b)  
è S2(c, b). Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíîãî 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m = 1,1 ïîêàçàíû â òàáë. 1 
è 2. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çäåñü è äàëåå âû-
÷èñëÿëàñü êàê (Fïðèáë/Fòî÷í – 1) ⋅ 100%. 

 
Ò à á ë è ö à  1  

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÂÊÁ-àìïëèòóäû  
ñâåòîðàññåÿíèÿ f(1)(β), ðàññ÷èòàííîé ïî ïðèáëèæåííîé 

ôîðìóëå (6) â ñðàâíåíèè ñ (2), äëÿ öèëèíäðà  
ïðè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ è óãëàõ ðàññåÿíèÿ β 

Óãîë ðàññåÿíèÿ β, ãðàä 

0 45 90 Δ

Re Im Re Im Re Im 

1 –0,36 3,52 –15,29 –131,60 –0,13 –0,78
2 –3,09 4,66 –18,89 62,35 –0,91 1,60 
3 –22,92 5,71 –38,68 29,44 –6,57 7,05 
5 105,85 –10,95 –136,28 5,03 13,05 0,41 
6 147,69 –73,55 –689,99 –17,38 54,36 26,65

 
Ò à á ë è ö à  2  

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÂÊÁ-àìïëèòóäû  
ñâåòîðàññåÿíèÿ f(2)(β), ðàññ÷èòàííîé ïî ïðèáëèæåííîé 

ôîðìóëå (7) â ñðàâíåíèè ñ (2), äëÿ öèëèíäðà  
ïðè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ è óãëàõ ðàññåÿíèÿ β 

Óãîë ðàññåÿíèÿ β, ãðàä 

0 45 90 Δ

Re Im Re Im Re Im 

1 –0,43 3,10 –5,03 –53,63 –0,84 7,24 
2 –2,37 3,14 –8,10 33,69 –3,46 3,74 
3 –11,51 3,18 –17,40 18,04 –14,78 4,94 
5 32,50 2,25 –68,18 11,17 31,68 –2,59
6 46,86 –1,49 –368,27 1,99 36,54 –1,62

 
Àìïëèòóäà ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæå-

íèè f(1)(β) äàåò íàäåæíûå ðåçóëüòàòû ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ ìåíåå 10% (êàê äëÿ ðåàëüíîé, òàê è äëÿ ìíèìîé 

÷àñòè) òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ < 3 
äëÿ íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä (ñì. òàáë. 1). 
Âòîðîå ïðèáëèæåíèå àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ 

f(2)(β) äåéñòâèòåëüíî è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôà-
çîâûõ ñäâèãîâ Δ < 10 (ñì. òàáë. 2). Óñòàíîâëåíî, 
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÷òî ïðè ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ < 3 ïðèáëèæåííûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ÂÊÁ àìïëèòóäû f(1)(β), f(2)(β) èìåþò 
õîðîøóþ ñõîäèìîñòü, â ÷àñòíîñòè â ôóíêöèÿõ Ëîì-
ìåëÿ S1(c, b) è S2(c, b) äîñòàòî÷íî îäíîãî èëè äâóõ 
÷ëåíîâ ðÿäà ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíåå 1%. 

 

2. Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ 
 
Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ (èëè ýëåìåíò ìàò-

ðèöû ðàññåÿíèÿ f11) äëÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà (ïîëÿ-
ðèçàöèÿ õàîòè÷íà) ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå 
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ãäå ⎜f(β)⎪2
 – êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàñ-

ñåÿíèÿ. 
Ðàñ÷åòû äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà (ñòðî-

ãîå ðåøåíèå) âåëèñü ïî àëãîðèòìó, óêàçàííîìó â [8], 
à â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ – ñ èñïîëüçîâàíèåì àìïëèòóä 

ñâåòîðàññåÿíèÿ (2), (6), (7). Èíäèêàòðèñà íîðìèðî-
âàëàñü íà íàïðàâëåíèå ðàññåÿíèÿ âïåðåä. 
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Çàâèñèìîñòü èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ Ln[f11(β)/f11(0)] 
îò óãëà ðàññåÿíèÿ β äëÿ êîíå÷íîãî öèëèíäðà ñ èñïîëüçî-
âàíèåì â ðàñ÷åòå àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ: ÐÃÄ (êðèâàÿ 1), 
ÂÊÁ f (β) (2), ÂÊÁ f 

(1)(β) (3), ÂÊÁ f 

(2)(β) (4) è äëÿ áåñ-
êîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà (5) ñ îòíîñèòåëüíûì ïîêàçà- 
  òåëåì ïðåëîìëåíèÿ m = 1,1 ïðè ka = 8 

 

×èñëåííîå ñðàâíåíèå ïîêàçàëî, ÷òî âåëè÷èíà 

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè èíäèêàòðèñû ñâåòîðàñ-
ñåÿíèÿ äëÿ öèëèíäðà â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ñòðîãîãî ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî 
äëèííîãî öèëèíäðà íå ïðåâûøàåò 9% â îáëàñòè óã-
ëîâ ðàññåÿíèÿ äî 25°. Èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ 
â ïðèáëèæåíèÿõ ÐÃÄ, ÂÊÁ è äëÿ áåñêîíå÷íî äëèí-
íîãî öèëèíäðà ñ îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ m = 1,1 è ka = 8 ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. 
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèáëèæåííàÿ àìïëèòóäà f(2)(β) îáåñ-
ïå÷èâàåò äëÿ èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ ÂÊÁ (ñì. 
ðèñóíîê) áóëüøóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðîãèì 

ðåøåíèåì, ÷åì ïðèáëèæåííàÿ àìïëèòóäà f(1)(β). 
 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ-

÷åòà ÂÊÁ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè 
«ìÿãêèì» öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû, êîãäà ñâåò 
ïàäàåò ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. 
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-
òà èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà 
â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ è áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèí-
äðà (ñòðîãîå ðåøåíèå). Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 
èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ äëÿ öèëèíäðà â ïðè-
áëèæåíèè ÂÊÁ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ñòðîãî-
ãî ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà íå ïðå-
âûøàåò 9% â îáëàñòè óãëîâ ðàññåÿíèÿ äî 25°. 
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K.A. Shapovalov. Light scattering of finite length cylinder in Wentzel–Kramers–Brillouin approxi- 
mation. 1. Light scattering amplitude. 

The approximate expressions for calculation of Wentzel–Kramers–Brillouin light scattering amplitude by 
optically «soft» circular cylinder of finite length for the incident light direction perpendicular to the axis of 
cylinder are obtained. Numerical results of light scattering phase function (or the element of the scattering ma-
trix f11) for the infinitely long cylinder (rigorous solution) and for finite circular cylinders in the Wentzel–
Kramers–Brillouin approximation are compared. 

 


