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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíîì êðèñòàë-

ëå. Ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì, â ïðåíåáðåæåíèè ýôôåêòàìè äåïîëÿðèçàöèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí, ìîæ-
íî íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñòðîãî âûâåñòè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåëèíåéíûõ âîë-
íîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíûõ ïîëåé íà ÷àñòîòàõ ω è 2ω. Äåòàëüíî ðàññìîòðåí ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîé 
ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïó÷êîâ ñ óçêèì ïðîñòðàíñòâåííûì ñïåêòðîì ïîëó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â èçâåñòíûå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ 
àìïëèòóä âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí. Ïðîäåìîíñòðèðîâàí âûâîä ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû, êîòîðóþ ïðåäëàãà-
åòñÿ ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî (ñ èçâåñòíîé òî÷íîñòüþ) àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé 
íåëèíåéíîé çàäà÷è è êîòîðàÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî 
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. 

 

Ââåäåíèå 

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ðàññìîòðèì íåìàã-
íèòíûå (μ = 1) è íåïðîâîäÿùèå ñðåäû (σ = 0) áåç 
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (ρ = 0). Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, 
îòâå÷àþùèå äàííîé ñèòóàöèè, çàïèøåì â âèäå 
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Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîðîäíûõ îäíîîñíûõ 
êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíûõ äèýëåêòðèêîâ, è ìàòåðè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ D ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

 4 4 ,= ε + π = ε + πχD E P E EE� � �   (2) 

ãäå ε�  – òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè 
(ðàíã 2); χ�  – òåíçîð êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîé 

âîñïðèèì÷èâîñòè (ðàíã 3). 
Ðåøåíèå (1) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ 

ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí – íà ÷àñòîòàõ ω è 2ω, ò.å.  
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Íàëè÷èå â ñðåäå òîëüêî äâóõ âîëí îçíà÷àåò, ÷òî 
ðå÷ü èäåò î ñêàëÿðíîì âçàèìîäåéñòâèè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îñíîâíîå èçëó÷åíèå E1 ÿâëÿåòñÿ îáûêíî-
âåííîé âîëíîé, à E2 – íåîáûêíîâåííîé. Äðóãèìè 
ñëîâàìè, ðàññìîòðèì «îîå»-âçàèìîäåéñòâèå. 

Èñêëþ÷àÿ èç (1) H  è ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïîëó-
÷åííîå óðàâíåíèå (3), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñòàòè÷å-
ñêèõ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé 
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1 1 1rot rot ( ) ,k C− ε ω =E E P�  (4.1) 
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2 2 2rot rot (2 ) (2 ) 2 ,k C− ε ω =E E P�    (4.2) 

ãäå k = ω/c; C = 4πk2; *

1 1 2 2 1 1( ) , (2 ) ;= χ ω = χ ωP E E P E E� �  

çàâèñèìîñòü òåíçîðîâ ε�  è χ�  îò ÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ 

ðåçóëüòàòîì ó÷åòà âðåìåííîé äèñïåðñèè [1–3]. 
Íåïîñðåäñòâåííî èç (4) âûòåêàåò âåñüìà âàæ-

íîå ñëåäñòâèå. Ëþáîå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû 
óðàâíåíèé (4) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íà 
äèâåðãåíöèþ 

 1 1div ( ) 4 div ,ε ω = − πE P�   (5.1) 

 2 2div (2 ) 2 div .ε ω = − πE P�   (5.2) 

Ñóòü èíòåðåñóþùåãî íàñ ñêàëÿðíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðåøåíèå (4) èñêàòü  
â âèäå 

 1 1 1( ) ( ),U=E r e r   (6.1) 

 2 2 2( ) ( ),U=E r e r   (6.2) 

ãäå 1e  è 2e  – àïðèîðíî çàäàííûå ïîñòîÿííûå åäè-

íè÷íûå âåêòîðû. Ñîîòâåòñòâåííî öåëü ïðåäëàãàåìî-
ãî èññëåäîâàíèÿ – ïîêàçàòü, ïî âîçìîæíîñòè, ìàê-
ñèìàëüíî ñòðîãî, êàê áóäóò âûãëÿäåòü óðàâíåíèÿ 
(äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå) äëÿ ñêàëÿð-
íûõ ïîëåé U1 è U2 èç (6).  

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî 
âîïðîñîâ òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ðàññìàòðèâà-
ëîñü èìåííî â ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè, ñêîëüêî-
íèáóäü äåòàëüíîãî îáñóæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé 
âûøå çàäà÷è îáíàðóæèòü íå óäàåòñÿ. Â ñèëó ñêà-
çàííîãî, à òàêæå ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî ýòè âîïðîñû 
èìåþò áîëüøîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå, àêòó-
àëüíîñòü ïðåäëàãàåìûõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîé. Ðàíåå â [4] áûë ðàññìîò-
ðåí ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ ïîëåé 
â ëèíåéíûõ îäíîîñíûõ ñðåäàõ. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ 
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èñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè òîò æå ñàìûé ïîäõîä, 
ëèøü ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííûé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 
òåïåðü óñëîâèÿ íà äèâåðãåíöèþ ñòàíîâÿòñÿ íåîäíî-
ðîäíûìè. Êðîìå òîãî, â äàííîé ñòàòüå ïîäðîáíî 
ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü çàìåíû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé – ïðîöåäóðà, ïî ñóòè, äîñòà-
òî÷íî ïðîñòàÿ, íî èìåþùàÿ áîëüøîå çíà÷åíèå, ïî-
ñêîëüêó íà ýòîé îñíîâå, êàê áóäåò ïîêàçàíî  
â ðàçä. 6, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå 
èíòåðåñóþùåé íàñ ñêàëÿðíîé çàäà÷è. 

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê íåïîñðåäñòâåííîé 
òåìå íàñòîÿùåé ðàáîòû, õîòåëîñü áû îòìåòèòü îäíî 
ïðèíöèïèàëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Íåîáõîäèìûå íàì 
ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ U1 è U2 íåâîçìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé (6) â (4), êàê ýòî áû-
ëî ïðîäåëàíî â [1] äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêèõ âîëí. Ïðî-
äåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå. 

Ïóñòü ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé è ëèíåéíîé. 
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå èç 
(4.1) íàõîäèì 
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1 1rot rot 0.k n− =E E   (7) 

Ïîäñòàâëÿÿ (6.1) â (7), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ðàñ÷å-
òîâ ïîëó÷àåì äëÿ U1 
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ãäå i, j, k – îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé. 
Ïóñòü ïîëå E1 áóäåò ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûì, 

íàïðèìåð âäîëü îñè X, ò.å.  

 { }1 1, 0, 0 .=e   (9) 

Ïîäñòàíîâêà (9) â (8) äàåò òðè ñêàëÿðíûõ óðàâíå-
íèÿ  
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâàì â (10) ìîæíî óäîâëåòâî-
ðèòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî 
ôóíêöèÿ U1(r) íå çàâèñèò îò x, ò.å.  

 1/ 0.U x∂ ∂ =   (11) 

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëå íà îñíîâíîé ÷àñòîòå äîëæíî 
áûòü öèëèíäðè÷åñêèì ïó÷êîì è, ñëåäîâàòåëüíî, 
ïîëó÷èòü ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõìåðíîé àì-
ïëèòóäû ïðè òàêîì ïîäõîäå íå óäàåòñÿ. Ïîíÿòíî, 
÷òî óêàçàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñò-
âèåì, âûòåêàþùèì èç óñëîâèÿ íà äèâåðãåíöèþ 
(5.1), êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå 
ïðèíèìàåò âèä 

 1 1 1

1 1 1 1div 0 0.x y z
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Åñëè òåïåðü â (12) ïîäñòàâèòü âåêòîð (9), òî ìû  
è ïîëó÷àåì óñëîâèå (11). 

Òàêèì îáðàçîì, îäíîãî çàÿâëåíèÿ î òîì, ÷òî 
ïîëÿðèçàöèåé âîëíû ìû íå èíòåðåñóåìñÿ, ò.å. èñ-

ïîëüçóåì ïðèáëèæåíèÿ (6), îêàçûâàåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü 
ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ U1 è U2 íåïîñðåäñòâåííî 
èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Òðåáóþòñÿ íåêèå ïðîìå-
æóòî÷íûå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ïðèáëèæåíèþ ìîæíî 
áóäåò îñóùåñòâèòü ôîðìàëüíî ñòðîãî. Ïîèñê òàêèõ 
óðàâíåíèé äëÿ ïîëåé íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è ÂÃ, 
ñîáñòâåííî, è ñîñòàâëÿåò êîíêðåòíóþ çàäà÷ó íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè. 

1. Ñèñòåìû êîîðäèíàò 

Íàïðàâèì îñü Z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
âäîëü îïòè÷åñêîé îñè îäíîîñíîãî êðèñòàëëà. Îñè X 
è Y ñ÷èòàåì ñîâïàäàþùèìè ñ êðèñòàëëîãðàôè÷å-
ñêèìè îñÿìè. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû êîìïîíåíò òåí-
çîðà χ�  ïðèâîäÿòñÿ îáû÷íî èìåííî äëÿ òàêîé ñèñ-

òåìû êîîðäèíàò, òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè óêàçàííóþ 
ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü χ -êîîðäèíàòàìè. 

Ïóñòü íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî 
ïó÷êà (íàïðàâëåíèå âäîëü ïðîäîëüíîé îñè ïó÷êà) 
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì s. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à 
ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîëÿ ÂÃ, îáðàçîâàííîãî ëà-
çåðíûì ïó÷êîì, ó êîòîðîãî âåêòîð s ñîñòàâëÿåò  
â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûé óãîë θ ñ îïòè÷åñêîé 
îñüþ êðèñòàëëà è ïðîèçâîëüíûé óãîë ϕ ñ äðóãîé 
êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñüþ, íàïðèìåð X. Ðåøåíèå 
óêàçàííîé çàäà÷è ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðî-
âîäèòü â äðóãîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå, êîòîðóþ 
áóäåì íàçûâàòü ε-êîîðäèíàòàìè. Îñü X ïîñëåäíåé 
íàïðàâëÿåì âäîëü îïòè÷åñêîé îñè, à îñè Y è Z îðè-
åíòèðóåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð s îêàçàëñÿ 
ðàñïîëîæåííûì â ïëîñêîñòè XZ. Äëÿ íåíóëåâûõ 
êîìïîíåíò òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè 
â ε-êîîðäèíàòàõ èìååì 

 2 2
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ãäå no
 è n

e
 – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ îä-

íîîñíîãî êðèñòàëëà. 
Ñâÿçü ìåæäó χ- è ε-êîîðäèíàòàìè èìååò ñëå-

äóþùèé âèä: 
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z x y

ε χ
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ε χ χ

= ⎫
⎪

= ϕ − ϕ ⎬
⎪= ϕ + ϕ ⎭

 (14) 

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñèñòåìó Å-êîîðäèíàò,  
ó êîòîðîé îñü Z íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà s, à äâå 
äðóãèå îñè îðèåíòèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 
îïòè÷åñêàÿ îñü (o) îêàçàëàñü ðàñïîëîæåííîé  
â ïëîñêîñòè XZ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî  

 { }sin ,0,cos .= θ θo   (15) 

Ñâÿçü ε- è Å-êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ âûðàæåíèé 
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  (16) 
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χ- è E-êîîðäèíàòû ñâÿçûâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

 

cos cos cos sin sin

sin cos .

sin cos sin sin cos

E

E

E

x x y z
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z x y z

χ χ χ

χ χ

χ χ χ

= − θ ϕ − θ ϕ + θ ⎫
⎪

= ϕ − ϕ ⎬
⎪= θ ϕ + θ ϕ + θ ⎭

   (17) 

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì êîìïîíåíòû òåí-
çîðîâ ε�  è χ�  ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü: 
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Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ (13), (16) è (18.1) äëÿ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà ε�  â ñèñòåìå Å-êîîðäèíàò, íàõîäèì 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 22 33( ), , ( ),
o o o o o

n b n c s n n a n s cε = = + β ε = ε = = +β   

2 2 2

13 31 12 21 32 23( 1) , 0,
o o

n cs n aε = ε = β − = ρ ε = ε = ε = ε =  (19) 

ãäå sin( ); cos( );s c≡ θ ≡ θ  

2/ ; ( 1)/
e o

n n cs aβ= ρ = β −  

– óãîë äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 

( ) /
e

e
n n aθ =  – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â íàïðàâ-

ëåíèè îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ, ò.å. ïîä óãëîì θ ê îï-
òè÷åñêîé îñè. 

2. Ñêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå  
äëÿ îáûêíîâåííîé âîëíû  

íà îñíîâíîé ÷àñòîòå 

Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.1) â ñèñòåìå E-
êîîðäèíàò. Èíäåêñ «E» äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè íå 
óêàçûâàåì. Ïî îïðåäåëåíèþ ([4]) «î»-âîëíà íå 
äîëæíà èìåòü ïðîåêöèè âåêòîðà E íà îïòè÷åñêóþ 
îñü. Â ñèñòåìå E-êîîðäèíàò (ñì. (15)) ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ 

 0,
x z

sE cE+ =   (20) 

ãäå s = sin(θ); c = cos(θ). 
Èñïîëüçóÿ (19) è (20), íàõîäèì 
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⎫⎡ ⎤+ − β − + + β =⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

+ + =

=

E i j

i j

k E

k�

  

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ «î»-âîëíû óñëî-
âèÿ íà äèâåðãåíöèþ (5.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
 

 1 12

4
div div .

o
n

π

= −E P   (22) 

Ïîäñòàâëÿÿ (22) â (4.1), ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå òî÷-
íîå ðåøåíèå (4.1) äîëæíî òàêæå ÿâëÿòüñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ 

 2 2

1 1 1 1 12

4
grad div ,

o

k C
n

π
∇ + = − −E E P P  (23) 

ãäå 1 ( ).
o

k kn= ω  

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå  
â îáùåì ñëó÷àå ñèëû íå èìååò. Òî÷íîå ðåøåíèå 
(23) íå îáÿçàíî áûòü îäíîâðåìåííî è òî÷íûì ðå-
øåíèåì (4.1), ïðè÷åì ïðîÿâëÿåòñÿ ýòî â òîì, ÷òî 
ðàâåíñòâî (22) íå áóäåò èìåòü ìåñòà. Ñôîðìóëèðî-
âàííîå çàêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, 
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè âûâîäå (23) óñëî-
âèå (22) àïðèîðíî ïðåäïîëàãàëîñü âûïîëíåííûì. 
 Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ E1(r) áûëà 
òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [èëè âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ (4.1)], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, 
÷òîáû E1 áûëà òî÷íûì ðåøåíèåì (23) è òî÷íî 
óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (22). Äåéñòâèòåëüíî, â ñà-
ìîì îáùåì ñëó÷àå E1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  

 1 1 1( ) ( ) ( ),U=E r e r r  (24) 

ãäå  

 1 1 1( ) ( )/ ( ), , , .j je E U j x y z= =r r r   

Ïðè ýòîì (22) è (23) îáåñïå÷èâàþò ÷åòûðå ñêàëÿð-
íûõ óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îäíîçíà÷íîãî îï-
ðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé U1(r) è e1j(r). 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òî÷íîãî âèäà 
ôóíêöèé e1j(r) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âòîðîñòåïåííîé.  
È âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ (24) áóäåì èñêàòü ïðè-
áëèæåííîå âèäà (6.1), ò.å. îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëå-
íèåì îäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè U1(r). Ïðè òàêîé 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ïîèñê ðåøåíèÿ â ñêàëÿðíîì 
ïðèáëèæåíèè) îäíîãî óðàâíåíèÿ (23) óæå îêàçûâà-
åòñÿ äîñòàòî÷íûì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîäñòà-
âèì (6.1) â (23), óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ 
ñêàëÿðíî íà e1 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå: 

 2 2

1 1 1 1 1 1 12

4
graddiv .

o

U k U C
n

π
∇ + = − −e P e P   (25) 

Åñëè âñå χijk = 0, òî (25) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå 
Ãåëüìãîëüöà – îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ â îä-
íîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå. 

Âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ñèëüíî U1 èç (25) áó-

äåò îòëè÷àòüñÿ îò ôóíêöèè 2 2 2

1 1 1 1 ,x y zE E E= + +E  

ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (4.1), ìû çäåñü 
îáñóæäàòü íå áóäåì. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, 
íî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ 
ïðèíöèïèàëüíûõ íåñîîòâåòñòâèé â ïðèâåäåííûõ 
ðàññóæäåíèÿõ íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ, óêàçàííóþ ïðî-
öåäóðó ïåðåõîäà ê ñêàëÿðíîìó ïðèáëèæåíèþ ìû  
è íàçâàëè ôîðìàëüíî ñòðîãîé. 

Äàëåå êîíêðåòèçèðóåì âèä âåêòîðîâ e1 è e2 èç 
(6), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëå E1 äîëæíî áûòü îáûêíî-
âåííîé âîëíîé, à E2 – íåîáûêíîâåííîé:  

(21)



 Cêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êðèñòàëëå 813 
 

 { } { }1 20, 1, 0 , 1, 0, 0 .= =e e  (26) 

Â ñèñòåìå Å-êîîðäèíàò âåêòîðû (26) îïðåäåëÿþò 
ñîîòâåòñòâåííî ïîëÿðèçàöèþ ïëîñêèõ «î»- è «å»-
âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè Z (íàêëîí 
âåêòîðà e2, îáóñëîâëåííûé äâóëó÷åïðåëîìëåíèåì, 
íå ó÷èòûâàåì).  

Èñïîëüçóÿ (26), íàõîäèì 

 *

1 1 2( ) ,o oP= χ ω =P E E p�   (27) 

ãäå  

 *

121 221 321 1 2{ }; ;
o o

P U U= χ + χ + χ =p i j k  

i, j, k – îðòû Å-êîîðäèíàò. 
Ïîäñòàâèâ (27) â (25), ïîëó÷èì 

 2 2

1 1 1 1( )U k U F∇ + = r ,  (28) 

ãäå  
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o
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n

π
σ = − χ  

– êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé ñâÿçè. 
Óðàâíåíèå (28) è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé 

ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ 
îáûêíîâåííîé âîëíû íà îñíîâíîé ÷àñòîòå.  

Íà ïðèìåðå êðèñòàëëà KDP ïðîäåìîíñòðèðó-
åì, êàê ïðîâîäèòñÿ êîíêðåòèçàöèÿ êîýôôèöèåíòà 
íåëèíåéíîé ñâÿçè. Â ñèñòåìå χ-êîîðäèíàò ó êðè-
ñòàëëîâ ñ ýòîé ñèììåòðèåé îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ [1]:  

 123 132 213 231 312 321 36.dχ = χ = χ = χ ≈ χ = χ ≈  

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (18.2) è èñïîëüçóÿ (17), 

íàõîäèì, ÷òî â (28) 221 36 sin( )sin(2 ).dχ = − θ ϕ  Ïðè 

ýòîì ñàìî âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà íåëèíåé-
íîé ñâÿçè ïðåâðàùàåòñÿ â õîðîøî èçâåñòíóþ ôîð-
ìóëó, ïðèâîäèìóþ âî âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáî-
òàõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]).  

3. Ñêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå  
äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû ÂÃ 

Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.2) â ñèñòåìå ε-êîîðäè- 
íàò (èíäåêñû ε íå óêàçûâàåì). Ïî îïðåäåëåíèþ [4] 
ïîëå «å»-âîëíû íå äîëæíî èìåòü ïðîåêöèè âåêòîðà 
Η íà îïòè÷åñêóþ îñü. Ñëåäîâàòåëüíî: 
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Èç (29) ïîëó÷èì 
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Äèôôåðåíöèðóÿ (5.2), ïîëó÷àåì åùå òðè ñîîòíîøå-
íèÿ, êîòîðûå ñ ó÷åòîì (30) ïðèíèìàþò âèä 
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 (31) 

ãäå n2o è n2e – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ íà 
÷àñòîòå 2ω; β = n2e/n2o. 

Ïîäñòàâëÿÿ (29) è (31) â (4.2) (ñì. [4]), ïîëó-
÷àåì, ÷òî ëþáîå òî÷íîå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî äîëæíî 
óäîâëåòâîðÿòü òàêæå óðàâíåíèþ 
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ãäå  
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Ïîäñòàâëÿåì òåïåðü â (32) âûðàæåíèå (6.2) è ïîñëå 
ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà e2 èìååì óðàâíåíèå 
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2 grad div ,
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U k U C
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β β

π
∇ + = − −e P e P   (33) 

êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ñêàëÿðíûì ïðèáëèæå-
íèåì äëÿ (4.2), çàïèñàííûì â ñèñòåìå ε-êîîðäèíàò. 
 Îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå E-êîîðäèíàò, â êîòîðîé 
âåêòîð e2 èìååò, êàê ìû äîãîâîðèëèñü âûøå, âèä 
(26), à 

 ( )2 1 12 ,
e e
P= χ ω =P E E p�  (34) 

ãäå  

 2

1 122 222 322( ); { };
e e

P U= = χ + χ + χr p i j k   

i, j, k – îðòû Å-êîîðäèíàò. 
Èç (34) è (26) ñëåäóåò:  
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2 2 122 222 3222
grad div .e e e

P P P

x y x zx

∂ ∂ ∂
= χ + χ + χ
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e P   (35) 

Òåïåðü âåêòîðû e2 è P2 îïðåäåëÿåì â ñèñòåìå  
ε-êîîðäèíàò. Èñïîëüçóÿ (16), íàõîäèì  

 2 ;s c= −e i k  (36.1) 

 2

2 1 122 322 222 122 322( ){ ( ) ( )},U s c c s= χ + χ + χ + − χ + χP r i j k  

   (36.2) 

ãäå, êàê è âûøå, s = sinθ, ñ = cosθ, à i, j, k  – ýòî 
îðòû ñèñòåìû ε -êîîðäèíàò. 

Ñ ó÷åòîì (36) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 
e2Pβ èç (33) íàõîäèì 
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(37)

 

ãäå êîýôôèöèåíòû à è ρ îïðåäåëåíû â (19). 

8. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 9. 
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Çàïèøåì (33), èñïîëüçóÿ (16), â E-êîîðäèíà- 
òàõ, ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ 
(35), (37) è íàéäåì èíòåðåñóþùåå íàñ óðàâíåíèå 
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U2 âòîðîé ãàðìîíèêè: 
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ãäå ïàðàìåòð b îïðåäåëåí â (19), k2 â (29); 
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– âòîðîé êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé ñâÿçè. 
Óðàâíåíèå (38) ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëíûì àíàëîãîì (28), íî äëÿ «å»-âîëíû è íà 
óäâîåííîé ÷àñòîòå. Îòìåòèì åùå, ÷òî ñòðóêòóðû 
ýòèõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ ñîâïàäóò, åñëè â (38) 
ïîëîæèòü β = 1 (ñðåäà èçîòðîïíàÿ). Ïîâòîðÿÿ ïðî-
öåäóðó, èñïîëüçîâàííóþ â ðàçä. 2, ïîëó÷èì, ÷òî  
ó êðèñòàëëà KDP σ2 èç (38) çàâèñèò îò χ122 = 
= d36sin(θ)sin(2ϕ), ò.å. îïÿòü ïðèõîäèì ê õîðîøî 
èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ êîýôôèöèåíòà íåëè-
íåéíîé ñâÿçè. 

Èòàê, îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàçä. 2 
è 3, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïî 
óñëîâèÿì çàäà÷è ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ 
(6) + (26) äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è ïîëÿ ÂÃ 
îáúÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè, òî (28) è (38) (â äàí-
íîì ñëó÷àå çàïèñàííûå â E-êîîðäèíàòàõ) îáðàçóþò 
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ àìïëèòóä U1 è U2 èç (6). Ýòà ñèñòåìà è ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìûì ñêàëÿðíûì ïðèáëèæåíèåì ñòðîãîé 
çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé íåëèíåéíûìè âîëíîâûìè 
óðàâíåíèÿìè (4). 

4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ  

äëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ è ÂÃ 

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U2 âòîðîé ãàðìîíèêè. 
Äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå âñå ðàñ÷åòû îêàçû-
âàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûìè è áîëåå ïðîñòûìè. 
 Îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå ε-êîîðäèíàò è ââåäåì 
ôóíêöèþ Ãðèíà g

e(r, r0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ 

 ( )2 2

2 04 ,
e e e

g k gβ∇ + = − πδ −r r   (39) 

ãäå 2

β∇  è 2ek  îïðåäåëåíû â (32). 

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå (39) èìååò âèä 

 ( )
2

0

1 e
, ,

eik R

eg
R

′

=
′β

r r    (40) 

ãäå  

2

2 20

0 02

( )
( ) ( ) ;

x x
R y y z z

−
′ = + − + −

β

2 2(2 )/ (2 ).
e o

n nβ = ω ω  

Óìíîæèì (33) íà ge, à (39) – íà U2, âû÷òåì èç 
ïåðâîãî âòîðîå è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðà-
âåíñòâî ïî ïðîèçâîëüíîìó îáúåìó V, îãðàíè÷åííî-
ìó çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S. Â ðåçóëüòàòå äëÿ 
ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ r0 ïî-
ëó÷èì 

 

( ) 2 2

2 0 2 2

2 0

1
( )

4

1
( ) ( , ) ,

4

e e

V

e

V

U g U U g dV

F g dV

β β= ∇ − ∇ −
π

−
π

∫

∫

r

r r r

  

(41)

 

ãäå ÷åðåç F2(r) ìû îáîçíà÷èëè ïðàâóþ ÷àñòü (33). 
Ïåðåéäåì â (41) ê íîâûì êîîðäèíàòàì 

 / , ,x x y y z z′ ′ ′= β = =  (42) 

è äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ( )0( )I r  â ïðàâîé ÷àñòè (41) 

ïîëó÷èì (øòðèõè íå óêàçûâàåì) 

 ( ) 2 2

0 2 2

1
( ) .

4
e e

V

I g U U g dV= ∇ − ∇ β
π ∫r   (43) 

Çäåñü ÿâíûé âèä ge ìîæíî íàéòè èç (40) ñ ïîìî-

ùüþ (42) è dV dx dy dz
ε ε ε ε
=  ñëåäóåò çàìåíèòü íà 

βdx′dy′dz′ = βdV′. 
Ïî òåîðåìå Ãðèíà äëÿ (43) ïîëó÷èì 

 ( ) 2

0 2

1
,

4

e

e

S

U g
I g U dS

∂ ∂⎛ ⎞= − β⎜ ⎟π ∂ ∂⎝ ⎠∫r

n n

   (44) 

ãäå n – âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè-
÷èâàþùåé V. 

Âûáåðåì â êà÷åñòâå S ïëîñêîñòü ZE = 0 ñèñòå-
ìû E-êîîðäèíàò, çàìêíóòóþ ïîëóñôåðîé áåñêîíå÷-
íîãî ðàäèóñà â îáëàñòè ZE > 0. Èíòåãðàëîì íà ïî-
ëóñôåðå ïðåíåáðåãàåì íà îáû÷íûõ îñíîâàíèÿõ 
[3, 5] è çàêëþ÷àåì èç ýòîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòüþ S  
â (44) îêàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü ZE = 0. 

Èñïîëüçóÿ (16), íàõîäèì, ÷òî â ε-êîîðäèíàòàõ 
ïîëîæåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê S îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì 

 { }, 0, ,c s= − −n  (45.1) 

à â êîîðäèíàòàõ (42) 

 { }/ ,0, ,c s= − β −n  (45.2) 

ãäå, êàê è ðàíüøå, s = sinθ, ñ = cosθ. 
Ïîäñòàâèì (45.2) â (44). Òîãäà  
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∂ ∂⎡= − β − +⎢π ∂ ∂⎣

∂ ∂ ⎤+ β + β⎥∂ ∂ ⎦

∫r

 

 (46)

 

Äàëåå â (46) âîçâðàùàåìñÿ ê ε-êîîðäèíàòàì, ó÷è-
òûâàåì, ÷òî  

 dS′ ∼
1

dx dy dx dy
ε ε

′ ′ →
β

∼ 
1

,dS
ε

β
 (47) 



 Cêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êðèñòàëëå 815 
 

è ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (41).  
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 
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2 2

2 2

1
,
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1
.
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e
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e e

e e
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U F g dV

U U g g
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π

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤
+ − − + +⎢ ⎥π ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫

∫

r r r r

 

(48)

 

Âûðàæåíèå (48) çàïèøåì â E-êîîðäèíàòàõ, ó÷-
òåì, ÷òî èç (16) 

 , ,

E E E E

s c c s

x x z z x z
ε ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî 
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(49)

 

ãäå ge – ýòî ôóíêöèÿ (40), çàïèñàííàÿ â E-
êîîðäèíàòàõ è èìåþùàÿ âèä [4]: 

 
′

=
′β

2

0

e
( , ) ;

ik R

e

a
g

R
r r  (50) 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

0 0 0 02
;

a
R x x z z y y z z′ = − + ρ − ρ + − + −

β
  

k2 áûë îïðåäåëåí â (29). 
Âûðàæåíèå (49), çàïèñàííîå â Å-êîîðäèíàòàõ, 

è ÿâëÿåòñÿ «èíòåãðàëüíûì ýêâèâàëåíòîì» äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (38). Ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷íî, íî íå ïðèâëåêàÿ äîïîëíèòåëüíóþ ñèñòåìó 
êîîðäèíàò (42), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå (28) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó 
óðàâíåíèþ, êîòîðîå â E-êîîðäèíàòàõ èìååò âèä 
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(51)

 

ãäå ôóíêöèÿ F1 áûëà îïðåäåëåíà â (28); 

 ( ) 1

0, e / ;ik R
og R=r r   (52)  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0 ;R x x y y z z= − + − + −   

k1 îïðåäåëåí â (23). 
Â (49) ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ íà 

ïëîñêîñòè Z = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî óïðî-
ñòèòü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò [6], èñïîëüçóÿ âìåñòî 
ge(r, r0) ôóíêöèþ 

 ( ) ( ) ( )0 0 2 0, , , ,
e e m

G g g= −r r r r r r   (53) 

ãäå ( )2 0, , , ,
m e

g g x y z= − r  êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ 

ñòðîãèì ðåøåíèåì (39). 

Ïîäñòàâëÿÿ Ge
 â (49), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîä èí-

òåãðàëîì ïî îáúåìó ïîÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè 

 1 2 1 2(2 ) (2 )
2 2 2e , e .

i k k z i k k z
e mF g F g− +

∼ ∼  (54) 

Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî çíà÷åíèÿ k1z è k2z î÷åíü âå-
ëèêè, âûðàæåíèå 2 2mF g èç (54) îêàçûâàåòñÿ áûñòðî 

îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé z è èíòåãðà-
ëîì ïî dz îò ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâëåêàÿ (53) è àíàëîãè÷íóþ 

ôóíêöèþ äëÿ «î»-âîëíû:  

 ( ) ( ) ( )0 0 1 0, , , ,
o o m

G g g= −r r r r r r   (55) 

ãäå ( ) ( )1 0 0, , , , ,
m o

g g x y z= −r r r  ïîëó÷àåì âìåñòî (49)  

è (51) ñîîòâåòñòâåííî 
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ãäå F1 è F2, îïðåäåëåííûå â (28) è (38) ñîîòâåòñò-
âåííî, ðàâíû íóëþ âíå êðèñòàëëà; ïëîñêîñòü íà-
áëþäåíèÿ z = z0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ïî îòíîøå-
íèþ ê êðèñòàëëó, ò.å.  

 0
o
z L≤ ≤ . (57) 

Âûðàæåíèÿ (56) è ÿâëÿþòñÿ òðåáóåìîé íàì 
ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíûõ 
àìïëèòóä U1 è U2 ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è ÂÃ. 
Ïðè âûâîäå (56) íåÿâíî ïðåäïîëàãàëèñü âûïîëíåí-
íûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. 

1. Ðàäèóñ ëàçåðíîãî ïó÷êà â êðèñòàëëå äîëæåí 
áûòü ìíîãî ìåíüøå ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ ñàìîãî 
êðèñòàëëà. Ýòî ïîçâîëÿåò â èíòåãðàëàõ ïî dxdy èç 
(56) èñïîëüçîâàòü áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû. 

2. Ïðåëîìëåíèå ïîëåé íà âõîäíîé è âûõîäíîé 
ãðàíÿõ êðèñòàëëà íå ó÷èòûâàåòñÿ, ò.å. è ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ, è ñàìî ðåøåíèå (56) ñ÷èòàþòñÿ îïðåäå-
ëåííûìè âíóòðè êðèñòàëëà. 

3. Îòðàæåíèåì îò âûõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà  
è îáðàòíûì ðàññåÿíèåì âîëí ïðåíåáðåãàåì, ÷òî  
è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü (56) äëÿ ëþáîé âíóòðåí-
íåé ïëîñêîñòè [7]. 

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæå-
íèè (ñì. ðàçä. 5) (56) ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà 
ñëó÷àé, êîãäà z0 > L [8, 9]. Îäíàêî â ðàìêàõ íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè ýòà âîçìîæíîñòü ïðèíöèïèàëüíîãî 
èíòåðåñà äëÿ íàñ íå ïðåäñòàâëÿåò è ìû îãðàíè÷èâà-
åìñÿ ðàìêàìè, îïðåäåëåííûìè íåðàâåíñòâîì (57).  
 

8*. 
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5. Óðàâíåíèÿ äëÿ ÃÂÃ  
â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíûé êðèñòàëë ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáîàíèçîòðîïíîé ñðåäîé, à ëàçåðíîå èçëó÷å-
íèå  –  ñëàáîðàñõîäÿùèìñÿ  ïó÷êîì,  ò.å.  èìååò  ìåñòî  

  1,ρ α μ∼ ∼ �    (58) 

ãäå α – ðàñõîäèìîñòü ïó÷êà; ρ – óãîë äâóëó÷åïðå-
ëîìëåíèÿ, îïðåäåëåííûé â (19). 

Óñëîâèÿ (58) äîñòàòî÷íî [3] äëÿ òîãî, ÷òîáû  
â (56) âûïîëíÿëîñü 

  0 0

0 0

1.
x x y y

z z z z

− −
µ

− −
∼ ∼ �   (59) 

Ïðè ýòîì äëÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â (56), ïîëó÷àåì 
ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ [4]: 
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  (60) 

 21 ( , ,....),a b Oβ ≈ + μ μ∼ ∼  

ãäå 

2 3( , , ,...)O µ µ µ  – âåëè÷èíû ïîðÿäêà 

2 3
, ,µ µ µ  è ò.ä. 

Åùå îäíèì îïðåäåëÿþùèì ïðèçíàêîì ïàðàêñè-
àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîìî÷íîñòü 
ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ïîëåé U1 è U2  
â âèäå êâàçèïëîñêèõ âîëí, ò.å. èñïîëüçîâàíèå 

 1,22
1,2 1,2( ) ( , , ) e ,

ik z
U A x y z= µ µ µr  (61) 

ãäå µ – ìàëûé ïàðàìåòð (58). 
Ñ ïîìîùüþ (61) äëÿ ôóíêöèé F1 è F2 èç (58) 

ïîëó÷èì 

 2 1( ) 2
1 1 1 1 22 e ( , ,...),i k k z

F k A A O
∗ −= σ + μ μ   

 12 2 2

2 2 2 12 e ( , ,...).i k z
F k A O= σ + μ μ   

Ïîäñòàâèì (60)–(62) â (56) è ñîõðàíèì â ïî-
êàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò ñëàãàåìûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà 
ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ 
âíå ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò, îãðàíè÷èìñÿ íóëåâûì 
ïîðÿäêîì ìàëîñòè. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (56) ïîëó-
÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä À1 è À2 èç (61): 
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  (63.1) 
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ãäå A1(x, y) è A2(x, y) – ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îïðå-
äåëåííûå íà âõîäå â êðèñòàëë, âíóòðè åãî.  

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, 
÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (63) ýêâèâàëåíòíû 
ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì 
óðàâíåíèÿì: 

 
2 2

*

1 1 1 22 2

1

1
e ,

2

i

A i A A
z ik x y

z
k

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + = − σ⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

Δ
  (64.1) 

2 2

2

2 2 12 2

2

1
e .

2

i z
kA i A

z x ik x y

−

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ ρ + + = − σ⎢ ⎥⎜ ⎟
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  (64.2) 

Óðàâíåíèÿ (64) íàçûâàþò óêîðî÷åííûìè (èëè ïà-
ðàáîëè÷åñêèìè), è èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíû-
ìè â òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èçëó÷å-
íèÿ [1–3]. 

6. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå 

ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 

Åñëè ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè (56) ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàòü ïî z0, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ôîðìó 
ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ðàçðàáîòàí ýô-
ôåêòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà [10]. Íå ðàñ-
ñìàòðèâàÿ çäåñü ýòîò ïîäõîä, èìåþùèé íàçâàíèå – 
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì, ïîïðî-
áóåì ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, äëÿ íàøåé 
êîíêðåòíîé çàäà÷è, èñõîäÿ èç ïðîñòûõ ôèçè÷åñêèõ 
ñîîáðàæåíèé. Íàì ïîòðåáóþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæå-
íèÿ ìåòîäà âîçìóùåíèé [3], êîòîðûé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíîé çàäà÷è. 

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (56) â âèäå 

 
1 1ë 1 1 2

2

2 2ë 2 1

U x y L U x y L LU U

U x y L U x y L L U

= +σ

= +σ

r
r

r

*
( )

ˆ( , , ) ( , , ) ( ),

ˆ( , , ) ( , , ) ( ),
 (65) 

ãäå L – äëèíà êðèñòàëëà; U1ë è U2ë – ðåøåíèÿ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ ïîëåé íà âû-
õîäå èç êðèñòàëëà (îíè ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëàìè ïî 

ïëîñêîñòè â (56)); 1L̂  è 2L̂  – èíòåãðàëû ïî îáúåìó 

èç (56), è äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì 1 2σ ≈ σ ≈ σ . 

Óðàâíåíèÿ (65) ðåøàþòñÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà âõîäå â êðèñòàëë: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 2 20, ,0 , , , ,0 , .U x y U x y U x y U x y= =   (66) 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ (66) ôóíê-
öèè  U1ë  è  U2ë  òàêæå  ñëåäóåò  ñ÷èòàòü  èçâåñòíûìè. 

(62)



 Cêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êðèñòàëëå 817 
 

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (65) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 
1 1ë 1 1 2

2

2 2ë 2 1

1

1

V x y L V x y L L V V
L

V x y L V x y L L V
L

= +µ

= +µ

r r

r

*ˆ( , , ) ( , , ) ( ) ( ),

ˆ( , , ) ( , , ) ( ),

  (67) 

ãäå  

 1,2 1,2 0 1,2 ë 1,2 ë 0/ ; ( ) ( ) / ;V U A V U A= =  

A0 – ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè U10(x, y);  
μ – áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé âûðà-
æåíèåì 

 0.LAμ = σ  (68) 

Åñëè 

 1,µ �  (69) 

òî ðåøåíèå (67) öåëåñîîáðàçíî èñêàòü â âèäå  

 

2
1 10 11 12

2
2 20 21 22

...,

... .

V V V V

V V V V

= + μ + μ +

= + μ + μ +
 (70) 

Ïîäñòàâèì (70) â (67) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû 
ïðè μ â îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ. Òîãäà â íóëåâîì 
ïðèáëèæåíèè (íåâîçìóùåííàÿ, ëèíåéíàÿ çàäà÷à) 
ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå V10 = V1ë, V20 = V2ë,  
à ðåøåíèåì (67) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îêàæóòñÿ 
ôóíêöèè 

 
1 10 11 1ë 1 1ë 2ë

2

2 20 21 2ë 2 1ë

1

1

V V V V L V V
L

V V V V L V
L

= +µ = +µ

= +µ = +µ

*ˆ ,

ˆ .

 (71) 

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîêàçàòü, êàê áóäóò âûãëÿäåòü 
ïðèáëèæåíèÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, íî ìû îãðà-
íè÷èìñÿ âûðàæåíèÿìè (71), êîòîðûå â ïåðâîíà-
÷àëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàþò âèä 

 
1 1ë 1 1ë 2ë

2

2 2ë 2 1ë

U U LU U

U U L U

= +σ

= +σ

*ˆ ,

ˆ .
 (72) 

Ïðèáëèæåíèå (72) ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò âìå-
ñòå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ 20V  èç 

(70) ðàâíà íóëþ (ïîëå ÂÃ îòñóòñòâóåò íà âõîäå  
â êðèñòàëë). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â (72) 

1 1ëU U= (ïîëå íà îñíîâíîé ÷àñòîòå íå èñïûòûâàåò 

íåëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ) è ìû ïðèõîäèì ê òàê 
íàçûâàåìîìó ïðèáëèæåíèþ çàäàííîãî ïîëÿ, øèðî-
êî ïðèìåíÿåìîìó [1–3] äëÿ îïèñàíèÿ íèçêîýôôåê-
òèâíîé ãåíåðàöèè ãàðìîíèê.  

Îòìåòèì åùå îäèí äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé, íî 
âåñüìà âàæíûé ìîìåíò. Îáîçíà÷èì òî÷íîå ðåøåíèå 
íåëèíåéíîé çàäà÷è ÷åðåç (U1,2)T, à ðåøåíèå â ïåð-
âîì ïðèáëèæåíèè [ò.å. (72)] – ÷åðåç (U1,2)Ï. Ïðè 
ýòîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå 
(72), ìû ïðè âû÷èñëåíèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî-
ëåé áóäåì äîïóñêàòü îøèáêè  

 1,2 1,2 Ò 1,2 Ï 1,2 Ò( ) ( ) /( )U U Uη = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ∼ μ2,  (73) 

ãäå µ  îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (68).  

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, ïåðåéäåì ê ðåàëè-
çàöèè íåïîñðåäñòâåííîé öåëè íàñòîÿùåãî ðàçäåëà. 
Ðàçîáúåì ìûñëåííî íåëèíåéíûé êðèñòàëë ïëîñêî-
ñòÿìè, íîðìàëüíûìè ê ïðîäîëüíîé îñè Z, íà N 
ñëîåâ. Ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ N + 1 ïëîñêîñòü: 

 ( 1) , / , 1, 2, 1.kz z k L N k N= = − Δ Δ = = +  (74) 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèì-òî îáðàçîì ðåøåíèå (65) 
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè z = zk îêàçàëîñü èç-
âåñòíûì, ñîîòâåòñòâåííî îêàçàëèñü èçâåñòíûìè 
ôóíêöèè 

 1 21, 2,( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ),k k k kU x y z U x y U x y z U x y= =   (75) 

è íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèè 
U1 è U2 íà ïëîñêîñòè 1kz z

+
=  (ò.å. îïðåäåëèòü 1, 1kU

+
 

è 2, 1kU
+

), èñïîëüçóÿ (75) â êà÷åñòâå íîâûõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé.  
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ «ïðîìåæóòî÷íàÿ» çàäà÷à 

îêàçûâàåòñÿ íè÷åì íå ïðîùå èñõîäíîé, ïîñêîëüêó 
îíà âñå ðàâíî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âñå òåõ æå óðàâ-
íåíèé (65), íî òîëüêî ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè. Äðóãîå äåëî, ÷òî,  âûáèðàÿ âåëè÷èíó N èç 
(74) äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ìû ìîæåì ñ ëþáîé òðå-
áóåìîé òî÷íîñòüþ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ 

 ( )0 0( ) 1,k k k

L
A A

N
μ = σΔ = σ �   (76) 

ãäå A0k – ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè 

1, ( , ),kU x y  è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èòü ñêîëüêî óãîä-

íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ôóíêöèé 1, 1kU
+

  

è 2, 1kU
+

, âîñïîëüçîâàâøèñü (72).  

Ðåàëèçóÿ äàííóþ âîçìîæíîñòü, íàõîäèì, ÷òî 
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+ +

+ +
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z è z0 èçìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî Δ; ÿâíûé âèä 
ôóíêöèé F1 è F2 ïðèâîäèòñÿ â (28) è (38) ñîîòâåò-
ñòâåííî. 

Ôîðìóëà (77) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (65) íà ëþ-
áîé ïëîñêîñòè z = zk âíóòðè íåëèíåéíîãî êðèñòàë-
ëà. Äåéñòâèòåëüíî, íà ïåðâîì øàãå (k = 1) èñïîëü-
çóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (66), ò.å. ïîëàãàåì, ÷òî  
 

 
( ) ( )

( ) ( )

1,1 1 10

2,1 1 20

, , 0 , ,

, , 0 , ,

U x y z U x y

U x y z U x y

= =

= =

 (78) 

è ñ ïîìîùüþ (77) è (78) îïðåäåëÿåì ôóíêöèè 
U1,2(x, y, z2) è U2,2(x, y, z2). Çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ  
â (77) ýòè âûðàæåíèÿ â êà÷åñòâå ñëåäóþùèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé, íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è íà ïëîñ-
êîñòè z = z3 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå, ïîâòîðèâ ýòîò 
ïðîöåññ N ðàç, îïðåäåëèì ôóíêöèè 

 ( ) ( )1, 1 1 1, , , ,N NU x y z U x y L
+ +

=  

è 

 ( ) ( )2, 1 1 2, , , ,N NU x y z U x y L
+ +

= ,   

ò.å. èñêîìûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ïîëåé U1  
è U2 íà âûõîäå èç íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà. 

Îöåíèì îøèáêó ðåøåíèÿ, íåèçáåæíî âîçíè-
êàþùóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè (77). Îáðàòèâøèñü  
ê (73), çàìå÷àåì, ÷òî, çàìåíÿÿ íà êàæäîì øàãå 
ñòðîãîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííûì (72), ìû íå ó÷èòû-

âàåì ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå 
2

kµ  èç (76). Òà-

êèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå, ñîâåðøèâ òðåáóåìûå N 
øàãîâ, ìû òåðÿåì âåëè÷èíû ïîðÿäêà 
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Èç (79) ñëåäóåò, ÷òî, âûáèðàÿ ÷èñëî N äîñòàòî÷íî 
áîëüøèì, îøèáêó, âíîñèìóþ (77), ìîæíî âñåãäà 
äîâåñòè äî òðåáóåìîãî ìèíèìóìà. 

Èòàê, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî çàäà÷à  
â ôîðìàëüíî-ìåòîäîëîãè÷åñêîì ïëàíå îêàçàëàñü 
ðåøåííîé. Âûðàæåíèå (77) êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ èñ-
êîìûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå ðåêóððåíò-
íîé ôîðìóëû. Ïðè çàäàííîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè N 
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì è òî÷íîñòü åãî 
îïðåäåëÿåòñÿ (79). Åñëè N ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè, òî îøèáêà âû÷èñëåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî 
è ïðåâðàùàåò (77) â àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøå-
íèå íåëèíåéíîé çàäà÷è. 

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä 
ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà, ìû 
ñêëîííû ñ÷èòàòü, ÷òî âûðàæåíèå (77) ÿâëÿåòñÿ 
èìåííî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíå-
íèé, à íå ïðîñòî àëãîðèòìîì äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñ-
ëåííîãî ñ÷åòà. Íà íàø âçãëÿä, àðãóìåíòîì â ïîëüçó 
ñêàçàííîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷å-

ñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, ïðåäëîæåííîãî 
â [9]), (77) ñîõðàíÿåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ïðàêòè-
÷åñêóþ çíà÷èìîñòü äàæå òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà N 
âûáèðàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Áîëåå òîãî, ìîæíî 
óêàçàòü ñèòóàöèè (íàïðèìåð, âåëè÷èíà A0 â (67) 
äîñòàòî÷íî ìàëà), êîãäà ïðè N = 1 (77) îêàçûâàåò-
ñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. 
 Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî óðàâíåíèå (77) èìååò 
èñêëþ÷èòåëüíî ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå. Èñ-
ïîëüçîâàòü (77) â êà÷åñòâå àëãîðèòìà äëÿ âûïîëíå-
íèÿ ïðàêòè÷åñêèõ îöåíîê îêàçûâàåòñÿ äåëîì âåñüìà 
ñëîæíûì ïðè N > 1, è äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ïî-
ïðîáóåì èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â âû-
ðàæåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ äîáàâîê. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ îáùèìè ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, 
íå èìåþùèìè íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê òåîðèè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ, è ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà 
÷èñëî Ν äîñòàòî÷íî âåëèêî. 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â (77) óñëîâèå z0 → 0 
(N → ∞) ïðåâðàùàåò ýêñïîíåíòû èç go(r, r0)  
è ge(r, r0) â áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè ïåðå-
ìåííûõ x è y ïî ñðàâíåíèþ ñ F1(r)/R è F2(r)/R′. 
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëû ïî dx è dy ìîæíî 
îöåíèòü àñèìïòîòè÷åñêè, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòî-
äîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [5]. Â ðåçóëüòàòå äëÿ íå-
ëèíåéíûõ äîáàâîê èç (77) ïîëó÷èì 
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ãäå äëÿ òî÷åê ñòàöèîíàðíîñòè ôàç èìååì  

 0 01 1,k kx x y y= =  è 0 0 02 2, .k kx x z z y y= − ρ + ρ =  

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîâåäåííîé àêöèè ñîâåð-
øåííî ïîíÿòåí. Ïðè âû÷èñëåíèè íåëèíåéíûõ äîáà-
âîê ìû ïðåíåáðåãëè äèôðàêöèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî 
ýòî ïðèáëèæåíèå îêàçûâàåòñÿ òåì òî÷íåå, ÷åì 
ìåíüøå äèñòàíöèÿ Δ, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò íåëè-
íåéíîå âçàèìîäåéñòâèå. 

Â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè ìîæíî 
ïðåäëîæèòü ìíîãî âàðèàíòîâ óïðîùåíèÿ (80). Ìû 
âîñïîëüçóåìñÿ ñàìûì ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì, íî 
ïðèâîäÿùèì ê íàèáîëåå ïðîñòûì êîíå÷íûì ðåçóëü-
òàòàì.  

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (80) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè Φ1,2(z0). Ïðåäñòàâèì ýòè 
ôóíêöèè â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðå-
ñòíîñòè òî÷êè z0 = 0. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñ-
ëåíèé, îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûìè îòëè÷íûìè îò íóëÿ 
÷ëåíàìè ðÿäà, ïîëó÷èì 
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ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî èç (75) è (77) î÷åâèäíî ñëåäóåò 

 1ë, 1, 2ë, 2,( , ,0) ( , , ), ( , ,0) ( , , ).k k k k k kU x y U x y z U x y U x y z= =   

Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðèáëèæåíèÿ (82) 
òàêæå íå äîëæíî âûçûâàòü íåäîðàçóìåíèé. Ïåðå-
õîä ê (82) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëÿ U1,k è U2,k íå ïðåòåð-
ïåâàþò èçìåíåíèé íà äèñòàíöèè z0, ò.å. â ïðåäåëàõ 
îäíîãî øàãà. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçîâàíèå (82) 
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ 
äîáàâîê èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ïëîñêèõ âîëí 
(èëè, òî÷íåå, ïó÷êîâ ñ ïëîñêèì ôàçîâûì ôðîíòîì). 
Àñèìïòîòè÷åñêóþ (ïðè Δ → 0) òî÷íîñòü òàêîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ìû îáñóæäàëè ðàíåå [8]. 

Ïîäñòàâëÿåì (82) â (77) è ïîëó÷àåì òðåáóåìûé 
íàì óïðîùåííûé âàðèàíò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû: 
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Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå (83) îêàçàëîñü òî÷-
íî ñîâïàäàþùèì ñ ðåçóëüòàòîì, ê êîòîðîìó ïðèâî-
äèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì, 
ïðåäëîæåííûé â [9] è ïðèìåíÿåìûé íåïîñðåäñò-
âåííî ê ñèñòåìå, âîîáùå ãîâîðÿ, èñõîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó îøèáêè, âîç-
íèêàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíñòðóêöèé âèäà 
(83), äåòàëüíî èññëåäóþòñÿ â ðàáîòå [9], òî ìû 
çäåñü íà ýòèõ âîïðîñàõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.  
 Ñðàâíèâàÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (77) è (83) 
– äâà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû 
óðàâíåíèé, ëåãêî çàìåòèòü èõ ïðèíöèïèàëüíîå îò-
ëè÷èå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè N òî÷íîñòü 
ðåøåíèÿ (83) óæå íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû ïîëÿ íà 
îñíîâíîé ÷àñòîòå, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ðåøåíèÿ 
(77). Ýòî è ïîíÿòíî, ïîñêîëüêó è ïðèáëèæåíèå 
(80), è ïðèáëèæåíèå (82) îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ëþ-
áûõ àìïëèòóä âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, åñëè äèñ-
òàíöèÿ z0 äîñòàòî÷íî ìàëà. Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâà-
íèå óêàçàííûõ ïðèáëèæåíèé ïðàâîìåðíî òîëüêî 
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå, òî è ñàìî âûðàæåíèå 
(83) òåðÿåò ôèçè÷åñêîå íàïîëíåíèå ïðè N → 1. 
Èìåííî ýòî ìû è èìåëè â âèäó, êîãäà ãîâîðèëè 
âûøå î ðàçíîì ìåòîäîëîãè÷åñêîì ñîäåðæàíèè 
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà (77) è óæå èçâåñòíîãî (83).  

Çàêëþ÷åíèå 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ïðè-
áëèæåíèþ ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ïðèìåðå çàäà÷è  
î ÃÂÃ ïðè ñêàëÿðíîì «îîå»-âçàèìîäåéñòâèè âîëí  
â êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíîì êðèñòàëëå. Îòìåòèì, ÷òî 
ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó óêàçàííîãî ïåðåõîäà, êàê 
è â çàäà÷å î ëèíåéíîì ïîëå, ñîñòàâëÿþò îáùèå îï-

ðåäåëåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ è íåîáûêíîâåííûõ 
âîëí [4], ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îäíîîñíîé ñðåäå. 
Â ñèëó ýòîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå î÷åâèäíûì, ÷òî 
âñå ñêàçàííîå ìîæíî áóäåò îáîáùèòü íà ëþáûå âè-
äû íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â îäíîîñ-
íîé ñðåäå, ò.å. íà òå ñëó÷àè, êîãäà ýëåêòðîìàãíèò-
íîå èçëó÷åíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â âèäå 
«î»- èëè «å»-âîëíû. Ïðè ýòîì, êàê è â ðàññìîòðåí-
íîé ñèòóàöèè, ëþáàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à òàêîãî ðî-
äà áóäåò ñâîäèòüñÿ ê ñèñòåìå, ïîäîáíîé (56). Ïî-
íÿòíî, ÷òî ÷èñëî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è âèä 
ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé (Fj) áóäóò âàðüèðîâàòü-
ñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî òèïà ðàññìàòðè-
âàåìîãî íåëèíåéíîãî ïðîöåññà.  

Äîñòàòî÷íî ñòðîãèé âûâîä àíàëèòè÷åñêèõ ðå-
øåíèé äëÿ ñêàëÿðíûõ àìïëèòóä âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ âîëí (è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé) íåïîñðåäñòâåí-
íî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ïðèâåäåííûé â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå, ïðåäñòàâëÿåò, íà íàø âçãëÿä, áåç-
óñëîâíîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ñóùåñòâåííî 
ìåíåå î÷åâèäíûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, èìååò 
ëè ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë â ðàìêàõ ñêàëÿðíîé òåîðèè 
èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ âèäà (56) èëè äîñòàòî÷íî 
îãðàíè÷èòüñÿ ïàðàêñèàëüíûì ïðèáëèæåíèåì, ò.å. 
õîðîøî èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè (63). Ïîíÿòíî, 
÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàñõîäèìîñòè ëàçåðíîãî 
ïó÷êà âêëàä ñëàãàåìûõ, îòáðîøåííûõ ïðè âûâîäå 
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [â ïåðâóþ î÷åðåäü èìå-
þòñÿ â âèäó ðàçëîæåíèÿ (62)], áóäåò ðàñòè, è â ýòîì 
ñìûñëå óðàâíåíèÿ (56), êàçàëîñü áû, äîëæíû îáåñ-
ïå÷èâàòü áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíàêî,  
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè 
óâåëè÷åíèè ðàñõîäèìîñòè èçëó÷åíèÿ ñàìà âîçìîæ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ò.å. 
ïðåäñòàâëåíèé (6), áóäåò ñòàíîâèòüñÿ âñå ìåíåå 
î÷åâèäíîé. Íà íàø âçãëÿä, îäíîçíà÷íûé îòâåò íà 
ýòîò âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðè íàëè÷èè 
ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî âåêòîðíîé çàäà-
÷è, îòûñêàíèå êîòîðîãî âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüè. 

Àâòîð èñêðåííå ïðèçíàòåëåí Â.Â. Êîëîñîâó çà 
öåííûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ. 
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V.O. Troitskii. Scalar approximation for the SHG in the uniaxial crystal.  
The problem is considered about the second harmonic generation in a quadratically nonlinear uniaxial 

crystal. It is shown, in what way ignoring the effects of depolarization of interacting waves, one can directly 
derive a set of differential nonlinear wave equations for scalar fields at frequencies ω and 2ω from the Maxwell 
equations. The transition to an equivalent set of integral equations is considered in detail. It is shown that the 
derived equations for the beams with a narrow spatial spectrum are converted to the known shortened equations 
for slowly varying complex amplitudes of interacting waves. The derivation of a recurrence formula is demon-
strated, which is proposed to be considered as an approximated (with a known accuracy) analytical solution of 
a scalar nonlinear problem and is converted to a known algorithm of the asymptotically exact numerical solu-
tion with increasing the number of steps. 


