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Â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîôîêóñíîé ìîäåëè ôèëàìåíòàöèè  
c öåëüþ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîùíîãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ 
ôóíêöèè Âèãíåðà. Â ïðèáëèæåíèè ãàóññîâà ïðîôèëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ èññëåäî-
âàíî ïîâåäåíèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà. 
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Ââåäåíèå 

Ðàñïðîñòðàíåíèå ìîùíûõ ôåìòîñåêóíäíûõ ëà-
çåðíûõ èìïóëüñîâ òåðàâàòòíîé è ìóëüòèòåðàâàòòíîé 
ìîùíîñòåé [1, 2] ñîïðîâîæäàåòñÿ ñàìîâîçäåéñòâè-
åì, ïðèâîäÿùèì ê ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè. 
Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ôèëàìåíòîâ ìíîæåñòâåííàÿ 
ôèëàìåòíàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ â òàê íàçûâàåìîì ðåæè-
ìå îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [3], ïðåäñòàâëÿþùåé 
ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè. 
Äàííûé ðåæèì õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêîèíòåíñèâ-
íûìè ñòðóêòóðàìè îïòè÷åñêîãî ïîëÿ, ëîêàëèçîâàí-
íûìè â ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ íà ôîíå 
ñ ìàëîé èíòåíñèâíîñòüþ [4].  

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñàìîâîçäåéñòâèÿ ëà-
çåðíûõ ïó÷êîâ â ðåæèìå ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåí-
òàöèè ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõ [1, 3].  

Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷-
êîâ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ñ ôëóêòóèðóþ-
ùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ñ íà÷àëüíûì ðàäèó-
ñîì äî 100 ìì íà êèëîìåòðîâûå äèñòàíöèè â óñëî-
âèÿõ òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû, â ïîïåðå÷íîì ïðî-
ôèëå êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ ñîòíè ôèëàìåíòîâ [2], 
äàæå ïðè ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíî-
ñòÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì [5]. Ïîýòîìó 
âàæíî ðàçâèâàòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ìåòîä, ïî-
çâîëÿþùèé, ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåò-
ðîâ, îïðåäåëÿåìûõ èç ÷èñëåííîãî èëè ëàáîðàòîðíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà, ïðåäñêàçûâàòü ýâîëþöèþ îñíîâ-
íûõ íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ëàçåðíîãî ïó÷êà, 
òàêèõ êàê ýíåðãèÿ, ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ, ýôôåê-
òèâíàÿ óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü.  

 

* Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ Çåìëÿíîâ; Àíäðåé Äìèò-
ðèåâè÷ Áóëûãèí (b.a.d@iao.ru). 

Â ðàáîòå [6] íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ 
áûëè óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ýòàïû ýâîëþöèè ýô-
ôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ â ðåãóëÿðíîì ðåæèìå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ëàçåðíîãî 
ïó÷êà. Â ðàáîòå [7] íà îñíîâå ìîäåëè äâèæóùèõñÿ 
èäåíòè÷íûõ ôîêóñîâ [8] áûëà óñòàíîâëåíà çàâèñè-
ìîñòü ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà îò íà÷àëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ è ñâåòîâîé ýíåðãèè, ïîãëîùåííîé ñðåäîé, 
÷åðåç ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð γ, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïîïåðå÷íóþ ñòðóêòóðó ôèëàìåíòà. 

 Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ÿâëÿþùåéñÿ ëîãè÷åñêèì 
ïðîäîëæåíèåì [7], íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêîãî íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÑÍÓØ) â ðàìêàõ 
ìíîãîôîêóñíîé ìîäåëè ôèëàìåíòàöèè ïîëó÷åíî 
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà. Äàííîå óðàâíåíèå 
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ìîùíîãî ëàçåðíîãî èì-
ïóëüñà ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè â ðåæèìå 
îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ 
ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòüþ Áåñïàëîâà–Òàëàíîâà, 
è èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé äëÿ ýô-
ôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ.  

Ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííûõ íåçàìêíóòûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ëàçåðíîãî 
ïó÷êà áûëî ïðåäëîæåíî ââåñòè ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêèé ïàðàìåòð Icr. Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò çíà-
÷åíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè, ïðè êîòî-
ðîì ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. 
Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó 
óðàâíåíèé äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ëàçåðíîãî 
ïó÷êà, èñïîëüçîâàëîñü ïðèáëèæåíèå ãàóññîâà ïðî-
ôèëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî 
ïó÷êà. Ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ óñðåäíåííûõ 
çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, è ñîîòâåòñò-
âåííî íàéäåííîå óñðåäíåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôèëà-
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ìåíòîâ ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè îöåíêà-
ìè èõ ÷èñëà [1, 3].  

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà 

Còîõàñòè÷åñêîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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Â ôîðìóëå (1) íåëèíåéíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû: 

 ker( ) ( ) ,NL plI Iε = ε + ε   

ãäå  
 ker k( ) ,I Iε = ε  2( ) ( )/ ;cas epl I tε = η ρ   

ε�  – ôëóêòàöèîííàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè â àòìîñôåðå; αNL(I) – êîýôôèöèåíò íå-
ëèíåéíîãî ïîãëîùåíèÿ ñðåäû (ëèíåéíûìè ïîòåðÿìè 
ïðåíåáðåãàåòñÿ); ηcas – ñêîðîñòü êàñêàäíîé èîíèçà-
öèè ãàçà; ρe(t) – êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-
íîâ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ 
[5–7]; εker(I) – êåððîâñêàÿ íåëèíåéíîñòü êóáè÷å-
ñêîãî òèïà [9]; εpl – äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü ïëàçìû; εk – êîýôôèöèåíò ïðè íåëèíåéíîé 
äîáàâêå ê n0. 

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ôóíê-
öèþ êîãåðåíòíîñòè – ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà: 
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(r, t) è (r′, t′) – äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè 
ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè. 

Äèôôåðåíöèðóÿ (2) ïî z ñ ó÷åòîì (1), íàéäåì 
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Âûäåëèì èç äâóõòî÷å÷íîé ôóíêöèè ïîëÿ ψ�  

ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü – ôóíêöèþ êîãåðåíòíîñòè Γ  
è ôëóêòóàöèîííóþ – ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî âîçìó-
ùåíèÿ δψ� : 
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Òîãäà (3) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä: 
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Ïåðåéäåì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî â äàëüíåéøåì ñèì-

âîëîì ˆ,F  ê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè Âèã-

íåðà (ôóíêöèè ÿðêîñòè), îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:  
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ãäå ε0 – äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîçäóõà;  
n – åäèíè÷íûé âåêòîð. 
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 èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêèé ïðî-

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðîôèëü, òîãäà ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè â (4) ïî R è t .  
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Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 
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Ôóíêöèÿ D îïðåäåëÿåò äèôôóçèîííîå ðàñïëû-
âàíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà. Ôóíêöèÿ U ñâÿçàíà ñ ìî-
ìåíòàìè ïîëÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è, â ÷àñòíîñòè, 
õàðàêòåðèçóåò ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûå 
ïðèâîäÿò ê ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ëàçåð-
íîãî ïó÷êà, îáåñïå÷èâàþùèå ñàìîôîêóñèðîâêó íå-
îäíîðîäíîñòåé ñ âûäåëåííûìè ðàçìåðàìè. È, íà-
êîíåö, ôóíêöèÿ F âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåëèíåéíûå 
ñëàãàåìûå, âêëàä êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì 
ëèøü â îáëàñòè ëîêàëüíûõ ôîêóñîâ (ôèëàìåíòîâ), 
è îïðåäåëÿåò ïîãëîùåíèå â ëîêàëüíîì ôîêóñå, åãî 
äèôðàêöèîííûå è äåôîêóñèðóþùèå ñâîéñòâà.  

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåì ïðè-
áëèæåíèå ëîêàëüíûõ, îáëàäàþùèõ îäèíàêîâûìè 
ñâîéñòâàìè ôîêóñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F 
ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå: 

 F z t N z t f≈R n R n�( , , ) ( , , ) ( ).,   (9) 

Ôóíêöèÿ f(n) íàõîäèòñÿ ëèáî èç ÷èñëåííîãî, 
ëèáî èç ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà è õàðàêòåðèçó-
åò ðàññåèâàþùèå è ïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà ëîêàëü-
íîãî ôîêóñà. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè εpl  
è αNL â îáëàñòè ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ñâå-

òîâîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà N z tR� ( , , )  ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ëîêàëüíûõ ôî-
êóñîâ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè. 

 

 Ýâîëþöèÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ 

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ýôôåê-
òèâíûå ïàðàìåòðû [6]: 

êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè 

 0( ) ( , ) / ( ),
e

T z I z t d dt E

∞

−∞

= ∫ R R,   (10a) 

ãäå 

 0 0E I t d dt

∞

−∞

≡ ∫ R R( ) ( , ) ;,    

ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ è óãëîâóþ ðàññõîäèìîñòü 
ëàçåðíîãî ïó÷êà ñîîòâåòñòâåííî: 

 2 2

e eefR z R z T z≡

�

( ) ( )/ ( );  2 2

e e e
z z T zθ ≡ θ

�

( ) ( )/ ( ),   (10á) 

ãäå 

 2 2
0

e
R z I z t d dt E

∞

−∞

= ∫ R R R
�

( ) ( , ) / ( );,   

 2 2
0

ee
z J z t n d dtd E

∞

∞

θ = ∫ n R n R
�

( ) ( , ) / ( ).
-

, ,  (10â) 

Èç óðàâíåíèÿ (7) ñ ó÷åòîì (8) è (9) äëÿ ýô-
ôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâ-
íåíèÿ:  

 ( ) ,
e

T z N d dt
z

∞

−∞

∂
= −χ

∂ ∫ R�  0 0/ ( ),Eχ ≡ χ   (11) 

 2 2
2 0/ ( ) .

e
R d dt E N d dt

z

∞ ∞

−∞ −∞

∂
= −χ

∂ ∫ ∫SR R R R
�

�   (12)  

Çäåñü J z t d

∞

−∞

≡ ∫S n R n n( , ), ,  – ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþ- 

ùàÿ âåêòîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà; 0 f d

∞

−∞

χ ≡ − ∫ n n( )  – 

êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðè ýíåðãèè 
ëàçåðíûì èìïóëüñîì çà ñ÷åò ïîãëîùåíèÿ â îäíîì 
ëîêàëüíîì ôîêóñå. Ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (12) áó-
äåì â äàëüíåéøåì èç-çà åãî ìàëîñòè ïðåíåáðåãàòü. 
 Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç (12), íàéäåì 

  
2

2

2
,e U DR H H H N d dt

z

∞

−∞

∂
= + + +μ

∂ ∫ R R
�

�   

 ≡ ∫ 0( ) / ( ),f d En n nµ    

ãäå 

 2 2
2

e
H = θ −θ

� �

ker( );  2
0I Id dt E

∞

−∞

θ = ε∫ R
�

ker ker ( ) / ( ),   (14a) 

 k 0UH I I d dt E

∞

−∞

= −ε δ δ∫ R� � / ( ),   

 0
0

8
D

c
H I d dt E

∞

−∞

ε ∂
= δ δε

π ∂∫ R R
R

�

� / ( ).    

Ôóíêöèÿ HU, õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåãðàëüíîå 
âëèÿíèå ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ, 
äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â îáëàñòè 
ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè, ãäå îíà îöåíèâàåòñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì:  

 3

k 0U f f fH V c I I N d dt E

∞

−∞

≈ − ε ∫ R( / )( ) / / ( ),   

ãäå If – èíòåíñèâíîñòü â ëîêàëüíîì ôîêóñå; Vf – 
îáúåì ëîêàëüíîãî ôîêóñà, ìíîãî ìåíüøèé îáúåìà 
ëàçåðíîãî èìïóëüñà, ÷òî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì 
ñîîòíîøåíèåì: 

 2
1f p efV t cR �/ ;  ≈ ⋅

13 2
5 10 Âò/ñì ;fI  5

k 15 10fI
−

ε ≈ ⋅, .   

(13)

(14á)
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Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó 0 1/ ( )UH H � , ÷òî 

ïîçâîëÿåò â óðàâíåíèè (13) ïðåíåáðå÷ü HU.  
Âåëè÷èíà HD ñîîòâåòñòâóåò äèôôóçèîííîìó 

ðàñïëûâàíèþ ëàçåðíîãî ïó÷êà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
äëèíà äèôôóçèîííîãî ðàñïëûâàíèÿ ìíîãî ìåíüøå 
äëèíû ïðîÿâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ äëÿ ìîù-
íîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëü-
íîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì HD. 
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ àêñèàëüíîé ñèììåò-
ðèè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (13) ðàâíî íóëþ. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ (14a), íàéäåì 

2

0

k

0

0 0
8

e
I d dt E N d dt

z

c
I d dt E d dt E

∞

⊥

−∞

⊥ ⊥

∂
′θ = ∇ ε γ +

∂

ε
+ε ∇ δ δ + ∇ δ δε

π

∫ ∫

∫ ∫

S R R

R S R

�
�

� �

ker( ) / ( )

/ ( ) / ( ),
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S

 
(15à) 

 2
0I d dt E I N d dt

z

∞

⊥

−∞

∂
θ = ∇ ε −χε

∂ ∫ ∫S R R
�

�
ker ker ker( ) / ( ) .   

  (15á) 

Çäåñü 2
0f d E′γ ≡ ∫ n n n( ) / ( )  – âåëè÷èíà, õàðàêòåðè-

çóþùàÿ ñêîðîñòü ïðèðàùåíèÿ êâàäðàòà óãëîâîé 
ðàñõîäèìîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà ïî ïðîäîëüíîé êî-
îðäèíàòå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îäíîãî ëîêàëüíîãî 
ôîêóñà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿòñÿ êàê äèôðàêöèîííûìè 
ýôôåêòàìè ïðè ïîãëîùåíèè ýíåðãèè â ëîêàëüíîì 
ôîêóñå, òàê è äåôîêóñèðóþùèìè ñâîéñòâàìè â âîç-
íèêàþùåé ïëàçìå. Ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (15à), 
îòâåòñòâåííûì çà äèôôóçèîííîå ðàñïëûâàíèå, ìû 
áóäåì ïðåíåáðåãàòü ïî óæå óêàçàííûì âûøå ïðè-
÷èíàì. Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (15à) ìîæ-

íî îöåíèòü êàê k fI N d dtχε ∫ R .  Åãî ó÷åò ïðèâåäåò 

ê íåçíà÷èòåëüíîìó ïåðåîïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðà γ′, 
êîòîðîå ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå. 

Äàëüíåéøåå ïðîâåäåíèå àíàëèçà âîçìîæíî ïðè 
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íà-
ïðèìåð, ãèïîòåçà î êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè: 
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî 
ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé èíòåíñèâ-
íîñòè Icr ðåàëèçóåòñÿ ñîñòîÿíèå ìàêñèìàëüíîé 
ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â òîì, 
÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ôîêóñîâ δN â ñå÷åíèè ëàçåðíî-
ãî ïó÷êà íà åäèíèöó ïëîùàäè δS (ïëîòíîñòü ôî-
êóñîâ) ñ èíòåíñèâíîñòüþ 

cr
I I≥  îïðåäåëÿåòñÿ 

ñîîòíîøåíèåì  

 δδ δ = δ =/ ( / )/ / ,S cr crN S P P S I P   

ãäå Pcr ≈ 3,2 ⋅ 109 Âò – êðèòè÷åñêàÿ ìîùíîñòü 
ñàìîôîêóñèðîâêè â âîçäóõå [9]. 

Åñòåñòâåííî, ÷òî îäèíî÷íûå ôèëàìåíòû ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì áóäóò çàðîæäàòüñÿ è äî äîñòèæå-
íèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåí-
ñèâíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà, îäíàêî ìû áóäåì 
ïðåíåáðåãàòü âëèÿíèåì ýòèõ åäèíè÷íûõ ñîáûòèé íà 

ýâîëþöèþ ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ëàçåðíîãî èì-
ïóëüñà. È òîëüêî ñ òîé äèñòàíöèè, êîãäà èíòåíñèâ-
íîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ äîñòèãíåò êðèòè÷åñêîãî 
çíà÷åíèÿ, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ìàñ-
ñîâîå çàðîæäåíèå ôèëàìåíòîâ, ïîýòîìó èìåííî ýòó 
òî÷êó òðàññû ìû áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëîì ôèëàìåí-
òàöèè. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà áóäåì ïîëàãàòü, 
÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé (êðóï-
íîìàñøòàáíîé) ãàóññîâîñòè: ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ èí-
òåíñèâíîñòü (óñðåäíåííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì 
ìàñøòàáàì, êîòîðûå ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ôèëà-
ìåíòà) ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïðîöåññå ñâîåãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñîõðàíÿåò ãàóññîâ ïðîôèëü ñ ïîñòîÿííîé 
äëèòåëüíîñòüþ tp:  

 2 2 2 2

0 ef pI t z I z R t t= − −r r( , , ) ( )exp( / / ).  

Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé â çîíå ìíîæåñò-
âåííîé ôèëàìåíòàöèè 0( )

cr
I z I≥  èç ñîîòíîøåíèé 

(11)–(15) ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ îáûêíîâåííûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ,
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e
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e
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2 2( )/ ( ) :e e mfR z R z≡
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⎪ ∂
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kkeerr
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  (16)  

 

2 2

2

2

2 2

2 2 2 2
erf

cr e mf e
e e e

cr e

cr e cr e

cr e mf e cr e mf e

I R z Y
N T Y N z t dtd T

P T

P T P T

I R z Y I R z Y

∞

−∞

⎧⎪
≡ = ×⎨

η⎪⎩
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∫ R R

�

� �
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ãäå 

2

0 0 2RL k R=

�

/ ;  R Rz z L= / ;  0 8
cr
Iγ = γ + εk ;  η = P0/Pcr; 

zmf – êîîðäèíàòà íà÷àëà ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåí-

òàöèè; ïàðàìåòð 0 /′γ ≡ γ χ  íàéäåí â ðàáîòå [7] 
−

γ ≈ ⋅
5

0( 13 10 ), ;  P0 è R0 – ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìîùíî-

ñòè è ðàäèóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà ñîîòâåòñòâåííî. 
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (16) íà âõîäå 

â çîíó ôèëàìåíòàöèè, òàêèå êàê 2 / ,emfV R z≡ ∂ ∂
�

 zmf  

è 

2( ),e mfR z  îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé [9]: 

 
2 2

02 2

0 1 1
2 2

mf mf
e mf

R

z V z
R z R

b L

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞η⎛ ⎞⎢ ⎥= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

� �

( ) ,  162b = , ;  

 2 2

0 0 02 2

0 0

2 1
1

2
H b R V

R k
= −η +

� �

�( / ) ,  2

0
0

e
z

V R z
=

≡ ∂ ∂
�

/ .  (17) 

Çäåñü H0 – òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà 
ëàçåðíîãî ïó÷êà â êåððîâñêîé ñðåäå [9]; V0 ñîîò- 
âåòñòâóåò íà÷àëüíîé êðèâèçíå ôàçîâîãî ôðîíòà. 

8. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 12. 
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Â ïðèáëèæåíèè ãàóññîâà ïðîôèëÿ èíòåíñèâíî-
ñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà íàéäåì òî÷êó zmf ôèëàìåí-
òàöèè èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåí-
ñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà I(z) êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ èíòåíñèâíîñòè Icr: 

 2 2
0( ) ( ) / ( ) ,e crmf mfI z E R z I= =

�

  (18a) 

òîãäà  
 0 0 .mf mfV V H z= +   (18á) 

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè, îïðåäåëåííûìè èç (17), (18), ëåãêî íàõî-
äèòñÿ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì. Ïàðàìåòðû ìîäåëè 

12 22 5 10 Âò/ñì
cr
I ≈ ⋅,  è 4

0 64 10 Äæ
−

χ ≈ ⋅,  áûëè îïðå-
äåëåíû èç ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî 
ðàñ÷åòà äëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà ðàäèóñîì R0 = 2 ìì  
è íà÷àëüíîé ìîùíîñòüþ 0 88/

cr
P Pη ≡ =  â ðåæèìå 

ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè [1] ïî íà÷àëó è îêîí-
÷àíèþ ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè (ðèñ. 1). 
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Ðèñ. 1 Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ýíåðãèè Te, 
íîðìèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ  êâàäðàòà ýôôåê-
òèâíîãî ðàäèóñà Re

2

, à òàêæå ÷èñëà ôèëàìåíòîâ Nf âäîëü 
òðàññû îò äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè R0 = 2 ìì  
 è P0 = 88Pcr 

 
Îïðåäåëèì ñðåäíåå ÷èñëî ôèëàìåíòîâ Nf  ÷åðåç 

ïëîòíîñòü ôîêóñîâ â öåíòðàëüíîì âðåìåííîì ñðåçå 

ëàçåðíîãî èìïóëüñà: ( ) ( ,0, ) ,fN z N z d

∞

−∞

≡ ∫ R R  òîãäà  

â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè íàéäåì 
2( / ).e efN T Y T=η −  

 Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, 2, ïîëó÷åííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ôèëàìåíòîâ âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ñîãëàñóåòñÿ ñ èñïîëüçóåìîé îöåíêîé ÷èñëà ôèëà-
ìåíòîâ êàê Nf ≈ P0/Pf, ãäå Pf ≈ (3–5)Pcr [1], ÷òî 
ñâèäåòåëüñòâóåò îá àäåêâàòíîñòè ïðåäëàãàåìîé ìî-
äåëè ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí êîýôôèöèåíò ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ M2 [6, 7] ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ãëîáàëüíî-
ãî ôîêóñà â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ìîùíîñòè. 
Íà ðèñ. 3 äëÿ ñðàâíåíèÿ îäèíî÷íîãî è ìíîæåñòâåí-
íîãî ðåæèìîâ ôèëàìåíòàöèè ïðèâåäåíû çàâèñèìî-
ñòè äëèíû ôèëàìåíòàöèè Lf, ôóíêöèè Te, à òàêæå 

âåëè÷èíû ðàäèóñà ïåðåòÿæêè 2
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî-
ñëå ïðîõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî  ôîêóñà îò  η = P0/Pcr äëÿ 
ðåæèìà ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè ïðè R0 = 2 ìì. 
Êâàäðàòèêàìè îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòî-
äîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (18).  
 Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (21) 
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ýíåðãèè Te, 

ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîãî íà 2

0R  êâàäðàòà 

ðàäèóñà ïåðåòÿæêè 2

w
R  è äëèíû ôèëàìåíòàöèè Lf/LR, 

íîðìèðîâàííîé íà äëèíó Ðåëåÿ, îò η = P0/Pc äëÿ ðåæèìà 
ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè (äëÿ íàãëÿäíîñòè ÷åðåç 
òî÷êè, ïîëó÷åííûå èç ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäå-
íû ïðÿìûå) è îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè ïðè R0 = 1 ìì. 
Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ïîìå÷åíû èíäåêñàìè m è s  

 

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êîýôôè-
öèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ðåæèìà îäèíî÷íîé 

2

s
M  è ìíîæåñòâåííîé 2

m
M  ôèëàìåíòàöèè, ïîñòðî-

åííàÿ ïî àïïðîêñèìàöèîííûì ôîðìóëàì (19):  

 2 2

0 0 0 02s R sM R H L k C Rη = + η( , ) /( ) ( ) ,   (19à) 
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−β≈  – ââåäåííûå ýìïè-

ðè÷åñêèå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü 
ïðèðàùåíèÿ êâàäðàòà óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ïîñëå 
ïðîõîæäåíèÿ íåëèíåéíîãî ñëîÿ îò âåëè÷èíû η. Çà-
ìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (19á) âåðíà ëèøü ïðè óñëîâèè 

2

0m
C Rη β�  – ýòî îãðàíè÷åíèå åñòü ñëåäñòâèå èñ-

ïîëüçóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ãàóññîâà ïðîôèëÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà. 
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî-
ñëå ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ôîêóñà îò η = P0/Pcr 
äëÿ ðåæèìà îäèíî÷íîé (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ìíîæåñòâåí-
íîé   ôèëàìåíòàöèè  (øòðèõîâàÿ  êðèâàÿ)  ïðè  R0 = 1 ìì 
 

Èç ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì 0 /
cr

P Pη =  
ðàäèóñ ïåðåòÿæêè óáûâàåò ëèíåéíûì îáðàçîì  
ñ äèñòàíöèåé, â òî âðåìÿ êàê äëèíà ôèëàìåíòàöèè 
óâåëè÷èâàåòñÿ, à êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè 
óìåíüøàåòñÿ. 

Çàêëþ÷åíèå  

Íà îñíîâå ÑÍÓØ, â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîôîêóñíîé 
ìîäåëè ôèëàìåíòàöèè, äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ìîùíîãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà 
â ðåæèìå îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ïðåäëîæåíî 
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà (7). Èç ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà 
áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ëàçåðíîãî ïó÷êà, èññëåäîâàííûõ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ãèïîòåçû î êðèòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè äëÿ 
ðåæèìà îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè â ïðèáëèæåíèè 
ãàóññîâà ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè (16). Ïîëó÷åííîå 
ðàñïðåäåëåíèå ôèëàìåíòîâ èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ (18), (19) âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷àñòî èñïîëüçóåìîé îöåíêîé ÷èñëà 
ôèëàìåíòîâ êàê Nf ≈ P0/Pf, ãäå Pf ≈ (3–5)Pcr, ÷òî 
ñâèäåòåëüñòâóåò îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëè è èñïîëü-
çóåìûõ ïðèáëèæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, î ñïðàâåäëèâî-
ñòè ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè êðèòè÷åñêîé èíòåí-
ñèâíîñòè äëÿ ðåæèìà îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, 

äîñòèãàþùåé 12 2
2 5 10 Âò/ñì⋅, .   

Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàêîíîìåðíîñòè â ýâîëþöèè 
ýôôåêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ â ðåæèìå ìíîæåñòâåííîé 
è îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè èìåþò êà÷åñòâåííîå 
ïîäîáèå [6]. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ëèíåéíàÿ 
çàâèñèìîñòü êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ôîêóñà îò íà-
÷àëüíîé ìîùíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà (19). 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå 
êîìïëåêñíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà 3.13, ãðàíòà 
ÐÔÔÈ ¹ 06-05-64799.  
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A.A. Zemlyanov, A.D. Bulygin. Effective radius of a femtosecond laser radiation under its  
self-influence in a gas medium in regime of multiple filamentation. 

On bases of a stochastic non-linear Schrödinger equation (SNLS) and a many-focusing model, the equation 
for a Wigner function was suggested for describe of a propagation powerful femtosecond laser impulse in the  
a optical turbulent regime in a phenomenological framework. Using this equation for the Wigner function  
equation far the effective parameters was founded and investigated in the Gaussian approximation for laser  
intensity. 
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