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Îïèñàí «êóìóëÿíòíûé» ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ 

ñðåäàõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôåéíìàíîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êâà-
çèîïòèêè «êóìóëÿíòíûì» ìåòîäîì ïîëó÷åíû â îáùåì âèäå èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ 
ìîìåíòîâ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ëàçåðíîãî ïó÷êà. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò â ðàìêàõ «êóìóëÿíòíîãî» ìåòîäà  
â îïðåäåëåííîì ïðèáëèæåíèè ïðîöåññîâ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñëó÷àéíûõ íåîäíîðîäíî-
ñòÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ èíòåí-
ñèâíîñòè ñ òî÷íîñòüþ, äîñòàòî÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ëîãíîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí, ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûå ñðåäû, ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèé, 
ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè; wave propagation, randomly inhomogeneous media, method of smooth 
perturbation, intensity statistical moments.   

 

Ââåäåíèå 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîäíîðîäíûõ (â òîì 
÷èñëå ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ) ñðåäàõ, êîòîðûå 
îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè âîçìóùåíèé 
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ: 
ìåòîä ìàëûõ âîçìóùåíèé, ìåòîä ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè è íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ìåòîä ïëàâ-
íûõ âîçìóùåíèé (ÌÏÂ) (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). 
Ïîñëåäíèå äâà ìåòîäà ïîçâîëÿþò ó÷åñòü ýôôåêòû 
ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñëó÷àéíûõ 
íåîäíîðîäíîñòÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. 
Â ðÿäå ðàáîò [3–5] îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû, îò-
íîñÿùèåñÿ ê ïðîáëåìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ 
â ñðåäàõ ñ ôëóêòóàöèÿìè êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì «êóìóëÿíòíîãî» ìåòîäà ðåøåíèÿ âîëíîâûõ 
çàäà÷. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûì ÌÏÂ  
â îáëàñòè ñëàáûõ âîçìóùåíèé è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü 
àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðè ñèëüíûõ ôëóêòóàöè-
ÿõ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ «êó-
ìóëÿíòíîãî» ìåòîäà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîá-
ðàçíûì â ñèëó åãî îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè  
è óäîáñòâà. 

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ â ñðå-
äå ñ ôëóêòóàöèÿìè êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé 
ïðîíèöàåìîñòè. Â êâàçèîïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè  
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(ñì., íàïðèìåð, [1, 2]) êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà U(R) 
âîëíû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ- 
íåíèÿ 
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ãäå { , }z=R ρ  – òðåõìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð; z  – 

êîðäèíàòà âäîëü ïðåèìóùåñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ; { , }x y=ρ  – ðàäèóñ-

âåêòîð íà ïëîñêîñòè z = const; 

2 2 2 2/ /x y⊥Δ =∂ ∂ +∂ ∂  – 

îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x è y; 02 /k= π ε λ  – 

âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå äëèíå âîëíû λ; ε0 – 
õàðàêòåðíîå äëÿ ñðåäû ñðåäíåå çíà÷åíèå äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè; ( )ε R�  – ôëóêòóàöèè 
êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðå-

äû; 0( )U ρ  – êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà èñòî÷íèêà 

èçëó÷åíèÿ. 
Â îñíîâå «êóìóëÿíòíîãî» ìåòîäà ëåæàò çàïèñü 

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â ôîðìå èíòåãðàëà Ãþéãåí-
ñà–Êèðõãîôà 
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0( ) ( ) ( | ,0)U d U G= ′ ′ ′ρ∫∫R Rρ ρ  (3) 

è ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ( | )G ′RR  ýòîé çàäà-

÷è â âèäå ôåéìàíîâñêîãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì. 
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Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèé 
áûë âïåðâûå ïðèìåíåí Ñ.Ì. Ðûòîâûì äëÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííîé çàäà÷è äèôðàêöèè ñâåòà íà óëüòðà-
çâóêå [6], çàìåòèì, ÷òî âïëîòü äî ôîðìóë (18), (19) 
ïðåäñòàâëÿåìûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû â ðàâíîé 
ìåðå êàê ê ñòàòèñòè÷åñêèì, òàê è äåòåðìèíèðîâàí-
íûì çàäà÷àì. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî øèðî-
êèé êðóã çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà  
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ðåøåí â ðàìêàõ ôàçîâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà Ãþéãåíñà–Êèðõãîôà,  
â îñíîâå êîòîðîãî òàêæå ëåæèò èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå (1) äëÿ ( )U R  [7]. 
Ïðèìåíÿÿ ïîäõîä, ñôîðìóëèðîâàííûé â [8] 

äëÿ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ê çàäà÷å ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ, äëÿ 
ôóíêöèè Ãðèíà çàïèøåì âûðàæåíèå 
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Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (1) äëÿ U â ñëåäóþùåé 
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå: 
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åêòîðèÿõ (0)( ) ( ) ( ).ξ = ξ + ξVρ ρ  

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðå-
òàöèåé ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò 

ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå – 
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Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå, êîìïëåêñíóþ àìïëèòó-
äó âîëíîâîãî ïîëÿ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîëå U(0) 
â íåâîçìóùåííîé ñðåäå è «õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ» 
ôóíêöèþ: 

 ( )0
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α=
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Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê åå ñòàòèñòè÷åñêèìè ìîìåíòàìè, òàê 
è êóìóëÿíòàìè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, «õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ» ôóíêöèþ (9) òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâó-
ìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè: 
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Ïîñêîëüêó «ñëó÷àéíàÿ» ôàçà ΔSV, êàê ñëåäóåò 
èç (5), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò ε� , òî 
èç (13), (14) ÿñíî, ÷òî n-å «ìîìåíòû» è «êóìóëÿí-
òû» îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåññàìè n-êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
âîëíû íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ïîëÿ ε� . 

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) ïîçâîëÿ-
þò óñòàíàâëèâàòü ñâÿçè ìåæäó «êóìóëÿíòàìè»  
è «ìîìåíòàìè» ðàçíîãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ïðèâåäåì ðÿä ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ Kn, Mn äëÿ 
íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîðÿäêîâ (ñì., íàïðèìåð, [9]): 
 

= − = − +
2 3
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  (15) 

Èñïîëüçóÿ äàëåå (10), (12) è (14), êîìïëåêñ-
íóþ àìïëèòóäó ïîëÿ âîëíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü  
â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå, âûðàçèâ åå ÷åðåç «êó-
ìóëÿíòû»: 
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Êàê âèäíî èç (16), ïðåäëîæåííûé çäåñü ïîäõîä 
ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ýêñïîíåíöèîíàëüíîì âèäå, 
íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ñëó÷àéíóþ êîìïëåêñíóþ 
ôàçó (è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç ôëóêòóàöèè äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
«êóìóëÿíòàìè» óñðåäíåííîé ïî ôåéíìàíîâñêèì 
òðàåêòîðèÿì ôàçû ΔSV. 

Ïðîâåäåì òåïåðü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçâè-
òîãî çäåñü «êóìóëÿíòíîãî» ìåòîäà è íàèáîëåå èí-
òåíñèâíî èñïîëüçóåìîãî â çàäà÷àõ ïåðåíîñà âîëí  
â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé  
(ìåòîä Ðûòîâà). Íàïîìíèì, ÷òî â ÌÏÂ (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 2]) èññëåäóåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ 
êîìïëåêñíàÿ ôàçà Ψ, ñâÿçàííàÿ ñ êîìïëåêñíîé àì-

ïëèòóäîé U  ñîîòíîøåíèåì ψ
= e .U  Äàëåå, â ÌÏÂ 

ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà (1) ïðåîáðàçîâûâà-
åòñÿ â óðàâíåíèå äëÿ Ψ è çàòåì, ïðè óñëîâèè 

2 1,ε� �  çàïèñûâàåòñÿ öåïî÷êà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿä-
êîâ ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé (Ψ = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2 +  
+ … + Ψn …). Òàêèì îáðàçîì, â ÌÏÂ äëÿ íàõîæäå-
íèÿ n-ãî ïîðÿäêà êîìïëåêñíîé ôàçû íåîáõîäèìî 
ðåøèòü n + 1 äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. 

Â ðàçâèòîì çäåñü «êóìóëÿíòíîì» ïîäõîäå  
ê ðåøåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîì-
ïëåêñíîé ôàçû ñðàçó èç (16) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëå-
íèå â âèäå ðÿäà ïî «êóìóëÿíòàì» (è, çíà÷èò, ïî ε� ): 
 

 
( )

0

1

( ) ( ) ( )
!

n

n

n

i
K

n

∞

=

Ψ = Ψ +∑R R R . (17) 

Ñëåäîâàòåëüíî, «êóìóëÿíòíûé» ìåòîä äàåò èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîé ôàçû Ψ  ìå-
òîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé ÷åðåç èíòåãðàë Ãþéãåí-
ñà–Êèðõãîôà–Ôåéíìàíà. 

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ «êóìóëÿíòíîãî» 
ìåòîäà ìîæíî îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì ïóòåì ïðåä-
ñòàâèòü ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) ÷å-
ðåç ñòåïåííûå ðÿäû ïî «êóìóëÿíòàì» ôàçû ΔSV è, 
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñëó÷àé-
íûì íåîäíîðîäíîñòÿì ε. Âûðàæåíèå âèäà (16) ïî-
çâîëÿåò ñîñòàâëÿòü âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè èç 
U, U* è, ïîñëå ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïî àí-
ñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷àòü 
ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû êîìïëåêñíîé 
àìïëèòóäû ïîëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî «êóìóëÿíòíûé» ïîäõîä 
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîé ôàçû Ψ â âèäå ôóíêöèî-
íàëüíîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε�  [â âèäå ðàçëîæåíèÿ 
(17)]. À èìåííî: èç âûðàæåíèé (12), (14) ñëåäóåò, 
÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè «êóìóëÿíòíîãî» ðÿäà (17), 
êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ «õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ» ôóíê-
öèÿ, ðàâåí åäèíèöå. (Òîãäà êàê ìîìåíòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå (11) «õàðàêòåðèñòè÷åñêîé» ôóíêöèè èìå-
åò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.) Ñëåäîâàòåëü-

íî, íèêàêàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ðÿäà (17) âíå 

îáëàñòè | | 1
n

Ψ <  (ïðè 1n ≥ ) íå áóäåò àäåêâàòíî 

îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ  
â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. (Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, 
÷òî èñïîëüçîâàíèå «êóìóëÿíòà» ïåðâîãî ïîðÿäêà 
òîëüêî äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â èíòåãðàëå Ãþéãåíñà–
Êèðõãîôà [10] ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü è ñèëüíûå 
ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà [11].) 
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèé ýô-
ôåêòèâåí ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ïåð-
âûìè ÷ëåíàìè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé (ïåðâûìè 
«ìîìåíòàìè» Mn). Âìåñòå ñ òåì èäåÿ «êóìóëÿíòíî-
ãî» ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîé çàäà÷è, îñíî-
âàííàÿ íà ôîðìóëàõ (9)–(16), ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà è âíå îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÌÏÂ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èçëó÷åíèÿ. 

Ïîëó÷èì òåïåðü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ îáùå-
ãî õàðàêòåðà, âûòåêàþùèå èç ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-
ïëåêñíîé àìïëèòóäû â âèäå (16). Âûðàçèì ïðåæäå 
âñåãî ÷åðåç «êóìóëÿíòû» èçìåíåíèÿ ôàçû 

(0)
S S S= −

�  è ëîãàðèôìà àìïëèòóäû (0)
,χ = χ − χ�  

îáóñëîâëåííûå âîçìóùåíèåì ε (ãäå (0)
S  è (0)

χ  – 

íàáåã ôàçû è ëîãàðèôìà àìïëèòóäû â ñðåäå áåç 

âîçìóùåíèé ε; (0) (0)
0 ).iSΨ = χ +  Ïîñêîëüêó 
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( )
∞

=

= ≈ −∑�

1 2

1

1
( ) Im ( ) Re ( ) Im ( ).

! 2

n

n

n

i
S K K K

n
R R R R  (19) 

Ñîîòíîøåíèÿ (18) è (19) âûðàæàþò âîçìóùåíèÿ 
ëîãàðèôìà àìïëèòóäû è ôàçû ÷åðåç íàèáîëåå âàæ-
íûå â ïðèëîæåíèÿõ ïåðâûå äâà «êóìóëÿíòà». 

Äàëåå ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåíåíèÿ «êó-
ìóëÿíòíîãî» ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíî-
íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ äëÿ óñëîâèé ñëàáûõ ôëóê-
òóàöèé. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîìèìî 
«óñðåäíåíèÿ» ïî ôåéíìàíîâñêèì òðàåêòîðèÿì  
â ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ 
õàðàêòåðèñòèê èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü 
òàêæå âåðîÿòíîñòíîå óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåà-
ëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ .ε�  

Ïðîâåäÿ ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå êàê ñàìèõ 
âûðàæåíèé (18) è (19), òàê è èõ áèëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé, ïîëó÷èì â ïðèáëèæåíèè ñëàáûõ ôëóêòóà-
öèé ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 

 〈χ 〉 = − 〈 〉�

2

1
( ) Re ( ) ;

2
KR R  (20) 

 〈 〉 = − 〈 〉�

2

1
( ) Im ( )

2
S KR R  (21) 
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äëÿ ñðåäíèõ èçìåíåíèé ëîãàðèôìà àìïëèòóäû  
è ôàçû âîëíû è 

( )( )1 2 1 1 2 2

1 1 1 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

Re ( )Re ( ) ,

B

K K

χ = 〈 χ − 〈χ 〉 χ − 〈χ 〉 〉 =

= 〈 〉

R R R R R R

R R
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(22)

 

( )( )1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )SB S S S S= 〈 − 〈 〉 − 〈 〉 〉 =R R R R R R� � � �

 
 1 1 1 2Im ( )Im ( )K K= 〈 〉R R   (23) 

äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ëîãàðèôìà àìïëèòó-
äû è ôàçû. 

Âûðàæåíèÿ (20)–(23) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðè-
áëèæåíèè ñëàáûõ ôëóêòóàöèé ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 
ëîãàðèôìà àìïëèòóäû è ôàçû îïðåäåëÿþòñÿ ñðåä-
íèìè çíà÷åíèÿìè «êóìóëÿíòà» âòîðîãî ïîðÿäêà, 
ò.å. ïðîöåññàìè äâóõêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ 
íà íåîäíîðîäíîñòÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè, òîãäà êàê èõ ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû 
îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè «êóìóëÿíòàìè» ïåðâîãî 
ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññû îäíîêðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ. 

Ïðåäñòàâèì òåïåðü ñ ïîìîùüþ «êóìóëÿíòîâ» 
ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè ΓN,M ëàçåðíîãî ïó÷êà 
N + M-ãî ïîðÿäêà: 
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  (24) 

Â âûðàæåíèè (24) ÷åðåç ( , )N M

nM  îáîçíà÷åíû 

«ìîìåíòû» ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè, êîòîðûå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç «ìîìåíòû» 

n
M  

(13) êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû: 
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«Êóìóëÿíòû» ñ ÷åðòîé ( , )
1
N M

K  è ( , )
2 ,

N M
K  êîòîðûå 

ñîãëàñíî (24) îïðåäåëÿþò ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè 
èçëó÷åíèÿ, ôîðìóëàìè âèäà (15) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 

ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ ( , )
1
N M

M〈 〉  è ( , )
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Ïðè çàïèñè ôîðìóë (26) ó÷òåíî, ÷òî 0,〈ε〉 =�  â ñèëó 

÷åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå «ìîìåíòà» ïåðâîãî ïîðÿäêà 
òàêæå ðàâíî íóëþ. 

Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (20)–(26), âûïèøåì 
âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé 
àìïëèòóäû ïîëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà è äëÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè: 
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Èç âûðàæåíèÿ (29) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëàáûõ ôëóêòóàöèé 
èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ëîãíîðìàëü-
íîìó çàêîíó. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èñïîëüçî-
âàíèå «êóìóëÿíòíîãî» ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè ïîçâîëèëî â îïðå-
äåëåííîì ïðèáëèæåíèè ó÷åñòü ïðîöåññû ìíîãî-
êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñëó÷àéíûõ íåîä-
íîðîäíîñòÿõ ε è òåì ñàìûì ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå 

N
I〈 〉  ñ òî÷íîñòüþ, äîñòàòî÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ 

ïðàâèëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, â äàííîé ñòàòüå «êóìó-

ëÿíòíûé» ìåòîä èçëîæåí íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ðåãóëÿðíî-
îäíîðîäíîé ñëó÷àéíîé ñðåäå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îò-
ñóòñòâóåò îòðàæåííàÿ âîëíà. Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè 
âàæíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê ëîêàöèîííîå ðàñïðîñòðà-
íåíèå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìî-
ñôåðå, ïðîõîæäåíèå èçëó÷åíèÿ ìåæäó çåðêàëàìè 
ëàçåðíîãî ðåçîíàòîðà, èìååòñÿ íå òîëüêî ïðÿìàÿ, 
íî è îòðàæåííàÿ âîëíà. Ðåøåíèå òàêîãî ðîäà çàäà÷ 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîì âèäå, ïîäîáíîì 
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èíòåãðàëó Ãþéãåíñà–Êèðõãîôà (1), ñ ïîñëåäóþùèì 
íàõîæäåíèåì íåîáõîäèìûõ õàðàêòåðèñòèê èçëó÷å-
íèÿ ñ ïîìîùüþ «êóìóëÿíòíîãî» ìåòîäà. 

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé 
ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèé è ïðàâèòåëüñòâà Êàëóæñêîé îáëàñòè 
(ïðîåêò ¹ 09-02-97531). 
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R.Kh. Almaev, A.A. Suvorov. The cumulant method of solving the problems of wave propagation in 
random media. 

The cumulant method of solving the problems of radiation propagation in randomly inhomogeneous media 
is described. With the Feynman representation of the Green’s function of the quasi-optics parabolic equation, in 
the framework of the cumulant method, integral expressions for statistical moments of the wave complex ampli-
tude in general form have been obtained. It was shown that the taking into account in cumulant method of 
some approximation of the processes of multiple scattering of radiation allows us to obtain the expressions for 
statistical moments of intensity to the accuracy sufficient to restore the lognormal distribution function. 

 


