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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðîãèé ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåíçîðíîé ôóíêöèè Ãðèíà, ê ðåøå-
íèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîé îäíîîñíîé ñðåäå. Ïðèâî-
äèòñÿ îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðîèçâîëüíî çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ñôîðìóëèðî-
âàíû òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ  
â îäíîîñíîé ñðåäå â âèäå îáûêíîâåííîé ëèáî íåîáûêíîâåííîé âîëí. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðîâåñ-
òè äåêîìïîçèöèþ ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé – ïðåäñòàâèòü èõ êàê åäèíñòâåííî âîçìîæíóþ 
êîìáèíàöèþ äâóõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ îòâå÷àåò çà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû òîëüêî îäíîãî òèïà. 
Ïðåäëîæåí âàðèàíò ïðèáëèæåííîé äåêîìïîçèöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðèìåíèìûé äëÿ ïàðàêñèàëüíûõ 
ïó÷êîâ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îäíîîñíàÿ ñðåäà, ïðîèçâîëüíî çàäàííûå ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ; Maxwell equation system, uniaxial medium, arbitrary assigned boundary conditions. 

 
 

Ââåäåíèå 

Ñïåöèôèêà çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîîñíûõ ñðåäàõ (îã-
ðàíè÷èâàåìñÿ îäíîðîäíûìè è íå ïîãëîùàþùèìè 
ñðåäàìè) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðåøå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ âîëí – îáûêíî-
âåííîé («î») è íåîáûêíîâåííîé («å»), êàæäàÿ èç 
êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâîåé 
îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿ-
òåëüñòâà ïîëíîå ðàññìîòðåíèå óêàçàííîé çàäà÷è 
äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ íå òîëüêî îòûñêàíèå ðå-
øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, 
óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, 
íî è îïðåäåëåíèå âèäà ñàìèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, 
ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå â ñðåäå ïîëåé òîëü-
êî îäíîãî òèïà. Òàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ðàáîòà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííîé. Äåéñòâèòåëüíî, 
åñëè ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî èìåòü 
àïðèîðíî çàäàííûå ñâîéñòâà (â äàííîì ñëó÷àå 
âïîëíå îïðåäåëåííóþ ïîëÿðèçàöèþ), òî ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ íå ìîãóò áûòü âûáðàííûìè ïðîèçâîëüíî. 
 Â èìåþùèõñÿ ïóáëèêàöèÿõ äîñòàòî÷íî äåòàëü-
íî èññëåäîâàíû ïðîáëåìû îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå. Îò-
ìåòèì, íàïðèìåð, ðàáîòû [1, 2]. À âîò ðåçóëüòàòîâ, 
äîêàçûâàþùèõ åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèé, ò.å. óñòàíàâëèâàþùèõ èõ ñâÿçü ñ ãðàíè÷íûìè 
óñëîâèÿìè, íàéòè íå óäàëîñü, ðàâíî êàê è ðåçóëü- 
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òàòîâ, êàñàþùèõñÿ óïîìÿíóòîé âûøå îñîáåííîñòè 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îáñóæäåíèå ýòèõ ìîìåí-
òîâ, èãðàþùèõ âåñüìà âàæíóþ ðîëü â ïðèêëàäíûõ 
èññëåäîâàíèÿõ, è îïðåäåëÿåò îñíîâíóþ öåëü ïðåä-
ëàãàåìîé ñòàòüè. 

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ñòðîãèé ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåò èñïîëü-
çîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûå 
äëÿ âåêòîðíûõ çàäà÷ äîëæíû áûòü òåíçîðàìè [1]  
è ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. 
Êîíêðåòíûé âèä ïîñëåäíèõ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåò-
íûìè ñâîéñòâàìè ñðåäû è óñëîâèÿìè çàäà÷è. Îá-
ùåå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òåíçîðà Ãðèíà ñðåäû  
ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèåé ïðåäëîæåíî â [3]. 
Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãîêðàòíûå èíòåãðàëû, ñ ïîìîùüþ 
êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà, äåëàþò 
ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ðåçóëüòàòà 
âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû çàìåòíî 
óïðîùàþòñÿ, íî òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ïîêàçàíî è â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ïîëíîñòüþ íå 
ñíèìàþòñÿ – âûðàçèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà Ãðèíà 
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå óäàåòñÿ. Ïðèáëè-
æåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Ãðèíà 
îäíîîñíîé ñðåäû ïðåäëàãàþòñÿ â [4].  

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì, çàáåãàÿ âïåðåä, îòìå-
òèì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîäè-
êà, òàêæå áàçèðóþùàÿñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåíçîðà 
Ãðèíà, ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ èçáàâèòüñÿ îò óêàçàí-
íûõ âûøå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé. Êàê áóäåò 
ïîêàçàíî íèæå, ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé ñòðîãîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà 
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óäàåòñÿ ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ Êèðõãî-
ôà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ïðîöåäóðîé â ñêàëÿð-
íûõ çàäà÷àõ òåîðèè äèôðàêöèè. 

1. Îáùåå ðåøåíèå 

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ÷àñòîòå ω èí-
òåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû â àíèçîòðîïíîì äèýëåêòðèêå ñâî-
äèòñÿ ê îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 

 2rotrot ( ) ( ) ( ) 0,k− ε ω =E r E r�   (1) 

ãäå k = ω/c; ε�  – òåíçîð âòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.  

Ïóñòü òåíçîð âòîðîãî ðàíãà G(r, r0) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ 
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0 0 0rotrot ( , ) ( ) ( , ) 4 ( )G k G− ε ω = πχδ −r r r r r r
� �

� �   (2) 

(χ�  – åäèíè÷íûé òåíçîð; δ – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà). 

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè r0 
ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà V, îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé 
ïîâåðõíîñòüþ S ñ âíåøíåé íîðìàëüþ n, ðåøåíèå 
(1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå [5]: 
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Ïóñòü â (3) ïîâåðõíîñòü S ñîñòîèò èç ïëîñêî-
ñòè z = 0, çàìêíóòîé ïîëóñôåðîé áåñêîíå÷íîãî ðà-
äèóñà â îáëàñòè z > 0. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 
èñêîìîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ èçëó÷å-
íèÿ, òî èíòåãðàë ïî ïîëóñôåðå ìîæíî ïîëîæèòü 
ðàâíûì íóëþ, à (3) ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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ãäå òåïåðü – n(r) = – n = k – îðò îñè Z. 
Èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèé (4) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî 

íà ïëîñêîñòè z = 0 çàäàíû ëèáî ãðàíè÷íîå óñëîâèå 
äëÿ òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà E(r) [5]: 
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ëèáî ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ òàíãåíöèàëüíîé êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà H(r) [5]: 
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ãäå i è j – îðòû îñåé X è Y; ôóíêöèè Ex, Ey è Hx, 
Hy ñ÷èòàþòñÿ èñ÷åçàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè, à â îñ-
òàëüíîì ïðîèçâîëüíûìè. ×òîáû íå óñëîæíÿòü çà-
äà÷ó, ðàññìàòðèâàÿ åùå è îòðàæåííûå âîëíû, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) èëè (6) 
îïðåäåëåíû óæå âíóòðè îäíîîñíîé ñðåäû. 

Íàïðàâèì îñü X ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü îï-
òè÷åñêîé îñè ñðåäû. Ïðè ýòîì äëÿ íåíóëåâûõ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà ε� èìååì [1]: 
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ãäå ne è nî – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ îä-
íîîñíîé ñðåäû. 
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ßâíûé âèä I ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè 1,  
à çäåñü îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè, êîòî-
ðûå âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç åå îïðåäåëåíèÿ: 
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Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî (ñì. Ïðèëîæåíèå 2) 
ðàâåíñòâî 
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ãäå F(x, y) – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. 
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Èñïîëüçóÿ ñêàçàííîå âûøå, ïðÿìîé ïîäñòàíîâ-
êîé íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà ïîêàçàòü, ÷òî òî÷-
íûì ðåøåíèåì (1), óäîâëåòâîðÿþùèì ãðàíè÷íîìó 
óñëîâèþ (5) (÷òî ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì åãî 
åäèíñòâåííîñòè), îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 
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Òî÷íûì ðåøåíèåì (1), óäîâëåòâîðÿþùèì ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ (6) (÷òî äîêàçûâàåò åãî åäèíñò-
âåííîñòü), òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë (12), â êîòîðîì 
ôóíêöèÿ V èìååò âèä 

 
2 2

2

2
,

e e
x x y o e

g gV ik H H k g
x y x

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞∂= − +⎢ ⎥⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  
22

2

2
,

e

y x yo o

gW
V ik H Hk g

x yy

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂
= −+⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (14) 

 
2 2

.

e
z x y

W g
V ik H H

y z x z

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå β = 1 (no = ne = n, 
go = ge, I = 0) âûðàæåíèÿ (12)–(14) îïðåäåëÿþò 
ðåøåíèå (1) äëÿ ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â îä-
íîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå. 

2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ  
äëÿ îáûêíîâåííûõ è íåîáûêíîâåííûõ 

âîëí 

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ (5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè z = 0 ãðà-
íè÷íîå ïîëå íå èìååò ïðîåêöèè íà îïòè÷åñêóþ îñü 
(â íàøåì ñëó÷àå íà îñü X). Òîãäà âìåñòî (5) ïîëó-
÷àåì 
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lim ( ) ( , ) ( , ) .o

y y
z

E x y E x y
→

⎡ ⎤⎡ ⎤× = − ≡ −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦E r k i i   (15) 

Ðåøåíèåì (1), óäîâëåòâîðÿþùèì (15), áóäåò 
ôóíêöèÿ (12), ãäå âìåñòî (13) íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü  

 2 20, , .o oo o

x y o y z o y

g g
V V k E V k E

z y

∂ ∂
= = = −

∂ ∂
  (16) 

Â [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáûêíîâåííîé âîëíîé 
(«î»-âîëíà) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå (1), êîòîðîå íå èìååò 
ïðîåêöèè íà îïòè÷åñêóþ îñü ñðåäû. Ïîñêîëüêó (12) 
ñ (16) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, ïîñòîëüêó ýòî 
ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ýëåêòðè÷åñêóþ íàïðÿæåííîñòü 
«î»-âîëíû. 

Ïîäñòàâëÿÿ (12) ñ (16) â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà, íàõîäèì âåêòîð H – ìàãíèòíóþ íàïðÿæåííîñòü 
«î»-âîëíû: 
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì 
çàäàíèÿ òàêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå ãàðàí-
òèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå òîëü-
êî â âèäå «î»-âîëíû. Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé 
ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü äîñòèãíóò è â òîì ñëó÷àå, 
êîãäà íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè áóäåò çàäàíà òàíãåí-
öèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà H. Îäíàêî ïðè ýòîì 
ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ñìîæåò áûòü òîëüêî îäíà 
èç ôóíêöèé – Íõ èëè Íó, îïðåäåëÿþùèõ óñëîâèå 
(6). Âòîðàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî  
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.  

Ïðåäïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî íà ïëîñêîñòè z = 0 
âåêòîð ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íå èìååò 
ïðîåêöèè íà îïòè÷åñêóþ îñü ñðåäû. Äëÿ ýòîãî ÷à-
ñòíîãî ñëó÷àÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ èç (6) 
è èìååò âèä 

0
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y y
z

r kH x y ikH x y
→

⎡ ⎤⎡ ⎤× = − ≡ −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦E k i ii   (18)  

Ðåøåíèåì (1), óäîâëåòâîðÿþùèì (18), ÿâëÿåò-
ñÿ èíòåãðàë (12), ãäå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü 
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Äëÿ âåêòîðà ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè â ýòîì 
ñëó÷àå íàõîäèì 
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Ïî îïðåäåëåíèþ èç [6], ðåøåíèå óðàâíåíèé 
Ìàêñâåëëà, ó êîòîðîãî âåêòîð H íå èìååò ïðîåê-
öèþ íà îïòè÷åñêóþ îñü ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ «e»-
âîëíîé. Â ñèëó ýòîãî (12) ñ (19) è (20) îïðåäåëÿþò 
ïîëå íåîáûêíîâåííîé âîëíû, à ñîîòíîøåíèå (18) – 
íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, êîòîðûé 



 Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîîñíûõ ñðåäàõ 575 
 

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå 
òîëüêî â âèäå «å»-âîëíû. Ýêâèâàëåíòíûé, íî áîëåå 
òðóäîåìêèé ñïîñîá «ïðåâðàùåíèÿ» îáùåãî ðåøåíèÿ 
(12), (13) â «å»-âîëíó áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçä. 3. 
 Èòàê, ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðå-
øàòü çàäà÷è ñëåäóþùåãî òèïà. Ïîëå íà ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè (ïëîñêîñòü z = 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ñóïåðïîçèöèþ «î»- è «e»-âîëí. Åñëè ïðè ýòîì îêà-
çûâàþòñÿ èçâåñòíûìè êîìïîíåíòû o

yE  («î»-âîëíà) 
è 

e

yH  («å»-âîëíà), òî ïîëå â ëþáîé òî÷êå z > 0 îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñòðîãî è îäíîçíà÷íî. Òàêîãî ðîäà çàäà-
÷è òèïè÷íû äëÿ òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåð-
íîãî èçëó÷åíèÿ â íåëèíåéíûõ îäíîîñíûõ êðèñòàë-
ëàõ, êîãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïàäàþùåå èçëó÷åíèå íà 
îñíîâíîé ÷àñòîòå ïîëÿðèçîâàíî òàê, ÷òîáû îáåñïå-
÷èòü ïîÿâëåíèå â êðèñòàëëå ëèáî òîëüêî «î»-, ëèáî 
òîëüêî «å»-âîëí. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåí-
íûå âûøå ðåøåíèÿ ïðèìåíèìû òîëüêî â íåêîòî-
ðûõ, õîòÿ è äîñòàòî÷íî âàæíûõ, íî ÷àñòíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Îáùàÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ â îäíîîñ-
íîé ñðåäå äîëæíà ôîðìóëèðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì. Èñõîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò 
ïðîèçâîëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü 
åäèíñòâåííóþ êîìáèíàöèþ «î»- è «å»-âîëí, êîòîðàÿ 
áóäåò ïîðîæäåíà â îäíîîñíîé ñðåäå ýòèì ïàäàþùèì 
èçëó÷åíèåì. Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå. 
 

3. Ïðîèçâîëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

Îáðàòèâøèñü ê âûðàæåíèþ (17), ëåãêî óâè-
äåòü, ÷òî êîìïîíåíòû (Hî)x è (Hî)y îáûêíîâåííîé 
âîëíû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì 
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Ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåé îáëàñòè íà-
áëþäåíèÿ, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íóþ ïëîñêîñòü z = 0. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííû-
ìè êîìïîíåíòû (Ee)x è (Ee)y íåîáûêíîâåííîé âîë-
íû. Äåéñòâèòåëüíî, èç (19) íàõîäèì óðàâíåíèå 
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êîòîðîå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ è ïðè 0.z →  
Íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà ïîêàçàòü ñïðà-

âåäëèâîñòü îáðàòíûõ çàÿâëåíèé. Åñëè êîìïîíåíòû 
Ex è Ey, îïðåäåëÿþùèå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (5), ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì (22), òî ðåøåíèå 
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, óäîâëåòâîðÿþùåå (5), áóäåò 
«e»-âîëíîé. Åñëè êîìïîíåíòû Hx è Hy, îïðåäåëÿþ-
ùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6), ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé 
ñîîòíîøåíèåì (21), òî ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàê-
ñâåëëà, óäîâëåòâîðÿþùåå (6), áóäåò «î»-âîëíîé. 

Ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðèâåäåííûõ ðàñ-
ñóæäåíèé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Óðàâíåíèÿ (21), 
(22) ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì îïðåäåëåíèåì «î»- è «å»- 
ïîëåé. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü óêàçàííûõ óðàâíå-
íèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü 
«äåêîìïîçèöèþ» ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ò.å. âûäåëèòü 

êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîãî ïîëÿ, îòâåòñòâåííûå çà ïî-
ÿâëåíèå â îäíîîñíîé ñðåäå «o»- è «å»-âîëí. Ïðîäå-
ìîíñòðèðóåì îáùèé ñëó÷àé ðåàëèçàöèè òàêîé âîç-
ìîæíîñòè. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàííûì ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå (5). Ïî îïðåäåëåíèþ «î»- è «å»-âîëí 
èç [6] êîìïîíåíòà Ex ãðàíè÷íîãî ïîëÿ ìîæåò ïðè-
íàäëåæàòü òîëüêî «å»-âîëíå, à êîìïîíåíòà Ey ôîð-
ìèðóåòñÿ è «î»-, è «å»-ïîëÿìè. Ñêàçàííîå ìîæíî 
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 ,

e

x x
E E=  .

o e

y y yE E E= +   (23) 

Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (22) ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ .

e

yE  Ïî-

ñëåäíåå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî âñåãäà ðåøèòü, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. 
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîì ãðà-
íè÷íîì óñëîâèè (5) òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû 
«î»- è «å»-âîëí íà ïëîñêîñòè z = 0 îêàçûâàþòñÿ 
èçâåñòíûìè. 

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíê-
öèþ â (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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Èñïîëüçóÿ (22) è ïðèåì, ïðåäñòàâëåííûé â Ïðèëî-
æåíèè 3, âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò Ve èç (24) 
ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Ïîñëå íåñëîæíûõ 
âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî  
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Ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî (12) ñ (24) è (25) îïðåäå-
ëÿþò ñòðîãîå ðåøåíèå (1) â âèäå ñóïåðïîçèöèè «î»- 
è «å»-âîëí, êîòîðàÿ ïðè 0z →  îáåñïå÷èâàåò âûïîë-
íåíèå çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5). Îòìåòèì, 
÷òî åäèíñòâåííîñòü äåêîìïîçèöèè ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå (23), îáåñïå÷èâàåò åäèíñò-
âåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (1) ñóììîé «î»-  
è «å»-âîëí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 
(1) è óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. 
 Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî 
ïðåäëîæèòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ èìåþò âèä (6). Òåïåðü âìåñòî (23) çàïèñûâàåì 
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x x
H H=  .

o e

y y yH H H= +   (26) 

3. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 7. 
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Ñ ïîìîùüþ (21) íàõîäèì ôóíêöèþ o

yH  è ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå (1) èìååò âèä (12) ñ (24). Äëÿ 
êîìïîíåíò (24),   èñïîëüçóÿ (21),   ëåãêî   ïîëó÷èòü 
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Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïåðå÷èñëèì ñè-
òóàöèè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè âàðüèðîâà-
íèè, íàïðèìåð, ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5). Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6) ñóòü äåëà, ðà-
çóìååòñÿ, íå èçìåíèòñÿ. 

1) 0, 0x yE E≠ ≠  – â îäíîîñíîé ñðåäå ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ äâå âîëíû («î»- è «å»-). 

2) 0, 0x yE E= ≠  – â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ 
òîëüêî «î»-âîëíà. 

3) 0, 0, ( / ) 0, ( / ) 0x y x xE E E x E y≠ = ∂ ∂ ≠ ∂ ∂ ≠  – 
â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îáå âîëíû, ïðè÷åì ïðè 
z = 0 âûïîëíÿåòñÿ .

o e

y yE E= −  
4) 0, 0x yE E≠ =  ëèáî ( / ) 0,

x
E x∂ ∂ =  ëèáî 

( / ) 0
x

E y∂ ∂ =  – â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî 
«å»-âîëíà, êîòîðàÿ, âïðî÷åì, íå óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ íà èçëó÷åíèå.  

Äëÿ ïåðâûõ òðåõ ñèòóàöèé, èìåþùèõ ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë, âèä ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû-
ðàæåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå. 

4. Ïðèáëèæåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

Ðåçóëüòàòû ðàçä. 3 ïîçâîëÿþò ïðè ïðîèçâîëüíî 
çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (5) èëè (6) ïðåäñòà-
âèòü ðåøåíèå (1) â âèäå åäèíñòâåííî âîçìîæíîé 
êîìáèíàöèè «î»- è «å»-âîëí. Ïðîáëåìà ñîñòîèò  
â òîì, ÷òî ïðîöåññ äåêîìïîçèöèè ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé, ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (21) èëè 
(22), ìîæåò â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå îêàçàòüñÿ äå-
ëîì äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò 
îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë ïîêàçàòü ïðè-
áëèæåííûé âàðèàíò äåêîìïîçèöèè (ò.å. íàéòè ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è) è óêàçàòü óñ-
ëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþùàÿ îøèáêà áóäåò 
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. 

Îáðàòèâøèñü ê ðàçä. 3, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî 
ñëîæíîñòü è ðåçóëüòàò ïðîöåññà äåêîìïîçèöèè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íå çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ñðåäû. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, âñå ñêàçàííîå â ðàçä. 3 ïðèìåíèìî 
äëÿ ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â èçîòðîïíîé ñðå-
äå. È â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
â âèäå ñóïåðïîçèöèè îáûêíîâåííîé (âåêòîð E íå 
èìååò êîìïîíåíòû Ex) è íåîáûêíîâåííîé (âåêòîð H 
íå èìååò êîìïîíåíòû Hx) âîëí. Ïîíÿòíî, ÷òî íèêà-
êèõ äðóãèõ îòëè÷èé «èçîòðîïíûå» «î»- è «å»-âîëíû 
èìåòü íå áóäóò. Ïðåäëàãàåìûé ïðèáëèæåííûé ïîä-
õîä áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïðèìåíèòåëüíî ê èçî-
òðîïíîé ñðåäå, èñêëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ýêîíîìèè 
ìåñòà. 

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè z = 0, âíóòðè èçîòðîïíîé 
ñðåäû (ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n), îïðåäåëåíû 
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5). Îïÿòü-òàêè äëÿ óïðîùåíèÿ 
âû÷èñëåíèé, íå âëèÿþùèõ íà ñóòü ïðåäëàãàåìîãî 
ïîäõîäà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçû êîìïëåêñíûõ 
ôóíêöèé Ex(x, y) è Ey(x, y), âõîäÿùèõ â (5), íå 
çàâèñÿò îò êîîðäèíàò x è y.  

Äëÿ âûáðàííîãî ñëó÷àÿ, ñîãëàñíî (12) è (13), 
ðåøåíèåì (1) áóäåò ôóíêöèÿ 

0

0

1
( ) ,

2
x yx

z

g gg g
E EE dxdy

x yz z

+∞

=
−∞

∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞
+= + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂π ∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫E r i j kyE   

  (28) 

ãäå  

 0( , ) exp( )/ , ;o og g ik R R k nk≡ = ≡r r   

 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( ) .R x x y y z z= − + − + −  

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè xk = x0, yk = y0, 
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 

 
1 1

.
o

i
o

ki j j j

E g R
k

E g →∞

∂ ∂ ∂
→

∂α ∂α ∂α
�   (29) 

Çäåñü  
 , ;i x yE E E≡  , .j x yα ≡  

Èñïîëíåíèå (29) ïîçâîëÿåò èíòåãðàë (28) îöå-
íèòü ïî ìåòîäó ñòàöèîíàðíîé ôàçû [7] â îêðåñòíî-
ñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ïîñëå íåñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ 
âìåñòî (28) ïîëó÷àåì 

( ) ( , ) ( , )

exp( ) ( ).

yx

x y

o

o

EE
E x y E x y

x yik

ik z r

∂⎡ ⎤⎛ ∂ ⎞
+= + − ×⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

′× ≡

k
E r i j

E

  

(30)

 

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ (30), òàê æå êàê 
òî÷íîå ðåøåíèå (28), óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó 
óñëîâèþ (5) è èìååò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ. Îäíàêî 
â îòëè÷èå îò (28) êîìïîíåíòû âåêòîðà (30) óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà òîëüêî ïðèáëè-
æåííî. Ïîêàæåì ýòî. 

Ïîñêîëüêó âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |∂R/∂αj| ≤ 
≤ 1, òî èñïîëíåíèå (29) çàâåäîìî îáåñïå÷èâàåò 
ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé 
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2
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i i i
o o i
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E E E
k k E

z

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ =

∂α ∂α ∂α ∂
� �   (31) 

ãäå , , ;i x y zE E E E′ ′ ′ ′=  , .j k x yα α ≡  

Â ñèëó (31) èìååì 

 ( )
2

2 2 2

2
.

i
i o i o i

E
E k E k E

z

⎛ ⎞′∂
′ ′ ′∇ + ≈ +⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
  (32) 

Ïðàâàÿ ÷àñòü (32) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, 
à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû ïîëÿ (30) äåéñò-
âèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ïðè÷åì ðàçëè÷èÿ ìåæäó (30) 
è òî÷íûì ðåøåíèåì (28) áóäóò òåì ìåíåå ñóùåñò-
âåííûìè, ÷åì òî÷íåå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (29). 

×òîáû ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðèáëèæåíèÿ 
(30), äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (29) ïðè 
ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ âûïîëíÿåòñÿ òåì òî÷íåå, 
÷åì ìåíüøå äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, (30) – ýòî ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè. Îáðàòèâøèñü ê (29), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî «íå-
âîçìóùåííîå» ïîëå (30) áóäåò òåì ëó÷øå ñîâïàäàòü 
ñ äèôðàãèðóþùåé âîëíîé (28), ÷åì áëèæå ê ãðà-
íè÷íîé ïëîñêîñòè z = 0 ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè ðåøå-
íèÿ. Â ïðåäåëå ïðè z → 0 ïðåäñòàâëåíèå (30) ñëå-
äóåò ñ÷èòàòü ïðèìåíèìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ  

 ( )/ 1,aλ ∼ ϕ �   (33) 

ãäå a – ìèíèìàëüíûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ãðàíè÷-
íîãî ïîëÿ (5) ñ äëèíîé âîëíû λ; ϕ – äèôðàêöèîí-
íàÿ ðàñõîäèìîñòü. 

Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé 
ïðèíöèï èñïîëüçîâàíèÿ îáñóæäàåìîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìàëûå âåëè÷èíû ∼ ϕ ñîõðàíÿþò-
ñÿ, à ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (∼ ϕ2) ñ÷è-
òàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì 
ïðèíöèïîì è áûëî çàïèñàíî ðåøåíèå (30), ó êîòî-
ðîãî êîìïîíåíòà 

z
E′  èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëî-

ñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ 
x

E′  è .yE′  Èìåííî ñîõðàíåíèå 
ýòîé ìàëîé âåëè÷èíû è ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ñòðî-
ãîå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íà äèâåðãåíöèþ, ò.å. ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñóùåñòâåííî âåêòîðíóþ çàäà÷ó (ñì., 
íàïðèìåð, [7]). 

Îïðåäåëèì, êàê â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè áóäåò âûãëÿäåòü âåêòîð ìàãíèòíîé íà-
ïðÿæåííîñòè. Èñïîëüçóÿ (30), ïîëó÷àåì 

 
22

2 2
0

22

2 2

( ) rot ( ) exp( )

1

1
.

o

yx
y

y xyx
x

oo

c
n ik z

i

EE
E

k x y y

E EEE
E

x yikk x yx

′ = = ×
ω

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎪ ∂
× − + ++⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂⎛ ∂ ⎞∂ ⎪∂
−− ++⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦ ⎭

H r E r

i

k
j+

  

(34)

 

Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñôîðìóëèðîâàí-
íûì ïðèíöèïîì, â (34) íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ñëà-
ãàåìûå ∼ ϕ2. Â ðåçóëüòàòå 

( ) exp( ) ( ) ( ) .
y x

o y x

o

E E
n ik z E E

x yik

∂⎡ ⎤⎛ ∂ ⎞
′ −= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

k
H r i j  

    (35) 

Âîçâðàòèìñÿ ê îñíîâíîé òåìå íàñòîÿùåãî ðàç-
äåëà. Âñïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòà Ex, ïî îïðåäåëåíèþ, 
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî «å»-âîëíå. Ñîîòâåòñò-
âåííî êîìïîíåíòà y xH E′ =  òàêæå äîëæíà îòíîñèòü-
ñÿ ê íåîáûêíîâåííîé âîëíå. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íî êîìïîíåíòà 

x
H′

 ìîæåò áûòü òîëüêî ó «î»-âîëíû. 
Íî èç (35) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî .x yH E′ = −  Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîìïîíåíòà Ey äîëæíà îòíîñèòñÿ ê «î»-âîëíå. 
Ñêàçàííîå è ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ïðèáëèæåííóþ 
äåêîìïîçèöèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åñëè ïîñëåäíèå 
çàäàíû â âèäå (5), òî èõ ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþ-
ùèìè: 

0,o

xE =  ( , ),o

y yE E x y�  0,e

x
H =  ( , ).e

y xH nE x y�   (36) 

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â ôîðìå (6), 
òî èõ ïðèáëèæåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ èìååò âèä 

 

1
0, ( , );

0, ( , ).

o o

x y x

e e

x y y

E E H x y
n

H H H x y

=

=

�

�

   (37) 

Ïîíÿòíî, ÷òî (36) è (37) – ïðÿìîå ñëåäñòâèå îò-
áðàñûâàíèÿ âåëè÷èí ∼ ϕ

2. 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâà (36) è (37) ïî-

çâîëÿþò ïðè ëþáîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé – (5) èëè (6) – íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèé 

o

yE  è e

yH  è, ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøå-
íèÿìè èç ðàçä. 2. Â ðåçóëüòàòå è â òîì, è â äðóãîì 
ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî  

 , ,
o e o e

= + = +E E E H H H   (38) 

Ôóíêöèè (38) áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñòðîãèì ðåøåíè-
åì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, íî óäîâëåòâîðÿòü ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (5) èëè (6) ýòè ðåøåíèÿ áóäóò 
òîëüêî ïðèáëèæåííî. Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîêà-
çàòü, ÷òî âìåñòî (5) èëè (6) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðà-
âåíñòâà  

 2

0

lim ( ) ( , ) ( , ) ( ),y x
z

E x y E x y O
→

⎡ ⎤× = − + + ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦E r k i j  

 2

0

lim ( ) ( , ) ( , ) ( ),y x
z

H x y H x y O
→

⎡ ⎤× = − + + ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦H r k i j   

ãäå 2( )O ϕ  – ìàëûå âåëè÷èíû ∼ ϕ
2. 

«Ôèçè÷åñêèé ñìûñë» îøèáêè, îáóñëîâëåííîé 
èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 
(36) èëè (37), ñâåäåòñÿ ê íåâåðíî îïðåäåëåííîìó 
ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè ìåæäó îáûêíîâåííîé è íå-
îáûêíîâåííîé âîëíàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî óêàçàííàÿ 
îøèáêà áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì òî÷íåå íà ãðàíè÷íîé 
ïëîñêîñòè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (33). 

Çàêëþ÷åíèå 

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé 
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè 
â îäíîîñíîé ñðåäå íà ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè,  

3*. 
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íàïðèìåð z = 0, çàäàíû ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèÿ òàí-
ãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ëèáî âåêòîðà E, ëèáî âåê-
òîðà H, òî ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðå-
çóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàéòè ñòðîãîå è åäèíñòâåííîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïðîèçâîëüíîé 
ïëîñêîñòè z > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå òîìó èëè äðóãî-
ìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, è óêàçàòü åäèíñòâåííóþ 
êîìáèíàöèþ «î»- è «å»-âîëí, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé 
ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî. Îòìåòèì 
ìîìåíòû, îãðàíè÷èâàþùèå îáùíîñòü ïðèâåäåííûõ 
ðåçóëüòàòîâ. 

Íàèáîëåå ïðîáëåìàòè÷íûì âûãëÿäèò îáîáùåíèå 
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íàÿ 
ïîâåðõíîñòü ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò áûòü ïëîñêîé. 
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ïîâåðõíîñòè S ïîêàçàíî â ðàçä. 1, îäíàêî 
äëÿ òîãî ÷òîáû èì âîñïîëüçîâàòüñÿ, íåîáõîäèìî äî-
êàçàòü ðÿä ïîëîæåíèé, à òàêàÿ ðàáîòà ïîêà íå ïðî-
âîäèëàñü. Åñëè ïîâåðõíîñòü S íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, 
òî ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà äåêîìïîçèöèè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé äîëæíà áûòü ïåðåñìîòðåíà. Ìîæíî ëè 
è â ýòîì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàòü íà ïîÿâëåíèå ñîîòíî-
øåíèé òèïà (21) è (22) – âîïðîñ ïîêà îòêðûòûé. 
 Âñå ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåçóëü-
òàòû çàïèñàíû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ó êîòîðîé îäíà 
èç îñåé (â íàøåì ñëó÷àå îñü X) ñîâïàäàåò ñ îïòè÷å-
ñêîé îñüþ ñðåäû. Ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò âîçíèêíóò ïðîáëåìû (õîòÿ, âåðîÿò-
íî, è íå ïðèíöèïèàëüíûå), ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì 
óðàâíåíèÿ äëÿ òåíçîðà Ãðèíà. Åñëè ãðàíè÷íàÿ ïî-
âåðõíîñòü îñòàåòñÿ ïëîñêîé, à ñèñòåìà êîîðäèíàò 
äåêàðòîâîé, òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ìîæíî 
ïîëó÷èòü, ïðåîáðàçîâàâ äîëæíûì îáðàçîì ðåçóëü-
òàòû, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Òàêàÿ 
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàëàñü, íàïðèìåð, â [8]. 

Âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðåäïîëîæåíèè  
î òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â îäíîîñíîé 
ñðåäå. Ïîíÿòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå èçâåñòíûì ñëåäóåò 
ñ÷èòàòü ïîëå, ïàäàþùåå íà àíèçîòðîïíóþ ñðåäó, 
íàïðèìåð íà îäíîîñíûé êðèñòàëë. Ïðîáëåìà íàõî-
æäåíèÿ ïðåëîìëåííîãî ïîëÿ, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå 
è áóäåò îïðåäåëÿòü èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè 
ðàññìàòðèâàëàñü â [9]. Ñòðîãîå ðåøåíèå ýòîãî âî-
ïðîñà ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé 
è ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè íå îáñóæäàåòñÿ. 

Âñå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ìîäåëè ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ñðåäû. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ â ðåàëüíîì 
êðèñòàëëå êîíå÷íîñòü ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ êðè-
ñòàëëà ñóùåñòâåííîé ðîëè íå èãðàåò, ïîñêîëüêó îíè, 
êàê ïðàâèëî, ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ïó÷êà. À âîò 
âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âû-
õîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà (ïëîñêîñòü z = L, ãäå L – 
äëèíà êðèñòàëëà) íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé è äîëæíà 
îáñóæäàòüñÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I ââåäåì âñïîìîãà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ 
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Ïðè ýòîì äëÿ I áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 
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ãäå r = (x, y, z), r′ = (x, βy, βz). Èìåÿ â âèäó, ÷òî 
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åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîêðàòíîãî èíòå-
ãðàëà 
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ãäå âåëè÷èíà X(y, z) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, 
÷òîáû äëÿ I âûïîëíÿëîñü óñëîâèå èçëó÷åíèÿ. Èíòå-
ãðàë (Ï4) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðå-

ìåííûõ 2 2 2
,u s y z s= + + ±  ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè 

åãî ê èíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòå 

 ( )1

e
( ) ,( )

4

oik x

oF E ik r x
i

± = ± ±
π

r

∓

 1

e
( ) .

t

x

E x dt
t

∞
−

= ∫  (Ï5) 

Ïîäñòàâëÿÿ (Ï5) â (Ï2), ïîëó÷èì ÿâíîå âûðà-
æåíèå äëÿ èíòåãðàëà I. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå 
âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî 
ìíîæèòåëÿ ñî ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé Ãðèíà îäíîîñ-
íîé ñðåäû, ïðèâåäåííîé â [2]. 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (11) ïðèìåíèì ê íå-

ìó îïåðàòîð 
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ñîîòíîøåíèåì, ñëåäóþùèì èç îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè Ãðèíà ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0: 
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Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü 
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Ýòî òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé îãðàíè-
÷åííîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F(x, y), óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ. 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3 

Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû âèäà (12) ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäÿòñÿ ê ñóììå èíòå-
ãðàëîâ òèïà ñâåðòêè ïî ïëîñêîñòè z = 0, òî îïåðà-
öèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì x, y ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü êàê êî âñåìó ïîäûíòåãðàëüíîìó 
âûðàæåíèþ, òàê è ê ëþáîìó èç ñîìíîæèòåëåé, áåç 
èçìåíåíèÿ ðåçóëüòàòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàòü (12) ñ ïîäñòàíîâêîé 
Ve èç (24) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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Ïðîâåäåì â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïî-
ñëåäíåé ôîðìóëû (Ï8) îáðàòíûé ïåðåíîñ îïåðàöèè 
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ôóíêöèþ I, ïîñëå ÷åãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (10). Â ðåçóëüòàòå áóäåì 
èìåòü 
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ (25). Ïðåîáðàçîâàíèÿ 
äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé 
âîëíû âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (Ï8, Ï9). 

 
1. Ôåëñåí Ë., Ìàðêóâèö Í. Èçëó÷åíèå è ðàññåÿíèå 

âîëí. Ò. 2. Ì.: Ìèð, 1978. 555 ñ. 
2. Lindell I.V., Olyslager F. A collection of Green Func-

tions // Electromagn. Laborat. Report Series. Report 
319. Espoo:HUT, 1999. 16 p. 

3. Áóíêèí Ô.Â. Îá èçëó÷åíèè â àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ 
// Æ. ýëåêòðîòåõí. ôèç. 1957. ¹ 2. Ñ. 338–346. 

4. Òâîðîãîâ Ñ.Ä., Òðîèöêèé Â.Î. Ñóììèðîâàíèå ÷àñòîò 
â ñôîêóñèðîâàííûõ ïó÷êàõ // Îïòèêà àòìîñô. 1990. 
Ò. 3, ¹ 3. Ñ. 266–272. 

5. Òàìì È.Å. Îñíîâû òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà (èçä. 9-å, 
äîï.) Ì.: Íàóêà, 1976. 617 ñ. 

6. Òâîðîãîâ Ñ.Ä., Òðîèöêèé Â.Î. Òî÷íûå è ïðèáëèæåí-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà â îäíîîñíîé, 
îäíîðîäíîé ñðåäå // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 2005. 
Ò. 18, ¹ 9. Ñ. 744–753.  

7. Áîðí Ì., Âîëüô Ý. Îñíîâû îïòèêè. 2-å èçä. Ì.: Íàó-
êà, 1973. 719 ñ. 

8. Òðîèöêèé Â.Î. Ñêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãåíåðà-
öèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êðèñòàëëå // Îï-
òèêà  àòìîñô.  è  îêåàíà.  2007.  Ò. 20,  ¹ 9. Ñ. 810–821. 

9. Êîëîñîâ Â.Â., Òðîèöêèé Â.Î. Ïàðàêñèàëüíîå ïðè-
áëèæåíèå äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êîâ â ïëîñ-
êîñëîèñòîé ñðåäå // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 2005. 
Ò. 18, ¹ 9. Ñ. 754–759. 
 

 
D.A. Marakasov and V.O. Troitskii. Propagation of electromagnetic radiation in uniaxial media. 
A strict approach, based on the use of the tensor Green function, to solution of the Maxwell equations for 

the monochromatic field in a homogeneous uniaxial medium is considered. A general solution is presented satis-
fying arbitrarily specified boundary conditions. Requirements for boundary conditions are formulated, which 
provide for field existence in a uniaxial medium either in the form of only ordinary or only extraordinary wave. 
The results allow decomposition of arbitrarily specified boundary conditions, i.e., their representation in the 
form of only possible combination of two components, each of which is responsible for propagation of waves  
of only one type. An approximated decomposition of boundary conditions, applicable for paraxial beams, is  
suggested. 

 


