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Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå  
â óñëîâèÿõ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïó÷îê ôîðìèðóåòñÿ ìíîãîýëåìåíòíîé àïåðòóðîé. 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ  êîãåðåíòíîå è íåêîãåðåíòíîå ñëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïîëåé ìíîãîýëåìåíòíîé àïåðòóðû. 
Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà â ñðàâíåíèè  
ñ ýêâèâàëåíòíûì ãàóññîâûì ïó÷êîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè  êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè 
ïîëåé, ôîðìèðóåìûõ îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè âûõîäíîé àïåðòóðû, âîçíèêàåò ñëîæíàÿ äèôðàêöèîííàÿ êàð-
òèíà. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè, êàê ãàóññîâà ïó÷êà, òàê è ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà, 
ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, êîãäà ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè Nc > 1. Â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè  
è ñèëüíîé  íåëèíåéíîñòè èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ áëèçêè ê õà-
ðàêòåðèñòèêàì ãàóññîâà ïó÷êà, ýôôåêòèâíûé ðàçìåð êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ìíîãîýëåìåíòíîãî 
ïó÷êà. Èíòåíñèâíîñòü ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ôëóêòóèðóåò ïðè íåêîãåðåíòíîì 
ñëîæåíèè ïîëåé ìåíüøå, ÷åì ïðè êîãåðåíòíîì. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå, ñàìîâîçäåéñòâèå, êîìáèíèðîâàííûå ïó÷êè; simulation, thermal 
blooming, combinied beam. 

 

Ââåäåíèå 

Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èç-
ëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå, îñíîâàííîå íà ÷èñëåííîì 
ðåøåíèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì 
ïðèáëèæåíèè [1], ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ åäèíîãî ïîä-
õîäà èññëåäîâàòü êàê ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè èçëó÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå ìîù-
íîñòè â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, òàê è èíôîðìà-
öèîííûå, ñâÿçàííûå ñ êîãåðåíòíîñòüþ è óðîâíåì 
ôëóêòóàöèè ñâåòîâîãî ïîòîêà [2–7]. Â îñíîâå òàêîãî 
ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ëåæèò ïðîöåäóðà çàìåíû 
ñïëîøíîé ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èçëó-
÷åíèå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òîíêèõ ýêðàíîâ, èìèòè-
ðóþùèõ èñêàæåíèÿ, ïðèîáðåòàåìûå îïòè÷åñêîé âîë-
íîé ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ [8–19]. Èñïîëüçîâàíèå 
ìîäåëåé âûñîòíûõ ïðîôèëåé ïàðàìåòðîâ àòìîñôå-
ðû, âëèÿþùèõ íà ðàñïðîñòðàíåíèå îïòè÷åñêîãî 
èçëó÷åíèÿ, ïîçâîëÿåò îáîáùèòü àëãîðèòì ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè òðàññû 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ â àòìîñôåðå Çåìëè [8, 13, 20]. 

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî 
ýôôåêòèâíî èçó÷àòü ñâîéñòâà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ 
â òóðáóëåíòíîé ñðåäå ëàçåðíûõ ïó÷êîâ c íåãàóññî-
âûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè 
[15, 21–26], äëÿ êîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç 
çàòðóäíåí âñëåäñòâèå åãî ñëîæíîñòè èëè íåâîçìîæåí. 
 

 

* Âèêòîð Àðñåíòüåâè÷ Áàíàõ (banakh@iao.ru); Àíä-
ðåé Âÿ÷åñëàâîâè÷ Ôàëèö (falits@iao.ru). 

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êîâ, 
ñôîðìèðîâàííûõ ìíîãîýëåìåíòíûìè àïåðòóðàìè  
â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïîëåé ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì àìïëèòóäû íà îòäåëüíûõ ýëåìåíòàõ, ïðè 
ýòîì ñëîæåíèå ýòèõ ïîëåé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ 
êàê êîãåðåíòíî, òàê è íåêîãåðåíòíî. Îñíîâíîå ïðå-
èìóùåñòâî ìíîãîýëåìåíòíûõ àïåðòóð çàêëþ÷àåòñÿ  
â òîì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ìîæíî ñôîðìèðî-
âàòü ïó÷êè èçëó÷åíèÿ ñ áîëüøîé ïëîòíîñòüþ ýíåð-
ãèè è ìàëîé óãëîâîé ðàñõîäèìîñòüþ [23, 24].  

Â ðàáîòàõ [21, 22] ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü êîìáèíèðîâàííûõ ãàóññîâûõ èñòî÷íè-
êîâ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîé àíàëè-
çèðóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè îïòè÷åñêîãî ïîëÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìíîãîýëåìåíòíîé àïåðòóðû 
è îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè êîìïåíñà-
öèè èñêàæåíèé, âíîñèìûõ àòìîñôåðíîé òóðáóëåíò-
íîñòüþ. Îäíàêî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ÷àñòü ýíåð-
ãèè ïîãëîùàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì 
èñêàæåíèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ïîïå-
ðå÷íîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîñòè 
èç-çà òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ [6, 8, 9, 11, 16, 27]. 
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé ìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ, ôîðìèðóåìûõ ìíîãîýëåìåíòíûìè àïåðòó-
ðàìè, ïðè íåñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñò-
âèè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå è ðåçóëüòàòû åãî 
àïðîáàöèè â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. 
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Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ 

Ñîãëàñíî [6, 27] äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 
ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç ïàðàáîëè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ îïòè-
÷åñêîé âîëíû U è óðàâíåíèÿ äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé 
ïðîíèöàåìîñòè ε1, ó÷èòûâàþùåãî åå èçìåíåíèÿ çà 
ñ÷åò íàãðåâà âîçäóõà èçëó÷åíèåì: 
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Â (1) è (2) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: âîëíà 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z äåêàðòîâîé ñèñòåìû 

êîîðäèíàò; ρ = {x, y} – äâóìåðíûé âåêòîð â ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà-
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λ – äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ; ε� – ôëóêòóèðóþùàÿ 
çà ñ÷åò òóðáóëåíòíîñòè ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè âîçäóõà; α = αa + αs – êîýôôèöèåíò 
îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ àòìîñôåðîé, êîòîðûé ìîæåò 
ìåíÿòüñÿ âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ;  αa – êî-
ýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê 
ñóììà çíà÷åíèé àýðîçîëüíîãî è ìîëåêóëÿðíîãî ïî-
ãëîùåíèÿ,  αs – êîýôôèöèåíò àýðîçîëüíîãî ðàññåÿ-
íèÿ; ρ0 − ïëîòíîñòü âîçäóõà; cp − óäåëüíàÿ òåïëî-
åìêîñòü âîçäóõà ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè; 
V⊥ − ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñðå-

äû (âåòðà); 
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Âûðàæåíèÿ (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé àëãîðèòìà 
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó-
÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ïðè íåñòàöèîíàð-
íîì òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè. 

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) 
áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ çàäà÷è ïî ôèçè-
÷åñêèì ôàêòîðàì è ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè òóðáóëåíòíûõ èñêàæåíèé âîëíû [8].  
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì âñÿ òðàññà ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ñëîè, â êîòîðûõ ìîäåëè-
ðóþòñÿ äâà ôàçîâûõ ýêðàíà. Îäèí èç íèõ èìèòèðó-
åò òóðáóëåíòíûå èñêàæåíèÿ ôàçû ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ âîëíû, äðóãîé – èñêàæåíèÿ ôàçû çà ñ÷åò 
ïðîòÿæåííîé òåïëîâîé ëèíçû, âîçíèêàþùåé âñëåä-
ñòâèå ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ 

èçëó÷åíèÿ àòìîñôåðíûì âîçäóõîì. Ïðè ýòîì ïîëà-
ãàþò, ÷òî âíå ýêðàíîâ âîëíà èñïûòûâàåò ëèøü äè-
ôðàêöèþ.  

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîé àìïëè-
òóäû ïîëÿ îïòè÷åñêîãî ïó÷êà, ñôîðìèðîâàííîãî 
ìíîãîýëåìåíòíîé àïåðòóðîé, ìîæíî çàäàâàòü íà 
îñíîâå âûðàæåíèÿ  
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ãäå Ns – ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñîñòàâíîé àïåðòóðû; ρm – 
êîîðäèíàòà öåíòðà îòäåëüíîãî ýëåìåíòà; Bm –

àìïëèòóäà ïîëÿ â öåíòðå ýëåìåíòà; T(ρm) –
àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ãðàíè-

öû ýëåìåíòîâ àïåðòóðû, T(ρm) = 1 âíóòðè îêðóæ-

íîñòè ðàäèóñà a è öåíòðîì ρm è T(ρm) = 0 çà ïðå-
äåëàìè ýòîé îêðóæíîñòè; a0 – ðàäèóñ ïó÷êà íà îò-
äåëüíîì ýëåìåíòå àïåðòóðû, îïðåäåëÿåìûé êàê 
ðàññòîÿíèå îò îñè ïó÷êà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò 
ñïàäàíèå èíòåíñèâíîñòè äî óðîâíÿ exp(–1); F – 
ðàäèóñ êðèâèçíû âîëíîâîãî ôðîíòà íà÷àëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ.  

Ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé, ôîðìèðóå-
ìûõ íà îòäåëüíûõ ýëåìåíòàõ ìíîãîýëåìåíòíîé 
àïåðòóðû, çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕm(t) â (3) çàäàåòñÿ 
ðàâíûì êîíñòàíòå (ϕm(t) = const) äëÿ âñåõ ýëåìåí-
òîâ âûõîäíîé àïåðòóðû. Â ñëó÷àå íåêîãåðåíòíîãî 
ñëîæåíèÿ ϕm(t) – ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå ôóíê-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé íà âû-
õîäíîé àïåðòóðå çàäàåòñÿ êîìïëåêñíîå ïîëå 
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m
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ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà.  

Ïðîöåäóðà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå âðå-
ìåííûõ èçìåíåíèé êîìïëåêñíîãî ïîëÿ îïòè÷åñêîé 
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü çàäàííîé òðàñ-
ñû. Ñõåìàòè÷íî àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1, 
ãäå ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òóðáóëåíòíûõ  
è íåëèíåéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ äëÿ òðåõ âðåìåí-
íûõ èòåðàöèé.  

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîêðàòíîìó 
ïðîõîæäåíèþ ïó÷êîì òðàññû îò èñòî÷íèêà äî ïëîñ-
êîñòè ðåãèñòðàöèè â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè 
t = ηtΔt, ãäå ηt = 0, 1, 2…,  H, H – ÷èñëî èòåðàöèé. 
Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 ïåðâàÿ èòåðàöèÿ àëãî-
ðèòìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç öå-
ïî÷êó ôàçîâûõ ýêðàíîâ θ( )

,

tb
j  èìèòèðóþùèõ òóðáó-

ëåíòíûå  èñêàæåíèÿ  ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ  èçëó÷å-  
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ â óñëîâèÿõ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ 

 
íèÿ. Ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ýëåìåíòàðíûõ  
ïîëåé íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ â âèäå 

0 0,

1

.

sN

m

m

U U

=

=∑  Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â êîíöå 

òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ( 0)
cc
I t =

 
â ýòîì ñëó÷àå 

îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì êîìïëåêñíîãî ïîëÿ  
â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëî-
æåíèè ýëåìåíòàðíûõ ïîëåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷-
êîâ ñ íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè êîìïëåêñíîãî 
ïîëÿ 0,1 0,2 0,3, , .U U U  Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè  

â êîíöå òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ( 0)icI t =  ïðè ýòîì 

îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé èíòåíñèâíîñòåé ïîëåé 0,mU   

â êîíöå òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ
3

4, 4,

1

(0)ic m m

m

I U U
∗

=

=∑  

(ðèñ. 1).  
Äëÿ ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t t= Δ ê òóð-

áóëåíòíîìó ýêðàíó äîáàâëÿåòñÿ íåëèíåéíûé ôàçî-
âûé ýêðàí, èìèòèðóþùèé èñêàæåíèÿ, âûçûâàåìûå 
ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ. Íåëèíåéíûé ôà-

çîâûé ýêðàí θ( )n
j äëÿ j-ãî âûáðàííîãî ñëîÿ ìîäåëè-

ðóåòñÿ íà îñíîâå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (2) ñ èñïîëü-

çîâàíèåì â êà÷åñòâå ( , ( ) ( ), )I z t t z t⊥
′ ′− − Vρ  ðàñïðå-

äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ, ïàäàþùåãî íà j-é 
ñëîé íà ïðåäûäóùåé âðåìåííîé èòåðàöèè. Ïðè 
ýòîì òóðáóëåíòíûé è íåëèíåéíûå ôàçîâûå ýêðàíû 
ñìåùàþòñÿ ñ çàäàííîé ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòüþ âåòðà 

⊥V
 
(ñì. ðèñ. 1). 

Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 2Δt
 
íåëèíåéíûé ýê-

ðàí íà j-ì ñëîå ôîðìèðóåòñÿ óæå êàê ñóììà ñìå-
ùåííûõ íà ðàññòîÿíèå t⊥ ⋅ ΔV  íåëèíåéíîãî ôàçîâî-

ãî ýêðàíà, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé âðåìåííîé 

èòåðàöèè, è íîâîãî ýêðàíà, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ 
òî÷íî òàê æå, êàê è íåëèíåéíûé ýêðàí äëÿ ìîìåíòà 
âðåìåíè t = Δt. 

Ðàñ÷åò äèôðàêöèè êîìïëåêñíîãî ïîëÿ, ïðî-
øåäøåãî ÷åðåç òîíêèå ôàçîâûå ýêðàíû θ(tb) è θ(n),  
â j-ì ñëîå ìîæíî âûïîëíèòü, âû÷èñëèâ èíòåãðàë 
Êèðõãîôà [3]. Ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ýëåìåí-
òàðíûõ ïîëåé íà âûõîäíîé àïåðòóðå äèôðàêöèÿ 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ 

 λ ρ−

+

αΔ⎛ ⎞ ′= Δ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

′∫1 2
1( , , ) ( ) exp ( , , )

2
j j

z
U z t i z d U z tρ ρ  

( )θ θ
⎛ ⎞−

× + ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

′

′ ′

2
( ) ( ) ( )

exp ( , , ) ( , , ) exp ,
2

tb n
j jcb

ik
i z t i z t

z

ρ ρ
ρ ρ (4) 

ãäå θ
( )n
cb

– íåëèíåéíûé ôàçîâûé ýêðàí, ðàññ÷èòàí-

íûé äëÿ ñëó÷àÿ êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ ïîëåé. Ïðè 
íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ýëåìåíòàðíûõ ïîëåé ðàñ-
÷åò äèôðàêöèè â ñëîå îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî 
ïîëÿ ïî îòäåëüíîñòè: 

 ( )λ ρ
−

+

αΔ⎛ ⎞ ′= Δ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

′∫
1 2

1( , , ) exp ( , , )
2

m j m j
z

U z t i z d U z tρ ρ  

 ( )θ θ
⎛ ⎞−

× + ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

′

′ ′

2
( ) ( ) ( )

exp ( , , ) ( , , ) exp ,
2

t n
j jic

ik
i z t i z t

z

ρ ρ
ρ ρ (5) 

ãäå θ( )n
ic

– íåëèíåéíûé ôàçîâûé ýêðàí, ñîçäàâàåìûé 

èíòåíñèâíîñòüþ ïîëÿ Um. Ïîëÿ (4) è (5) ïîñëå  
ïåðåõîäà â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâî ðàññ÷èòûâàþòñÿ  
ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. 

Ìîäåëèðîâàíèå ôàçîâîãî ýêðàíà θ(tb), èìèòè-
ðóþùåãî òóðáóëåíòíûå èñêàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåòñÿ 
íà îñíîâå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ: 

 θ θ θ
( ) ( ) ( )

1 1( , , ) ( , , ) ( , , ),tb tb sh
j j jz t z t z t= +ρ ρ ρ  (6) 
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ãäå êîìïîíåíòà θ
( )
1 ( , , )tb

jz tρ  ó÷èòûâàåò ñëó÷àéíûå 

íåîäíîðîäíîñòè ôëóêòóàöèè ôàçû, ðàçìåð êîòîðûõ 
íå ïðåâûøàåò ëèíåéíûå ðàçìåðû ôàçîâîãî ýêðàíà, 

à θ
( )
1 ( , , )sh

jz tρ  – êðóïíîìàñøòàáíûå íåîäíîðîäíî-

ñòè ðàçìåðîì áîëüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ôàçîâîãî 
ýêðàíà [17, 18]. Äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå êîìïî-

íåíò ôàçîâîãî ýêðàíà θ( )
1
tb  è θ( )

1
sh îñóùåñòâëÿåòñÿ íà 

îñíîâå âðåìåííîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû: 

 θ + Δ =
( )
1 ( , , )tb

jz t tρ  

 μ θ μ θ⊥= − + −
( ) ( )
1 2( , ( ), ) 1 ( , );tb tb

j j jz t z t zVρ ρ  (7) 

 θ + Δ =
( )
1 ( , , )sh

jz t tρ   

 μ θ μ θ= + −
( ) ( )
1 2( , , ) 1 ( , ),sh sh

j jz t zρ ρ  (8) 

ãäå μ = exp(–2Δt/tcor) – êîýôôèöèåíò âðåìåííîé 
êîððåëÿöèè ôàçû, îïðåäåëÿåìûé âðåìåííîé êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèåé ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðå-

ëîìëåíèÿ âîçäóõà [2]; θ
( )
2 ,

tb  θ
( )
2
sh – ôàçîâûå ýêðà-

íû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ 

äèíàìèêà θ( )
1
tb è θ( )

1
sh . 

Êàê âèäíî èç (7) è (8), ïîïåðå÷íûé ñíîñ íåîä-
íîðîäíîñòåé âåòðîì ââîäèòñÿ òîëüêî äëÿ âûñîêî-
÷àñòîòíîé êîìïîíåíòû ôëóêòóàöèé ôàçû. Äëÿ 
êðóïíîìàñøòàáíûõ ôëóêòóàöèé çàäàåòñÿ ëèøü ñëó-
÷àéíîå èçìåíåíèå çíà÷åíèé ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ, ÷òî ñâÿçàííî ñî ñâîéñòâàìè ýêðàíà 
θ
( )
1
sh [17]. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûé ôàçîâûé ýê-

ðàí θ(tb), ïîëó÷åííûé íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (6), 
ó÷èòûâàåò ïîïåðå÷íûé ïåðåíîñ ôëóêòóàöèé íåîä-
íîðîäíîñòåé ôàçû ñî ñêîðîñòüþ âåòðà ⊥V , à òàêæå 
âðåìåííóþ êîððåëÿöèþ ôàçû ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ 
èçëó÷åíèÿ, ÷òî äåëàåò ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ áîëåå 
ðåàëèñòè÷íûì [28–31]. 

Ôóíêöèè θ( )
1 ( , )tb

jz ρ  è θ( )
2 ( , )tb

jz ρ  â (7) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ÷åðåç ðåàëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè áûñòðîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîäå-
ëèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå ðåàëèçàöèè ôàçîâîãî ýêðàíà. 
Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñòàí-
äàðòíûõ àëãîðèòìîâ [8, 10, 12, 13], êîòîðûå çàäà-
þòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 

 θ θ η ξ( ) ( )
1 ( , ) Re[ ( , )];

j

tb tb
j zz x y= Δ Δρ   (9) 

 θ η ξΔ Δ =
( )( , )
j

tb
z x y  

 
( )

η ξ

π η η + ξ ξ
η ξ η ξ

− −

′ ′= =

′ ′⎡ ⎤
′ ′ ′ ′= + −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
∑∑

1 1

0 0

2
( , ) ( , ) ;

N N
i

a ib
N

  (10) 

 η,ξ η,ξ= =

2 2( ) ( )a b  

 ( )ε

−

= Δ Δ Δ +
11/6

2 2 2 2( ) ;x y c j x yq q k zA C z q q  (11) 

 
η

η
x x

q q
N x

= Δ =
Δ

; 
ξ

ξy yq q
N y

= Δ =
Δ

, 

ãäå 
ε

2
C  – ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôëóêòóàöèé 

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîçäóõà; Añ – êîí-
ñòàíòà; N – ðàçìåðíîñòü ðàñ÷åòíîé ñåòêè; xΔ , yΔ  – 

øàã ñåòêè; ξ, η – öåëûå ÷èñëà, èçìåíÿþùèåñÿ îò 0 
äî N – 1. 

Äëÿ ðàñ÷åòà θ
( )
1 ( , )sh

jz ρ
 
è
 
θ
( )
2 ( , )sh

jz ρ
 
â (8) èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñóáãàðìîíèê [17]: 

 θ θ η ξ= Δ Δ
( ) ( )
1 ( , ) Re[ ( , )];

j

sh sh
j zz x yρ  (12) 

 θ η ξΔ Δ =
( )( , )
j

sh
z x y   

( )

η ξ

π η η + ξ ξ
η ξ η ,ξ

′ ′= =− =−

′ ′⎡ ⎤
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1 1

1 1 1

2
( , , ) ( , ) ,
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pN
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i
a p ib p
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(13) 

 η′ ≠ 0; ξ′ ≠ 0;  

 η ,ξ η ,ξ′ ′ ′ ′= =
2 2( , ) ( , )a p b p  

 ( )ε

−

= Δ Δ Δ +
11/6

2 2 2 2( ) ,
p p p px y c j x yq q k zA C z q q  (14) 

 
η′Δ

= ,
3

p

x
x p

q
q  

ξ′Δ
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3
p

y

y p

q
q  

Íåëèíåéíûé ôàçîâûé ýêðàí θ
( )n
cb

â âûðàæåíèè 
(4) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = ηtΔt ïðè êîãåðåíòíîì 
ñëîæåíèè ïîëåé ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùå-
ãî âûðàæåíèÿ:  

 θ =

( )( , , )n
jcb z tρ   

η

π ε
η η

λ ρ

Η

⊥

=

Δ Δ ∂
′= − − Δ Δ

∂
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0
0
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I I z t t z t

c T
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∗
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= =

ρ ρ ρ
ρ  (16) 

I
max(z = 0) – ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè 

â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîëÿ èñòî÷íèêà èçëó-
÷åíèÿ. 

Ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé íåëèíåé-

íûé ôàçîâûé ýêðàí θ( )n
ic

â (5) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè 

t îïðåäåëÿåòñÿ êàê 
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1 1

max max
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5. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 5. 

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, â êîòîðîé ðåàëèçîâàí 
ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåäåì 
àíàëèç ôîêóñèðîâêè ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà, ñî-
ñòîÿùåãî èç òðåõ ýëåìåíòîâ è ýêâèâàëåíòíîãî åìó 
ãàóññîâà ïó÷êà â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ñ ó÷åòîì 
òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ (ðèñ. 2).  

 

 

à 

 

á 

Ðèñ. 2. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè: à – ìíî- 
  ãîýëåìåíòíûé ïó÷îê; á – ýêâèâàëåíòíûé ãàóññîâ ïó÷îê 

 

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì A è ýôôåêòèâ-
íûì ðàäèóñîì ýêâèâàëåíòíîãî ãàóññîâà ïó÷êà A0, 
êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñïàäàíèå íîðìèðîâàííîé èí-
òåíñèâíîñòè äî óðîâíÿ exp(–1), âûáèðàåòñÿ èç ñëå-
äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â ðàáîòàõ [3, 32] ïîêàçàíî, 
÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè â òóð-
áóëåíòíîé àòìîñôåðå äëÿ ïó÷êà ñ ðàâíîìåðíûì 
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ íà êðóãå ðàäèóñîì 
A ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ 
ãàóññîâà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, 
åñëè ïîäñòàâëÿòü çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà 
ãàóññîâà ïó÷êà A0 ðàâíûì A/2. Âîñïîëüçóåìñÿ 
ýòèì ñîîòíîøåíèåì ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîãî 
ðàäèóñà äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî ãàóññîâà ïó÷êà 
(ðèñ. 2, á). 

Ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå óñëîâèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ, áóäåì çàäàâàòü àíàëîãè÷íûìè òåì,  
êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòå [9], ãäå ñîïîñòàâ-
ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà  
è ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà èñêàæåíèé ãàóññîâà ïó÷êà  
â óñëîâèÿõ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ. Óñëîâèÿ, 
ïðè êîòîðûõ îñóùåñòâëÿëèñü ýêñïåðèìåíò è ðàñ÷åò 
â [9], áûëè ïîäîáðàíû íà îñíîâå áåçðàçìåðíûõ 
ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ 
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ èçëó÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò 

ñðàâíèâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìåæäó ñîáîé. 
Íèæå ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ è ïàðàìåòðû ãàóññîâà ïó÷êà, êîòîðûå 
èñïîëüçîâàëèñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè.  

 
Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ αa, êì–1 0,07 
Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ α, êì–1 0,07 
Ñêîðîñòü âåòðà V⊥, ì/ñ 2 
Ðàäèóñ ãàóññîâà ïó÷êà A0, ñì 10 
Ìîùíîñòü P0, êÂò 100 
Äëèíà òðàññû L, êì 2 
×èñëî Ôðåíåëÿ Ω 2,96 
Äëèíà âîëíû λ, ìêì 10,6 
Ïëîòíîñòü âîçäóõà ρ0, ã/ñì3 1,3 ⋅ 10–3 
Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü cp, Äæ/(ã ⋅ Ê)  1 
 
Ñôîðìèðóåì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîì-

ïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà 
íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (3) äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷å- 
íèé ïàðàìåòðîâ: a = 9,5 ñì, a0 = 6,72 ñì, F = 2 êì  
è Ns = 3. Ðàçìåðû íà÷àëüíîé àïåðòóðû ìíîãîýëå-
ìåíòíîãî ïó÷êà îïðåäåëÿþòñÿ ðàäèóñîì îêðóæíî-
ñòè A (ðèñ. 2, à), â êîòîðóþ âïèñàíû îäíîìîäîâûå 
èñòî÷íèêè ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà.  

Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êîâ îñó-
ùåñòâëÿëîñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 
ðàñ÷åòíîé ñåòêè äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ: Nx = Ny = 
= 512, Δx = Δy = 3 ìì. ×èñëî ñëîåâ, íà êîòîðûå 
ðàçáèâàëàñü òðàññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ, áûëî âûáðàíî 
ðàâíûì 5; øàã âðåìåííûõ èòåðàöèé Δt çàäàâàëñÿ 
ðàâíûì 5 ìñ. Îöåíêó ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíò-
íîé àòìîñôåðå ïðîâîäèëè ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî 
40 000 ðåàëèçàöèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåííîìó 
èíòåðâàëó 3,33 ìèí. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôàçîâûõ 
ýêðàíîâ θ(sh) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Np â (13) çàäàâà-
ëîñü ðàâíûì 8 [18]. 

Ñòåïåíü íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé äëÿ îäíîðîä-
íîé òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåê-
òîì ñàìîíàâåäåííîé òåïëîâîé äåôîêóñèðîâêè, äëÿ 
ãàóññîâûõ ïó÷êîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ýôôåêòèâ-
íûìè ðàçìåðàìè, íà÷àëüíîé ìîùíîñòüþ è óñëîâèÿ-
ìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè [6, 9]: 
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ãäå I0 – ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè  
â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãàóññîâà ïó÷êà. Ïðè  
Nc = 1 êîëëèìèðîâàííûé ïó÷îê ôîêóñèðóåòñÿ  
â íàïðàâëåíèè âåòðà ïî îäíîé èç êîîðäèíàò è ðàç-
ìûâàåòñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, à èí-
òåíñèâíîñòü ïðèíèìàåò õàðàêòåðíîå äëÿ òåïëîâîé 
äåôîêóñèðîâêè ñåðïîîáðàçíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â íà- 
øåì ïðèìåðå äëÿ ãàóññîâà ïó÷êà ñ ýôôåêòèâíûì 
ðàäèóñîì 10 ñì è íà÷àëüíîé ìîùíîñòüþ 100 êÂò 
ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè Nc ðàâåí 2,56, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷èòåëüíûì òåïëîâûì èñêàæåíèÿì ïó÷êà. 

Íà ðèñ. 3 êðèâûìè 1, 2 è 3 ïðåäñòàâëåíî èç-
ìåíåíèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè, 
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ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ôîêóñèðîâ-
êè ïó÷êîâ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷åòîì îñ-
ëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà òðàññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
äëèíîé L. Âñå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè íà ðèñ. 3 
íîðìèðîâàíû íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâ-
íîñòè ãàóññîâà ïó÷êà ñ íà÷àëüíîé ìîùíîñòüþ, ðàâ-
íîé P0. Äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè 
ñîîòíîøåíèå ìåæäó íà÷àëüíîé ìîùíîñòüþ è èíòåí-
ñèâíîñòüþ íà îñè ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

= π
2

0 0 0.P A I  
 

 

 

Ðèñ. 3. Íîðìèðîâàííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïó÷-
êà ïðè ôîêóñèðîâêå â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (êðèâûå 1, 
2 è 3) è èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèè ñðåäíåé èí-
òåíñèâíîñòè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå (êðèâûå 1′, 2′  
è 3′): 1, 1′ – ãàóññîâ ïó÷îê; 2, 2′ – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó-
÷îê ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé; 3 è 3′ – ïðè íåêî- 
  ãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé 

 
Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé 

èíòåíñèâíîñòè ïðè ôîêóñèðîâêå ìíîãîýëåìåíòíîãî 
ïó÷êà ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé (êðèâàÿ 2 
íà ðèñ. 3) áëèçêî ê èçìåíåíèþ ìàêñèìàëüíîé èí-
òåíñèâíîñòè â ñôîêóñèðîâàííîì ãàóññîâîì ïó÷êå 
(êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 3). Ïðè ýòîì äèôðàêöèîííûå ðàç- 
ìåðû ôîêàëüíîãî ïÿòíà ãàóññîâà ïó÷êà (ðèñ. 4, à)  
è ãëàâíîãî ïÿòíà, ïîëó÷àåìîãî ïðè ôîêóñèðîâêå 
ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè 
ïîëåé (ðèñ. 4, á), ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî 
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåïëîâîå ñàìîâîçäåéñòâèå ìíî-
ãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà ñ êîãåðåíòíûì ñëîæåíèåì ïî-
ëåé áóäåò ïðèâîäèòü ê òàêèì æå èñêàæåíèÿì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, êàê è ïðè òåïëîâîì ñà-
ìîâîçäåéñòâèè ýêâèâàëåíòíîãî åìó ãàóññîâà ïó÷êà. 
Äðóãèìè ñëîâàìè, âûðàæåíèå (17), ðàññ÷èòûâàåìîå 
äëÿ ãàóññîâà ïó÷êà ðàäèóñîì A0 = A/2, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü êàê áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð íåëèíåéíî-
ñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ýôôåêòû òåïëîâîãî ñàìîâîç-
äåéñòâèÿ ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà ïðè êîãåðåíòíîì 
ñëîæåíèè ïîëåé. 

Äèôðàêöèîííàÿ ðàñõîäèìîñòü ìíîãîýëåìåíòíî-
ãî ïó÷êà ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé áóäåò 
îïðåäåëÿòüñÿ ðàçìåðàìè îòäåëüíîãî ýëåìåíòà â íà-
÷àëüíîé àïåðòóðå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ [6], è, êàê 
ñëåäñòâèå, äèôðàêöèîííûé ðàçìåð ñôîêóñèðîâàí-

íîãî ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà áóäåò ïðåâûøàòü  
äèôðàêöèîííûé ðàçìåð ñôîêóñèðîâàííîãî ýêâèâà-
ëåíòíîãî ãàóññîâà ïó÷êà (ðèñ. 4, à è â). Èç-çà áîëü-
øîé äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè ïðåäåëüíîå çíà-
÷åíèå ìàêñèìóìà â ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâíîñòè 
áóäåò ìåíüøå (êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 3), à èñêàæàþùåå 
âëèÿíèå ýôôåêòà òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ íà 
ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ èçëó÷åíèå ñëàáåå, ÷åì ïðè 
ôîêóñèðîâêå ãàóññîâà ïó÷êà ñ ýôôåêòèâíûì ðàäèó-
ñîì A0. 
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Ðèñ. 4. Äèôðàêöèîííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè äëÿ 
L = 2 êì: à – ãàóññîâ ïó÷îê; á è â – ìíîãîýëåìåíòíûé 
ïó÷îê ïðè êîãåðåíòíîì è íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé  
  íà àïåðòóðå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ 

 

Â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ðàçëè÷èå â ñðåäíèõ 
çíà÷åíèÿõ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ïðè ôî- 
êóñèðîâêå ïó÷êîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óìåíüøàåòñÿ. 
Íà ðèñ. 3 êðèâûìè 1′, 2′ è 3′ ïîêàçàíû èçìåíå- 
íèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà èíòåíñèâíîñòè, 
ðàññ÷èòàííîãî ïî äàííûì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ôîêóñèðîâêè ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñ- 
ôåðå. Ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèýëåêòðè÷åñ- 
êîé ïðîíèöàåìîñòè 

ε

2
C  ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäàâà-

ëàñü ðàâíîé 1,68 ⋅ 10–14 ì–2/3. Èíäåêñ ìåðöàíèé  
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5. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 5. 

σ =
7 6 11 62 20,31I nC k L íà òðàññå 2 êì ðàâíÿëñÿ 3,16, 

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíûì ôëóêòóàöèÿì èíòåíñèâ-
íîñòè [3, 5]. Â ýòîì ðåæèìå òóðáóëåíòíîñòè ïî- 
ïåðå÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè  
â êîíöå òðàññû ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ 
òèïîâ ïó÷êîâ (ðèñ. 5). 

ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷åòîì îñëàáëåíèÿ (ñì. ðèñ. 3, êðè-
âûå 1, 2 è 3 äëÿ z = 2 êì). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè 
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâ-
íîñòè èç-çà òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ áóäåò 
óìåíüøàòüñÿ è, êàê âèäíî èç ðèñ. 6, íàèìåíüøåå 
âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà –  
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Ðèñ. 5. Ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå: à – ãàóññîâ ïó÷îê; á è â – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó÷îê   
  ïðè êîãåðåíòíîì è íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé íà àïåðòóðå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ 

 
Ìîäåëèðîâàíèå ôîêóñèðîâêè ïó÷êîâ â óñëî-

âèÿõ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì âðåìåí-
íûõ èçìåíåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ 
ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü íåñòàöèîíàðíûå èçìåíåíèÿ  
â ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâíîñòè â êîíöå òðàññû  
è óñòàíîâëåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà. Íà ðèñ. 6 
ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè  
â óñëîâèÿõ îäíîðîäíîãî ïîïåðå÷íîãî ñíîñà ñðåäû 
ñî ñêîðîñòüþ V⊥ â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíûõ èñêà-
æåíèé.  

 

 
Ðèñ. 6. Èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè 
âî âðåìåíè ó ãàóññîâà ïó÷êà (êðèâàÿ 1), ìíîãîýëåìåíòíî-
ãî ïó÷êà ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé (2), ìíîãîýëå-
ìåíòíîãî ïó÷êà ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé (3) 
ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè (íîðìèðîâêà íà ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ãàóññîâà ïó÷êà â íà÷àëü- 
  íîì ðàñïðåäåëåíèè) 

 
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) çíà÷åíèÿ 

èíòåíñèâíîñòè â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè èíòåíñèâíîñòè, ïîëó÷àåìûìè ïðè 
ôîêóñèðîâêå  ñîîòâåòñòâóþùèõ  ïó÷êîâ  â  ñâîáîäíîì 

ó ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëî-
æåíèè ïîëåé, à íàèáîëüøåå – ó ýêâèâàëåíòíîãî 
ãàóññîâà ïó÷êà. 

Íà ðèñ. 7 êðèâûìè 1, 2 è 3 îáîçíà÷åíû èçìå-
íåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ 
èíòåíñèâíîñòè â ïó÷êàõ ïðè ôîêóñèðîâêå èçëó÷å-
íèÿ â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òåïëîâîãî 
ñàìîâîçäåéñòâèÿ â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíûõ ôëóê-
òóàöèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.  

 

 
Ðèñ. 7. Èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè 
â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíî-
ñòè (êðèâûå 1, 2 è 3) è â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå (êðè-
âûå 1′, 2′ è 3′): 1, 1′ – ãàóññîâ ïó÷îê; 2, 2′ – ìíîãîýëå-
ìåíòíûé ïó÷îê ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé; 3, 3′ – 
   ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé 
 

Âèäíî, ÷òî â ðåæèìå ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî 
ñàìîâîçäåéñòâèÿ ïðåäåëüíî äîñòèæèìàÿ ïëîòíîñòü 
ýíåðãèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ ïó÷êîâ ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâà â îòëè÷èå îò äèôðàêöèè ïó÷êîâ  

б
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â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 3, êðèâûå 1, 2 
è 3). Ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ôîêàëüíîé 
ïëîñêîñòè õîòÿ è ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ 
ïó÷êîâ (ðèñ. 8), íî îñíîâíàÿ äîëÿ ìîùíîñòè â ïðåä- 
ñòàâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñîñðåäîòî÷åíà âíóòðè 
êðóãëîé ïëîùàäêè ðàäèóñà A, öåíòð êîòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ ýíåðãåòè÷åñêèì öåíòðîì òÿæåñòè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ðàñïðåäåëåíèé.  

 

 
à 

 
á 

 
â 

Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ôîêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè â ñòàöèîíàðíîì ðå-
æèìå: à – ãàóññîâ ïó÷îê; á – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó÷îê ïðè 
êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé; â – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó÷îê 
  ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé 

 
Ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè â òóðáóëåíòíîé 

àòìîñôåðå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåí-
ñèâíîñòè ôîêóñèðîâàííûõ ïó÷êîâ â ñòàöèîíàðíîì 
ðåæèìå ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû (ñì. ðèñ. 7, êðèâûå 
1′, 2′ è 3′). Ïîïåðå÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíî-
ñòè ïó÷êîâ â ýòîì ñëó÷àå òîæå ìàëî îòëè÷àþòñÿ 
(ðèñ. 9), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ ïó÷êà ñ íå-
êîãåðåíòíûì ñëîæåíèåì ïîëåé òåïëîâàÿ äåôîêóñè-
ðîâêà íåñêîëüêî ìåíüøå âñëåäñòâèå áîëüøåé äè-
ôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà ýòîãî òèïà. 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 8 è 9, ñðåäíåå ñìåùåíèå 
ýíåðãåòè÷åñêîãî öåíòðà òÿæåñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè (ðåãóëÿðíàÿ ðåôðàêöèÿ ôîêóñèðóåìûõ 
ïó÷êîâ âñëåäñòâèå òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ) íå 
çàâèñèò îò ñèëû òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ðèñ. 10, ãäå ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñìåùåíèé ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî öåíòðà, íîðìèðîâàííîãî íà äèôðàêöèîííûé 
ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîãî ãàóññîâà ïó÷êà ñ ýôôåêòèâ-
íûì ðàäèóñîì A0, â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíîñòè 
(êðèâûå 1, 2 è 3) è â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 
(êðèâûå 1′, 2′ è 3′).  

Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíî èçìåíåíèå âäîëü òðàññû 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîãî îòêëîíåíèÿ ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè 

σ = −
22

/ 1I I  íà îñè ïó÷êîâ ðàçíûõ òèïîâ ïðè 

èõ ôîêóñèðîâêå â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå.  
Âñëåäñòâèå òîãî ÷òî â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëå-

íèè ïîëÿ ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà èíòåíñèâíîñòü íà 
åãî îïòè÷åñêîé îñè ðàâíà íóëþ (ñì. ðèñ. 1), ñðàâ-
íåíèå ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ìíîãîýëåìåíòíûõ 
ïó÷êîâ ñ ôëóêòóàöèÿìè èíòåíñèâíîñòè ýêâèâàëåíò-
íîãî ãàóññîâà ïó÷êà êîððåêòíî íà÷èíàòü ñ ðàññòîÿ-
íèÿ áîëüøå 1,1 êì, êîãäà èç-çà äèôðàêöèîííîãî 
ðàñïëûâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ñå÷å-
íèè ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ ñòàíîâèòñÿ áîëåå 
ðàâíîìåðíûì. Èç ðèñ. 11 âèäíî, ÷òî ôëóêòóàöèè 
èíòåíñèâíîñòè ìàêñèìàëüíû â ñëó÷àå ýêâèâàëåíò-
íîãî ãàóññîâà ïó÷êà â îòñóòñòâèå òåïëîâîãî ñàìî-
âîçäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ (êðèâàÿ 1) è ìèíèìàëüíû  
â ìíîãîýëåìåíòíîì ïó÷êå ñ íåêîãåðåíòíûì ñëî- 
æåíèåì ïîëåé (êðèâàÿ 3). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå  
â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå ïî 
èíòåíñèâíîñòè íåêîãåðåíòíûõ ìåæäó ñîáîé èñòî÷-
íèêîâ (ïîëåé îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ àïåðòóðû) è ôëóê- 
òóàöèè óñðåäíÿþòñÿ. Óìåíüøåíèå ôëóêòóàöèé èí-
òåíñèâíîñòè ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé ïî 
ñðàâíåíèþ ñ êîãåðåíòíûì ñëîæåíèåì è ýêâèâàëåíò-
íûì ãàóññîâûì ïó÷êîì ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè 
òåîðèè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ÷àñòè÷íî êîãå-
ðåíòíûõ ëàçåðíûõ ïîëåé â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 
[5, 33, 34]. 

Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ îñíîâàí íà 
÷èñëåííîì ðåøåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. 
Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ìãíîâåííûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ 
ïó÷êîâ è âîñïðîèçâîäèòü èõ âðåìåííûå èçìåíåíèÿ 
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå  
â óñëîâèÿõ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ êàê â ñòà-
öèîíàðíîì, òàê è íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìàõ. 

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïó÷êà ñ ãàóññî-
âûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè  
â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñò-
âèÿ íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè 
ðàñ÷åòà è ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â [9]. Äëÿ òåõ 
æå óñëîâèé, ÷òî è â [9], ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò 
ôîêóñèðîâêè ìíîãîýëåìåíòíîãî ïó÷êà, ñîñòîÿùåãî 
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Ðèñ. 9. Ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ñ ó÷åòîì òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ: à – ãàóññîâ ïó÷îê;  
á – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó÷îê ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé; â – ìíîãîýëåìåíòíûé ïó÷îê ïðè íåêîãåðåíòíîì  
  ñëîæåíèè ïîëåé 

 

 

Ðèñ. 10. Ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî öåíòðà òÿæåñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé  èíòåíñèâíîñòè  ïðè  òåïëîâîì  ñàìîâîçäåéñòâèè 

 

 
Ðèñ. 11. Îòíîñèòåëüíîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 
ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå áåç 
ó÷åòà (êðèâûå 1′, 2′ è 3′) è ñ ó÷åòîì (1, 2 è 3) òåïëîâîãî 
ñàìîâîçäåéñòâèÿ: 1, 1′ – ãàóññîâ ïó÷îê; 2, 2′ – ìíîãîýëå-
ìåíòíûé ïó÷îê ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé; 3, 3′ –  
  ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé 

 
èç òðåõ ýëåìåíòîâ, ïðè êîãåðåíòíîì è íåêîãåðåíò-
íîì ñëîæåíèè îïòè÷åñêèõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ íà 

ýëåìåíòàõ âûõîäíîé àïåðòóðû. Ðåçóëüòàòû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâ-
íîñòè ïó÷êà ïðè òåïëîâîì ñàìîâîçäåéñòâèè çàâèñèò 
îò òîãî, êîãåðåíòíî èëè íåêîãåðåíòíî ñêëàäûâàþòñÿ 
ïîëÿ íà îòäåëüíûõ ýëåìåíòàõ.  

Ïðè êîãåðåíòíîì ñëîæåíèè â ðåçóëüòàòå ñó-
ïåðïîçèöèè ïîëåé, ôîðìèðóåìûõ îòäåëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè âûõîäíîé àïåðòóðû, âîçíèêàåò ñëîæíàÿ 
äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà. Îäíàêî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 
ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ 
ïó÷êîâ ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, êîãäà ïàðà-
ìåòð íåëèíåéíîñòè Nc > 1. Òóðáóëåíòíîñòü àòìî-
ñôåðû çàìûâàåò äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó è íèâå-
ëèðóåò ðàçëè÷èÿ â ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâíîñòè 
ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ ïðè êîãåðåíòíîì è íåêî-
ãåðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé.  

Â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè è ñèëüíîé 
íåëèíåéíîñòè èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èçëó-
÷åíèÿ ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êîâ áëèçêè ê õàðàêòå-
ðèñòèêàì ãàóññîâà ïó÷êà, ýôôåêòèâíûé ðàçìåð êî-
òîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ìíîãîýëåìåíòíîãî 
ïó÷êà. Ïðè ýòîì íå âàæíî, êîãåðåíòíî èëè íåêîãå-
ðåíòíî ñêëàäûâàþòñÿ ïîëÿ îò îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ 
âûõîäíîé àïåðòóðû. Òóðáóëåíòíûå ôëóêòóàöèè èí- 
òåíñèâíîñòè â ìíîãîýëåìåíòíûõ ïó÷êàõ ïðè íåêîãå-
ðåíòíîì ñëîæåíèè ïîëåé ìåíüøå, ÷åì â ìíîãîýëå- 
ìåíòíûõ ïó÷êàõ ñ êîãåðåíòíûì ñëîæåíèåì ïîëåé, 
÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-
ñòè ÷àñòè÷íî êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ  
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå [5, 33, 34]. 
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V.A. Banakh, A.V. Falits. Numerical simulation of combined beams propagation in the turbulent  
atmosphere in conditions of the thermal blooming. 

The simulation algorithms of propagation of the coherent and incoherent combined beams in a turbulent 
atmosphere under conditions of thermal blooming are presented. The properties of focused combined beams in 
comparison with the equivalent Gaussian beam are studied. It is shown that there is a complex diffraction pat-
tern of the coherent combined beams fields. Nevertheless, the maximal intensity in the beam crossection is al-
most the same both for coherent and incoherent combined beams, as well as for Gaussian beam if the nonlinear-
ity parameter exceeds unity. In the conditions of strong optical turbulence and strong thermal blooming the in-
tegral characteristics of the combined beams are close to those of a Gaussian beam, which has an effective size 
commensurable  with  the size of  combined beams. Turbulent fluctuations of the intensity of incoherent com-
bined beams are less than those of coherent combined beams. 

 


