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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ãîðèçîíòàëüíî-íåîäíîðîäíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ ÿðêîñòè óõîäÿ-
ùåãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå íàä ïîâåðõíîñòüþ ñ èçîòðîïíûì îòðàæåíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñèìîñòü óêà-
çàííîé ñîñòàâëÿþùåé ÿðêîñòè èçëó÷åíèÿ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ âàðèàöèé àëüáåäî ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè 
ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. 

 
 

Â [1—3] ïîñòðîåíû ïðÿìîé è îáðàòíûé îïòè÷åñêèå ïåðåäàòî÷íûå îïåðàòîðû àòìîñôåðû, ñâÿçû-
âàþùèå äâóìåðíîå àëüáåäî ëàìáåðòîâñêîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, îñâåùåííîé ïàäàþùèì ñîë-
íå÷íûì èçëó÷åíèåì, ñ ÿðêîñòüþ èçëó÷åíèÿ, îòðàæåííîãî ñèñòåìîé «ïîâåðõíîñòü–àòìîñôåðà». Òåîðèÿ 
îïòè÷åñêèõ ïåðåäàòî÷íûõ îïåðàòîðîâ àòìîñôåðû íàøëà ðàçâèòèå â äîâîëüíî ñëîæíûõ ìîäåëÿõ, ó÷è-
òûâàþùèõ ãîðèçîíòàëüíóþ íåäíîðîäíîñòü àòìîñôåðû, ïîëÿðèçàöèþ èçëó÷åíèÿ è àíèçîòðîïèþ îòðà-
æåíèÿ çåìíîé ïîâåðõíîñòè [4—6]. Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî îòðàæåíèÿ îò ïîäñòèëàþùåé 
ïîâåðõíîñòè óêàçàííàÿ òåîðèÿ â îñíîâíîì çàâåðøåíà è ìîæåò âíåäðÿòüñÿ â ñèñòåìàõ öèôðîâîé îáðà-
áîòêè ñïóòíèêîâûõ èçîáðàæåíèé, ïîýòîìó âûçûâàþò îñîáûé èíòåðåñ íîâûå ðåçóëüòàòû [7—14], ïî-
ëó÷åííûå â äàííîé îáëàñòè. 

Ïóñòü z — âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà; r = {õ, ó} — âåêòîð ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò; 

s = {, s} — åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ;  = cos; 21 {cos , sin );     s  ,  — çåíèòíûé è 

àçèìóòàëüíûé óãëû íàáëþäåíèÿ; z = 0, z = h — âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû àòìîñôåðû;  —
 åäèíè÷íàÿ ñôåðà; +, _ — íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïîëóñôåðû; q(r) — íåîäíîðîäíîå àëüáåäî ïîâåðõíî-
ñòè; , ( ) ( )q q q q r r  — ñðåäíåå è âàðèàöèÿ àëüáåðäî; f  f(s, s)(z), (z) — èíäèêàòðèñà ðàññåÿ-
íèÿ, êîýôôèöèåíòû îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ñâåòà â àòìîñôåðå. 

ßðêîñòü óõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè ãîðèçîíòàëüíîîäíîðîäíîé àòìîñôåðû, îñâåùåííîé 
Ñîëíöåì è îãðàíè÷åííîé îäíîðîäíî îòðàæàþùåé ëàìáåðòîâñêîé ïîâåðõíîñòüþ, âûðàæàåòñÿ â âèäå [2, 3] 
 

 (1) 
 
Çäåñü 
 

 (2) 
 

— ñðåäíÿÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÿðêîñòè èçëó÷åíèÿ; D — ÿðêîñòü äûìêè; 1
0 0(1 ) ;E E qc    Å0, 0 —

 îñâåùåííîñòü çåìíîé ïîâåðõíîñòè è íîðìà îïòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè 
àòìîñôåðû ïðè q = 0; ñ0 — ñôåðè÷åñêîå àëüáåäî ñëîÿ àòìîñôåðû. Âàðèàöèÿ I  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
 

 (3) 
 
ãäå «ïîðÿäêè ïåðåîòðàæåíèÿ» ê îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî èç ñèñòåìû êðàåâûõ çàäà÷ 
 

 (4) 
 

L = (s, ) + (z) — äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðåíîñà; S: ( )ê êS z fd


    s  — èíòåãðàëüíûé 

îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ; R: 1
êê

z h
R d






   
  s  — îïåðàòîð îòðàæåíèÿ. 

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàâåíñòâà (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå [5, 7] 
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 (5) 
 

ãäå 1( ) ( ) [1 ( )] ;W p qC    p p  (ð) — îïòè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííî÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà àòìî-

ñôåðû; ð = {ðõ, ðó} — âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò;  ( , )( ) ( ) iq q e d




  p rp r r  — Ôóðüå ñïåêòð àëüáå-

äî; E – åäèíè÷íûé îïåðàòîð; Q — îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé {g(p)} ïî ïðàâèëó 


2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ;

(2 )
Qg q H g d





    
 p p p p p p  1( ) ( ) ( )[1 ( )] ;H RW C qC   p p p p  ( ) ( ).C R p p  

Â àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñóììà ðÿäà (3) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 
 

 
 

 (6) 
 

ãäå ë í,I I   — ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ïî âàðèàöèÿì àëüáåäî ñîñòàâëÿþùèå. 
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû â çàäà÷å ñ ïîëÿðèçàöèåé [5]. Äëÿ âåêòîðà Ñòîêñà óõîäÿùåãî 

èçëó÷åíèÿ èìååì 
 

 (7) 
 

Çäåñü 
 

 (8) 
 

— «ñðåäíÿÿ» ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà Ñòîêñà; D — âåêòîðíàÿ «äûìêà»; 0 — íîðìà âåêòîðíîé îïòè÷å-
ñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè àòìîñôåðû ïðè 0.q   

Âàðèàöèÿ J  îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì 
 

 (9) 
 

ãäå ê  óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ 
 

 (10) 
 

S: ( ) Pê êS z d


    s  — ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ; Ð — óãëîâàÿ ìàòðèöà; 

1 = {1, 0, 0, 0}. Ïî óêàçàííîé âûøå ñõåìå ïîëó÷àåì [5, 8] 
 

 (11) 
 

ãäå 1( ) ( )[1 ( )] ;W qC  p p p  (ð) — âåêòîðíàÿ îïòè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòè-

êà àòìîñôåðû; Å — åäèíè÷íûé ìàòðè÷íûé îïåðàòîð; Q — îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ìíîæåñòâå âåê-

òîð-ôóíêöèé {g(p)}={g(p)1} ïî ïðàâèëó 
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ;

(2 )
Qg q H g d





    
 p p p p p p  
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1( ) ( )[1 ( )] ;H C qC  p p p  1( ) ( );C R p p  1(p) – ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè (ð). Â àíàëè-
òè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñóììà ðÿäà (9) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 
 

 
 

 (12) 
 

ãäå ë í,J J  — ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ïî âàðèàöèÿì àëüáåäî ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà .J  
Íà îñíîâàíèè (5) â [7] ñäåëàí âûâîä, ÷òî 

 

 (13) 
 

Èç (11), ñîãëàñíî [8], ñëåäóåò 
 

 (14) 
 

Ôîðìóëû (13), (14) â çàìêíóòîì âèäå âûðàæàþò ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ (5), (11). Ó÷èòûâàÿ 
ôîðìóëüíóþ èäåíòè÷íîñòü (13), (14), ïðîâåäåì äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîé çàäà÷è. 

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (13) â ðÿä 
 

 

 (15) 
 

Â [15] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû è àëüáåäî ïî-
âåðõíîñòè âêëàä ñîñòàâëÿþùåé Ií â ÿðêîñòü èçëó÷åíèÿ I ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1%. Äëÿ âûñîêèõ 
çíà÷åíèé ,q  max ( )q r  è ñëàáî âûòÿíóòûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ ýòîò âêëàä ìîæåò äîñòèãàòü íå-

ñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿþùåé íI  (6), ñ îäíîé ñòîðîíû, è åå îòíîñèòåëü-

íî ìàëûé âêëàä â I, ñ äðóãîé, çàñòàâëÿþò íà ïðàêòèêå ïðåíåáðåãàòü âåëè÷èíîé í.I  Ôîðìóëà æå (13), 
îòêðûòàÿ âîçìîæíîñòü ïðîñòîãî ó÷åòà íåëèíåéíîé ñîñòàâëÿþùåé, ñíèìàåò âîïðîñ åå ïðåäâàðèòåëüíîé 
îöåíêè. Îäíàêî áëèæàéøåå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà (13) ïîëó÷åíà íåâåðíî. Ïðè ïåðå-
õîäå îò (5) ê (13) äîïóùåíà îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â îòîæäåñòâëåíèè ñóììû îïåðàòîðíîãî ðÿäà ñ ñóììîé 
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ñðàâíèì (6) è (15). Ëèíåéíûå ñîñòàâëÿþùèå â (6), (15) ñîâïàäàþò: 

 ( , )
ë 2

( ) ( )e ,
(2 )

iE
I W q d







  p rp p p   à íåëèíåéíûå ðàçëè÷àþòñÿ: â (6) ïîðÿäêè âîçìóùåíèé ïðåäñòàâëÿþò 

ñîáîé èíòåãðàëû ñâåðòêè, à â (15) ñëàãàåìûå èìåþò âèä 
 

 
 

Íåðàâåíñòâî ïðàâûõ ÷àñòåé (6) è (15) ìîæíî óñòàíîâèòü ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî 
âçÿòü âàðèàöèþ àëüáåäî â âèäå ïðîñòîé ãàðìîíèêè 
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 (16) 
 

ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ ( )q r  ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (13) è èñïîëüçóÿ 

ðàâåíñòâà W(—) = W*(), Ñ(—) = Ñ*(), Í(—) = Í*(), ãäå * — çíà÷îê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿ-

æåíèÿ, è  ( , )( ) cos( , )e [ ( ) ( )],iq q d q




         p rp r p p p     ïîëó÷àåì 

 

 
 

 (17) 
 

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî I  ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôè-
çè÷åñêîìó ñìûñëó, ïîñêîëüêó çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííûõ îò ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè 
ôîòîíîâ ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è íåëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ( )q r  (ñì. ôîðìóëó (6)) è äîëæíî ñîäåð-

æàòü âûñøèå ãàðìîíèêè cos(n, r), sin(n, r). Â ïîñëåäíåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ (16) â (6), 
 

 
 

 
 

 
 

 (18) 
 

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè 0   ïðàâûå ÷àñòè (6) è (13) ðàâíû: 
 

 
 

Ïðè     (z = 0) èç (18) è (17) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî: í ë( ) 0I I I


      è 

 

 
 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðàñ÷åòà íI  ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (13) 

í í(18) (17)

í (18)

I I

I


 

 

  íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì . 

Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû â ñëó÷àå ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè. Â [7—14] ïðîñëåæèâàþòñÿ äàëü-
íåéøèå îøèáî÷íûå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå ïîâëåêëè çà ñîáîé ôîðìóëû (13), (14). Íàïðèìåð â [14], â 
çíàìåíàòåëå îñíîâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðà Ñòîêñà (ôîðìóëà (8) íà ñòð. 405) âñòðå÷àåòñÿ çíàêî-
ìîå âûðàæåíèå 
 

 
 

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ó÷åò ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè àëüáåäî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ 
ñðåäíåé ÿðêîñòè I. Íà ýòî óêàçûâàåò ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â (18): 
 

 
 

Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 
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I . V .  M i s h i n . On the Theory of Atmospheric Optical Transfer Operators. 
 

The formula for calculation of the horizontally inhomogeneous component of upwelling radiance field in the at-
mosphere above the surface with isotropic reflection is considered. It is shown that the dependence of this component 
on the spatial variations of the surface albedo is nonlinear. 


