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Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ àýðîçî-
ëÿ èç óãëîâûõ èçìåðåíèé êîìïîíåíò ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Ìåòîäèêà îáðàùåíèÿ îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè 
ïîëèäèñïåðñíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ â ôîðìå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íå-
âÿçêè íà ìíîæåñòâå ìîíîòîííûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ 
íà ãëàäêîñòü àýðîçîëüíûõ ìèêðîñòðóêòóðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à òàêæå íå òðåáóåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû âûáîðà 
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, à òàêæå 
ïðèâåäåí ïðèìåð èíòåðïðåòàöèè äàííûõ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. 

 
 

1. Ââåäåíèå. Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ àýðîçîëüíîãî ñâåòîðàññåÿíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîëèäèñ-
ïåðñíûõ îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé n(r) 
òàêîé, ÷òî âåëè÷èíà n(r)dr îïðåäåëÿåò ÷èñëî ÷àñòèö â èíòåðâàëå [r, r+dr]. Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå àýðî-
çîëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñâîåé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå èìåþò äèñêðåòíûé õàðàêòåð, òî òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ìàòåìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèåé è ìîæåò áûòü ïðèåìëåìûì, 
åñëè ÷àñòèöû äîñòàòî÷íî ïëîòíî ðàñïðåäåëåíû â êàæäîì ìàëîì èíòåðâàëå [r, r+dr]. ßñíî, ÷òî ýòè 
ðàññóæäåíèÿ íîñÿò ñóãóáî êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð è îòíîñÿòñÿ íå òîëüêî ê ðàñïðåäåëåíèþ ñ÷åòíîé 
êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì n(r), íî òàêæå è ê ñâÿçàííûì ñ íèì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ïî 
ðàçìåðàì ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ s(r) è îáúåìà v(r), êîòîðûå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ 
ìèêðîñòðóêòóðû àýðîçîëåé. Îãðàíè÷åííîñòü îïèñàíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ òàêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷, ðåãóëÿðèçàöèÿ êîòîðûõ ïðèâî-
äèò ê ñóæåíèþ êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà ñ÷åò òðåáîâàíèé íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè è ò.ï. 

Â ñâåòå ñêàçàííîãî ìíîãèå îãðàíè÷åíèÿ óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëèäèñïåðñíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ â ôîðìå èíòåãðàëîâ Ðèìàíà—
Ñòèëòüåñà. Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îáñóæäàëîñü, íàïðèìåð, 
â [1]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà îäíà èç âîçìîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ñîâìåñòíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ àýðîçîëÿ ïðè îáðàùåíèè óãëîâûõ ïîëÿðèçàöè-
îííûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñõåìà îáðàùåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íèæå ðå÷ü áóäåò èäòè î ôóíêöè-
ÿõ, îïèñûâàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïî ðàçìåðàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(r) ôóíê-
öèþ, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå [0, R], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñóììàðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå ÷àñòèö ñ 
ðàäèóñàìè, ìåíüøèìè èëè ðàâíûìè r. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè S(r), îïðåäåëÿþùèå åå 
ïðèíàäëåæíîñòü íåêîòîðîìó êëàññó ôóíêöèé . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííî 
íåóáûâàþùåé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà èíòåðâàëå [0, R] è íåïðåðûâíîé ñëåâà. Èçâåñòíî, ÷òî 
ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè è 
ôóíêöèè ñêà÷êîâ. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå 
 

 (1) 
 

ãäå ( )S r — íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ / ( ),dS dr s r  à âòîðîé ÷ëåí 
çàäàåò ôóíêöèþ ñêà÷êîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà rk. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ôóíêöèÿ ñêà÷êîâ îïðåäåëÿåò 
íàëè÷èå ìîíîäèñïåðñíûõ ôðàêöèé ÷àñòèö ñ ðàäèóñàìè rk, è ñóììàðíûì ñå÷åíèåì k. 

Èñïîëüçóÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèñïåðñíîãî ñîñòàâà àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ S(r), 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáóþ îïòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó, íàïðèìåð, èíäèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ () â âèäå 
èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà 
 

 (2) 
 

â êîòîðîì ÿäðî K(, r) = (i1+i2)/(2õ2), õ = 2r/, ãäå i1, i2 — ôóíêöèè áåçðàçìåðíîé èíòåíñèâíîñòè 
[2],  — äëèíà âîëíû. Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (1) èíòåãðàë (2) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå 
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 (3) 
 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S(r) èç óðàâíåíèÿ (2) óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî 
ïî ÷àñòÿì 
 

 (4) 
 

÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè S(r): 
 

 (5) 
 

ëèáî ê óðàâíåíèþ 
 

 (6) 
 

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè S(r) = S(R)—S(r). Óðàâíåíèÿ (5), (6) èìåþò îáùóþ ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ ïåð-
âîãî ðîäà: 
 

QS = . (7) 
 

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè S(r) ñëåäóåò, ÷òî îíà èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Õåëëè [3] èç ìíîæåñòâà  ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ñõîäÿùóþñÿ â êàæäîé 
òî÷êå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè èç . Èç ñõîäèìîñòè â êàæäîé òî÷êå è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü â Lp[0, R], ð > 1, ò.å. ìíîæåñòâî  — êîìïàêò â Lp[0, R], Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè 
ñîçäàíà ðàçâèòàÿ òåîðèÿ è ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ 
îáðàòíûõ çàäà÷ íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ [4]. Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå S0(r) ïðèíàäëåæèò êîì-
ïàêòíîìó ìíîæåñòâó , òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) äîñòà-
òî÷íî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë íåâÿçêè 
 

 (8) 
 

íà ìíîæåñòâå  [4]. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ëþáàÿ 
ôóíêöèÿ S(r)  , äëÿ êîòîðîé ôóíêöèîíàë F2  2, ãäå 2 õàðàêòåðèçóåò îøèáêó â èñõîäíûõ äàí-
íûõ. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü S(r)  S0(r) â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, R] ïðè ð > 1. Îòìåòèì 
íåêîòîðûå äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ S(r), óñòàíîâëåííûå â [4], Åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî S0(r) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (1), òî 
S(r) ñõîäÿòñÿ ê S0(r) ðàâíîìåðíî. Ïðè÷åì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå S(r) ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé ìî-
íîòîííîé ôóíêöèåé. Íàêîíåö, åñëè S0(r) — êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî S(r)  S0(r) ðàâíî-
ìåðíî íà êàæäîì çàìêíóòîì îòðåçêå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê ðàçðûâà, òî÷íîãî ðåøåíèÿ S0(r). 

Ñðàâíèâàÿ îïèñàííûé ïîäõîä ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû àýðîçîëÿ èç îïòè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ðàññåÿíèÿ ñ ìåòîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè 
ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà [5], ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ðàçëè÷èÿ. Ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ìèêðîñòðóêòóðû àýðîçîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ êîð-
ðåêòíîñòè ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà îðèåíòèðî-
âàíî â îñíîâíîì íà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãëàäêèõ àýðîçîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé s(r). Åñëè 
ðàñïðåäåëåíèÿ s(r) èìåþò ðàçðûâíûé õàðàêòåð è íå îáëàäàþò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè, öåëåñî-
îáðàçåí ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ äèñïåðñíîãî ñîñòàâà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé S(r). Â 
ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ óïîìÿíóòûõ ðàçðûâîâ â ðàñïðåäåëåíèÿõ s(r) äîñòàòî÷íî ïðèìåíåíèÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè S(r). Áîëåå òîãî, åñëè äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâîâ â ñàìîé 
ôóíêöèè S(r), òî ýòî ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ñèòóàöèè, îïèñûâàþùèå íàëè÷èå ìîíîäèñïåðñ-
íûõ ôðàêöèé àýðîçîëÿ, êîòîðûì â ðàñïðåäåëåíèÿõ s(r) ñîîòâåòñòâîâàëè áû -îñîáåííîñòè. 

Ê ÷èñëó äðóãèõ âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (7) íà êîìïàêòå  ìîæíî îòíåñòè 
âîçìîæíîñòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå èíôîðìàöèè îá óðîâíå îøèáêè 
èñõîäíûõ äàííûõ [4]. 

Õàðàêòåðèçàöèÿ àíñàìáëåé àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé S(r) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåíåå óïîòðåáèòåëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñïîñîáàìè îïèñàíèÿ äèñïåðñíîãî ñîñòàâà àý-
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ðîçîëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (4), ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãèì, áîëåå ïðèâû÷íûì è 
íàãëÿäíûì ìèêðîñòðóêòóðíûì ïàðàìåòðàì, òàêèì êàê ñ÷åòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ, îáúåìíûé ôàêòîð çà-
ïîëíåíèÿ, ìîìåíòû ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå ñðåäíåå çíà÷åíèå, ïîëóøèðèíà è ò. ï. Íàïðè-
ìåð, îáúåìíûé ôàêòîð çàïîëíåíèÿ V è ñðåäíèé ïî ðàñïðåäåëåíèþ s(r) ðàäèóñ ÷àñòèö rs âûðàæàþòñÿ 
÷åðåç ôóíêöèþ S(r) ïî ôîðìóëàì: 
 

V = a 









RS(R) – 
0

R

 S(r)dr  , rs = V/[aS(R)] ,  a = 4/3 . 

 

3. Âîññòàíîâëåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ìåòîäèêà îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m—ii 
àíàëîãè÷íà îïèñàííîé ðàíåå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé s(r) [6], íî â îòëè÷èå îò ïîñëåä-
íåé íå òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ ïðèáëèæåííî çàäàííûì 
îïåðàòîðîì. Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà îïèñàíèè ïðîöåäóðû îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïî äàííûì 
èçìåðåíèé äâóõ îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð, ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ 
i = QiS (i = 1, 2). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðå÷ü áóäåò èäòè î âîññòàíîâëåíèè òîëüêî îäíîãî ïàðà-
ìåòðà — âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m. 

Ïóñòü m0 — òî÷íîå çíà÷åíèå âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò 
íåêîòîðîé àïðèîðíî çàäàííîé îáëàñòè Ð. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m  Ð ðåøåíèå S, âîññòàíàâëè-
âàåìîå ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (8) äëÿ îäíîé èç ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ, íàïðèìåð 1 
áóäåò òàêæå çàâèñåòü îò âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m. Ìåòîäèêà îöåíêè ïàðàìåòðà m îñíîâàíà 
íà ìèíèìèçàöèè â îáëàñòè Ð íåâÿçêè ìåæäó èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè âòîðîé õàðàêòåðèñòèêè — 2 è 
çíà÷åíèÿìè èíäèêàòðèñû 2, ðàññ÷èòàííûìè ïî ìèêðîñòðóêòóðå S1 = S(r, m), êîòîðàÿ âîññòàíîâëåíà 
ïðè îáðàùåíèè 1: 
 

F
12

2 (m) = Q
2
(m)S

1
 – 

2


2
 . (9) 

 
Ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè 

Fij(m, i) âèäà (9) çàâèñèò îò ñòåïåíè èçìåí÷èâîñòè ôóíêöèîíàëà â îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà ðàñ÷åòíûì ïóòåì ïðè ðàçëè÷íîì îïòèêî-ìèêðîôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè àòìî-
ñôåðû è îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì íàáîðîì îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê i, äèàïàçîíîì óãëîâ ðàññåÿ-
íèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû èçìåðåíèÿ. 

4. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïîëèäèñ-
ïåðñíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ â ôîðìå (5) (ëèáî (6)) ìîãóò âîçíèêíóòü îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè 
âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå ñ ïðèñóòñòâèåì â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïðîèçâîäíûõ 
âèäà K()/r îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîðîâ ýôôåêòèâíîñòè Ìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü â ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ïðîèçâîäíûõ K/r, èìåþùèõ ñèëüíûå çíàêîïåðåìåííûå îñ-
öèëëÿöèè è çíà÷èòåëüíûå ïåðåïàäû ïî àìïëèòóäå. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé ñ òàêèìè 
ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ íåòðè.âèàëüíîé çàäà÷åé è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ñõåì. 
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äèñêðåòèçàöèþ çàäà÷è ìîæíî ïðîâåñòè íà îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîé íèæå ñõåìû. 

Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ çàäàííîãî n îïðåäåëèì ñåòêó óçëîâ rj = R  j/n ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì  = R/n, 
íà êîòîðîé àïïðîêñèìèðóåì ðàñïðåäåëåíèå S(r) êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ñïëàéíîì) ïî ôîðìóëå 
 

 (10) 
 

ãäå Sj = S(rj) (S(0) = 0). Áàçèñíûå ôóíêöèè Nj(r) èìåþò âèä 
 

 (11) 
 

ãäå 
 

 
 

Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâî ôóíêöèé S(r) ïåðåõîäèò â ìíîæåñòâî âåêòîðîâ S ñ íåóáû-
âàþùèìè êîìïîíåíòàìè: 
 
0  S1  S2  ... Sn  C , (12) 
 
ãäå Ñ — îöåíêà ñâåðõó ñóììàðíîãî ñå÷åíèÿ ÷àñòèö. Ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó (10) â (5), ïîñëå ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîëó÷èì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (5) 
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
j=1

n
 Q

j
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j
 = 
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() , (13) 

 

ãäå 
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–
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 – K
–

j
 ,  j = 1, ..., n ; (14) 

 

K
–

j
() = 

–1
 

r
j

r
j+1

 K(, r)dr , j = 0, 1, ..., n – 1 ; (15) 

 

 
 

Ôóíêöèè ( )jK   (j  n) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ÿäðà K(, r) íà èíòåðâàëàõ 

[rj, rj+1]. Èç âûðàæåíèé (13)—(15) âèäíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå íå âîçíèêà-
åò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå K/r. 

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå 
ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïðèìåíèòåëüíî ê îöåíêå ïàðàìåò-
ðîâ m è i èç óãëîâûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ èçìåðåíèé. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ìèêðîñòðóêòóðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áûëà âûáðàíà «äûìêà Í» [2] ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 1,5—i  0. Ìèêðîñòðóêòóðíûå 
ðàñïðåäåëåíèÿ S(r) âîññòàíàâëèâàëèñü ïðè îáðàùåíèè êîìïîíåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ 1(), êîòîðàÿ 
áûëà çàäàíà â äèñêðåòíîì íàáîðå óãëîâ i (i = 1, ., ð), p = 18, ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ íà èí-
òåðâàëå [0, 180]. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè (8) äëÿ óðàâíåíèÿ (7) íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ 
S, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì (12), ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà 
[4]. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ (m, i) âûïîëíÿëàñü íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè F1k(m, i) 
âèäà (9) äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ k(), k = 2, 3, 4 ïðè òåõ æå óãëàõ ðàññåÿíèÿ. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè 12 2 1 2 2/F Q S     îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m—

i  i â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ ìîäåëè «äûìêà Í», (m0 = 1,5; i0 = 0) 
 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1—3. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ïîâåðõ-
íîñòü ôóíêöèîíàëà 12 12 2( , ) ( , ) /F m F m  i i  â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (m, i) â îêðåñòíîñòè òî÷íîãî 

ðåøåíèÿ (m0 = 1,5; i0 = 0). Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ 
(m, i) ïîâåðõíîñòü F12(m, i) îáëàäàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, ìíîãîýêñòðåìàëüíîé ñòðóêòóðîé ñ ãëî-
áàëüíûì ìèíèìóìîì â òî÷êå (m0, i0). Ïðè èçìåíåíèè âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m 
â èíòåðâàëå [1,4; 1,6] äèàïàçîí îòíîñèòåëüíîé èçìåí÷èâîñòè ôóíêöèîíàëà F12 (m, i) ïî îòíîøåíèþ ê 
íîðìå 2  ëåæèò â ïðåäåëàõ 28% ïðè òî÷íîì çíà÷åíèè ìíèìîé ÷àñòè i = i0 è ïðåâûøàåò 50% ïðè 

îòêëîíåíèè i äî 0,1. 
Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà (m0, i0) ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà F12(m, i) áóäåò îïðå-

äåëÿòüñÿ â îñíîâíîì øóìîâîé êîìïîíåíòîé èçìåðÿåìûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê, òî â êà÷å-
ñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ð òî÷åê (m, i), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó F12(m, i)  , ãäå  çàâèñèò îò ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè ôóíêöèé 1 è 2. Èç õàðàêòåðà ïîâåäå-
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íèÿ ôóíêöèîíàëà F12(m, i) â îêðåñòíîñòè òî÷êà (m0, i0) âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòè â îöåíêå îäíîãî èç 
ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð i, áóäóò ïðèâîäèòü ê îøèáêàì ïðè îïðåäåëåíèè äðóãîãî ïàðàìåòðà — m ïðè 
ìèíèìèçàöèè F12(m, i). Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå òàêîå âçàèìíîå âëèÿíèå îøèáîê ñòàíîâèòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì ïðè i > 0,02 è äîñòàâëÿåò ïîãðåøíîñòü m â îöåíêå ïàðàìåòðà m ïî ìèíèìóìó F12(m), 
ðàâíóþ 0,05 ïðè àïðèîðíîé îøèáêå i = 0,05. Âçàèìîñâÿçü îøèáîê m è i îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ 
îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ m è i ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà F12(m, i). 
 

 
à 

 
á 

 

Ðèñ. 2. Êàðòû èçîëèíèé ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè 12F  (à) è 14F  (á) â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (m, i); 
øàã èçîëèíèé — 0,05 

 
Íàãëÿäíî îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ m è i ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû èç 

ðèñ. 2, à, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà êàðòà èçîëèíèé äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè 12( , ).F m i  Ëèíèè 

ðàâíîãî óðîâíÿ íà ðèñ. 2, à îïðåäåëÿþò ãðàíèöû îáëàñòè Ð äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé . Î÷åâèäíî, 
÷òî ÷åì êðó÷å «ñêëîíû» ïîâåðõíîñòè F12(m, i), òåì âûøå ïëîòíîñòü èçîëèíèé è òåì âûøå ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà F12(m, i) ê âàðèàöèÿì âîññòàíàâëèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. 
 

 
 

à 

 
 

á 
 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè 1jF  (j = 2, 3, 4; êðèâûå 1—3) îò âåùåñòâåííîé m (à) è 

ìíèìîé i (á) ÷àñòåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 2, á èçîáðàæåíà êàðòà èçîëèíèé ôóíêöèîíàëà 14 14 4( , ) ( , ) / .F m F m  i i  

Â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (m0, i0) âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà 14( , )F m i  ñèëüíåå, ÷åì âàðèà-

öèè ôóíêöèîíàëà F12(m, i), è ïðåâûøàþò 120%. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 2, à è 2, á âèäíî, ÷òî ïðè 
îäèíàêîâîì øàãå èçîëèíèé (0,05) ïëîòíîñòü ëèíèé âûøå äëÿ ôóíêöèîíàëà 14( , ).F m i  Ïðè ýòîì îá-



 

 Î ïðèìåíåíèè èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà 281 

ëàñòü P äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (m, i), ñîîòâåòñòâóþùèõ í¸êîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó 
óðîâíþ íåâÿçêè , íàïðèìåð,  = 10%, äëÿ ôóíêöèîíàëà 14( , )F m i  áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå àíàëî-

ãè÷íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èçîëèíèåé òîãî æå óðîâíÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà 12( , ).F m i  Ýòî óêàçûâàåò 

íà áîëåå âûñîêóþ èíôîðìàòèâíîñòü ïàðû ïîëÿðèçàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê {1, 4} ïî îòíîøåíèþ ê 
ïàðå (1, 2} â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m—i  i. 

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû òàêæå äëÿ ïàðû õàðàêòåðèñòèê {1, 3}, êîòîðûå ïîêàçàëè, 
÷òî ñî÷åòàíèå òàêèõ èçìåðåíèé îáëàäàåò ìåíüøåé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê âàðèàöèÿì âîññòàíàâëèâàåìûõ 
ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ âûøåðàññìîòðåííûìè ïàðàìè õàðàêòåðèñòèê {1, 2} è {1, 4}. Äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ èíôîðìàòèâíîñòè òðåõ ôóíêöèîíàëîâ Fij(m, i) (j = 2, 3, 4) îòíîñèòåëüíî âîññòàíàâëèâàåìûõ 
ïàðàìåòðîâ íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû èõ çàâèñèìîñòè îò êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ m è i ïðè òî÷íîì çíà÷å-
íèè äðóãîãî ïàðàìåòðà. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ Fij(m, i) (j = 2, 3, 4), èçîáðàæåííûõ íà 
ðèñ. 3, ïîäîáåí àíàëîãè÷íûì çàâèñèìîñòÿì ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè, ïîëó÷åííûì â [6] íà îñíîâå äðó-
ãîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû. 

6. Ïðèìåð èíòåðïðåòàöèè äàííûõ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðèìåð èí-
òåðïðåòàöèè ïî îïèñàííîé ìåòîäèêå ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ äûìêè ìîðñêîãî ïðèáðåæ-
íîãî ðàéîíà. Ïîëÿðèçàöèîííûå èíäèêàòðèñû áûëè çàäàíû â âèäå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè [7], 
êîòîðàÿ îïèñûâàåò èõ òðàíñôîðìàöèþ â óñëîâèÿõ èçìåíÿþùåéñÿ çàìóòíåííîñòè àòìîñôåðû ïîñðåäñò-
âîì âõîäíîãî ïàðàìåòðà — ìåòåîðîëîãè÷åñêîé äàëüíîñòè âèäèìîñòè Sm. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ 
âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m ïðè îáðàùåíèè ìîäåëè ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ 
â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ íà äëèíå âîëíû  = 0,55 ìêì ïðåäñòàâëåíû 
íà ðèñ. 4, à (êðèâàÿ 1). Âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíà äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ 

ïðåëîìëåíèÿ m ïî 10%-ìó óðîâíþ ôóíêöèîíàëà 12( ).F m  Çäåñü æå (êðèâàÿ 2) äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû 
äàííûå [8], ïîëó÷åííûå ïðè èíòåðïðåòàöèè ìîäåëè ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàñõîæäåíèå ìåæäó îöåíêàìè m, ïîëó÷åííûìè äâóìÿ ìåòîäàìè, íå ïðåâûøàåò 0,01. 
 

 
 

à 

 
 

á 
 

Ðèñ. 4. Ïðèìåð èíòåðïðåòàöèè ìîäåëè ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ äûìêè ìîðñêîãî 
ïðèáðåæíîãî ðàéîíà [7]: à — ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëå-
íèÿ m â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ (0,55): êðèâàÿ 1 — ïî ìåòîäèêå, 
îïèñàííîé â ñòàòüå; 2 — íà îñíîâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè [8]; á — ñåìåéñòâî àýðîçîëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé S(r), âîññòàíîâëåííûõ ïðè ìåòåîðîëîãè÷åñêîé äàëüíîñòè âèäèìîñòè Sm = 5 (êðèâàÿ 1), 10 
(2), 20 (3) 30 (4) è 50 (5) êì 

 
Âîññòàíîâëåííûì çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî àýðîçîëüíûõ 

ðàñïðåäåëåíèé S(r), ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 4, á äèñêðåòíûìè îòñ÷åòàìè Sj = S(rj) ñ øàãîì 
 = 0,05 ìêì. Ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè F (8) àïðèîðíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà Ñ â îãðàíè-
÷åíèÿõ (12) áûëà ôèêñèðîâàíà è ðàâíà 0,4 êì–1 äëÿ âñåõ âûáðàííûõ çíà÷åíèé Sm. Ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé S(r) â íóëå õàðàêòåðèçóåò èçìåí÷èâîñòü ñóììàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ÷àñòèö äûìêè ïðè 
âàðèàöèÿõ äàëüíîñòè âèäèìîñòè Sm. Ïî äàííûì, ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 4, á, äîñòàòî÷íî ïðîñòî îöåíè-
âàåòñÿ òðàíñôîðìàöèÿ îáúåìíîãî ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ V ñ èçìåíåíèåì çàìóòíåííîñòè àòìîñôåðû 
(ñì., òàáëèöó, âòîðàÿ ñòðîêà). Â ýòîé æå òàáëèöå â òðåòüåé ñòðîêå ïðåäñòàâëåíû äàííûå ðàñ÷åòîâ V 
ïî äèôôåðåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì s(r) èç [8]. Ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôàêòîðà çàïîë-
íåíèÿ V, ïîëó÷åííûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, íàõîäÿòñÿ â ñðåäíåì â ïðåäåëàõ 6%. 
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Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ îáúåìíîãî ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ V äûìêè ìîðñêîãî ïðèáðåæíîãî ðàéîíà 
èç ìîäåëè ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ [7] 

 

Sm, êì
–1
 5 10 20 30 50 

V  10
10
 1,55 0,773 0,372 0,258 0,160

V ïî äàííûì [8] 1,31 0,705 0,386 0,257 0,158
 

7. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ïðåäëîæåíà íîâàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ 
ìèêðîñòðóêòóðû è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö èç óãëîâûõ èçìåðåíèé êîìïîíåíò 
ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Ìåòîäèêà îáðàùåíèÿ îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ àýðîçîëüíûõ 
ðàñïðåäåëåíèé ïî ðàçìåðàì è ïðåäñòàâëåíèè ïîëèäèñïåðñíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ â âèäå èíòå-
ãðàëîâ Ñòèëòüåñà. Ê äîñòîèíñòâàì ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå 
ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðåäåëå-
íèÿ àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì. Êðîìå ýòîãî, èñ÷åçàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ïðîáëåìû âû-
áîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ îáðàòíîé' çàäà÷è ñ ïðèáëèæåííî çàäàííûì îïåðàòîðîì. Ïðåäñòàâ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ, 
àíàëèç èíôîðìàòèâíîñòè ïîëÿðèçàöèîííûõ èçìåðåíèé, à òàêæå ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ ìèêðîôèçè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àýðîçîëÿ èç íàòóðíûõ èçìåðåíèé íàõîäÿòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè, 
ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ ìåòîäîâ. 
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V . V .  V e r e t e n n i k o v ,  Å . P .  Y a u s h e v a . Use of Stieltjes Integrals for Solving Inverse Problems of 
Light Scattering by Aerosols. 
 

A new numerical scheme is proposed in this paper for restoring the microstructure and index of refraction of aero-
sols from the data of angular measurements of scattering phase matrix. The technique is based on the use of a repre-
sentation of scattering characteristics of a polydisperse aerosol in the form of Stieltjes integrals and minimization of 
the discrepancy on a set of monotonic bounded functions. In this approach there is no need for restrictions of the aero-
sol size-distributions smoothness, as well as for solving the problem of selection of the regularization parameter. Some 
results of numerical simulations of the inverse problem modeling are presented. An example of experimental data in-
terpretation is given. 
 


