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Ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ôàçîâîé ïðîáëåìû è ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû åå ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. 
Ðàññìîòðåíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû â îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ. 

Äëÿ äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðåøåíèé. 
 
 

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé îïòèêè íåðåäêè ñèòóàöèè, êîãäà äîñòóïíîé èëè íåèñêàæåííîé 
èíôîðìàöèåé îá èñêîìîì ïðîñòðàíñòâåííî-îãðàíè÷åííîì (ôèíèòíîì) ðàñïðåäåëåíèè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî 
ìîäóëü åãî Ôóðüå ñïåêòðà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, âîçíèêàåò â àñòðîíîìèè ïðè èñïîëüçîâàíèè 
ìåòîäîâ Ëàáåéðè è ãîëîãðàìì èíòåíñèâíîñòè îáðàáîòêè èñêàæåííûõ òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðîé èçî-
áðàæåíèé îáúåêòà. 

Íà÷èíàÿ ñ êîíöà 50-õ ãîäîâ ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì ôàçîâîé ïðîáëåìû, 
óäåëÿëîñü áîëüøîå âíèìàíèå. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíû êàê îáùåòåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êà-
ñàþùèåñÿ âèäà è êîëè÷åñòâà ðåøåíèé [1—10], òàê è êîíêðåòíûå ñõåìû âîññòàíîâëåíèÿ [11—19]. Îäíàêî 
äåòàëüíûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû, â ÷àñòíîñòè äëÿ äèñêðåòíûõ 
ðàñïðåäåëåíèé, äî ñèõ ïîð íå çàâåðøåí. Â òîì ÷èñëå îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ ñîçäàíèÿ áûñòðîãî è 
óñòîé÷èâîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå àâòîðû, èñïîëüçóÿ êàê èçâåñòíûå, òàê è îðè-
ãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû, ðàññìàòðèâàþò ýòè âîïðîñû ïðèìåíèòåëüíî ê íàèáîëåå âàæíîé ñ ïðàêòè÷åñêîé 
òî÷êè çðåíèÿ îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ çàäà÷è — öèôðîâîé îáðàáîòêå îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. 
 
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû 
 

Ïóñòü J(t) — íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ), îòëè÷íàÿ îò 
íóëÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà S. Åå Ôóðüå îáðàç îïðåäåëèì êàê: 
 

f(x) = F

{J} = 

S

 J(t) exp{ixt} dt = A(x) exp{i(x)} , (1) 

 

ãäå F


— îïåðàòîð Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ; À(õ) — èçâåñòíûé ìîäóëü ñïåêòðà; (õ) — argf(x) — íåèç-
âåñòíàÿ ôàçà. 

Ïðè îáðàòíîì Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèè À2(õ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå àâòîêîððåëÿöèè îòíîñèòåëüíî 
èçîáðàæåíèÿ: 
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Ïðèìåíÿÿ ê (2) îáîáùåííîå Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëåííîå äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé 
ïåðåìåííûõ w = x+iy, ïîëó÷àåì åùå îäíî óðàâíåíèå ôàçîâîé ïðîáëåìû: 
 

fQ(w) = f(w) f(– w) . (3) 
 

Ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå ðàñïðåäåëåíèå èçîáðàæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ïîëîæèòåëüíûõ îò-
ñ÷åòîâ âèäà: {J(n1, n2): 0  n1  N1, 0  n2  N2}, àâòîêîððåëÿöèÿ Q çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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à âûðàæåíèå äëÿ f(w) ïðèîáðåòàåò âèä 
 

f(w
1
, w

2
) = 

n1=0

N1
 
  

n2=0

N2
 
 J(n

1
, n

2
) exp{iw

1
n

1
 + iw

2
n

2
} . 

 

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ z1 = åõð{iw1}, z2 = åõð{iw2} óðàâíåíèå (3) çàïèñûâàåòñÿ êàê 
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1 2,n nz z  – îáðàç èçîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ äâóìåðíûì ïîëèíîìîì. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì ôîðìóëèðîâêàì ôàçîâîé ïðîáëåìû êàê 
çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ: 

1. Ôàçû (õ) ïî ìîäóëþ A(õ) (äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ (z) = argRJ(z) ïî ( )JR z  ïðè 1z ): 

2. Èçîáðàæåíèÿ J(t) èç óðàâíåíèÿ (2) (äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíèÿ J(n1, n2) èç (4)); 
3. Íåèçâåñòíîé öåëîé' àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(w) èç (3) (äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ — ïîëèíîìà 

RJ(z1, z2) èç óðàâíåíèÿ (5)). 
 
Îäíîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ 
 

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòîé ñäâèã èçîáðàæåíèÿ áåç èçìåíåíèÿ åãî ñòðóêòóð è ôîðìû 
J1(t1. t2) = J(t1+1. t2+2) ïðèâîäèò òîëüêî ê èçìåíåíèþ åãî Ôóðüå ôàçû íà ëèíåéíûé ÷ëåí: 
1(x1, õ2) = (õ1, õ2) + 1x1+2x2, à Ôóðüå ñïåêòð «çåðêàëüíîãî» èçîáðàæåíèÿ J1(t1, t2) = J(—t1, —t2) 
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì èñõîäíîìó ñïåêòðó: 1(x1, õ2) = —(õ1, õ2). Òàêèì îáðàçîì, èç 
ñàìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äâà Ôóðüå ñïåêòðà f(x1, õ2) è f(±x1, ±õ2) exp{i(1x1+2x2)} ÿâ-
ëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ðåøåíèÿìè ôàçîâîé ïðîáëåìû, ò.å. èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî ñ 
òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà è ðàçâîðîòà íà 180. 

Îáùèé àíàëèç îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ëåãêî ïðîâåñòè, àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèå (3). Çäåñü ïåð-
âûé ñîìíîæèòåëü f(w) ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó èçîáðàæåíèþ, à âòîðîé —f(—w) — «çåðêàëüíîìó» èçî-
áðàæåíèþ, ïîýòîìó ïîñòîðîííèå ðåøåíèÿ (íåýêâèâàëåíòíûå) ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
ýòè ñîìíîæèòåëè «ïåðåìåøèâàþòñÿ». Ïóñòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé äâóõ äðóãèõ ñóáè-
çîáðàæåíèé: J(t) = J1(t) * J2(t). Òîãäà (3) èìååò âèä fQ(w) = f1(w)f2(w)f1(—w)f2(—w), îòêóäà ïîëó-
÷àåì âñå ðåøåíèÿ f(w) = f1(w)f2(w), f(w) = f1(–w)f2(—w), f(w) = f1(w)f2(—w), f(w) = f2(w)f1(—w). 
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ôîðìàëüíî èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ, à îòëè÷èÿ ìåæäó íèìè íàãëÿä-
íû, åñëè ïðåäñòàâèòü èõ Ôóðüå ñïåêòðû â âèäå (1) (ïðè ó = 0 è w = õ — íà äåéñòâèòåëüíûõ îñÿõ): 
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Ìîäóëè ñïåêòðà âñåõ ðåøåíèé îäèíàêîâû è ðàâíû A1(x)  A2(x). Äâà ïåðâûõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâè-
âàëåíòíûìè èñòèííûìè ðåøåíèÿìè, à äâà âòîðûõ — ýêâèâàëåíòíûìè ïîñòîðîííèìè ðåøåíèÿìè, ò. å. 
ôàêòè÷åñêè ðåøåíèé äâà: J1(t) * J2(t) è J1(t) * J2(—t). Åñëè èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé 
N ñóáèçîáðàæåíèé J(t) = J1(t) *  * JN(t), òî (3) èìååò âèä 
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Èç (6) ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàòü íîâûå ðåøåíèÿ, èìåþùèå íà äåéñòâèòåëüíûõ îñÿõ (w = x) òîò æå 

ìîäóëü, íî äðóãóþ ôàçó êàê 
1

( ).
N

i
i

f


 w  Îáùåå ÷èñëî òàêèõ êîíñòðóêöèé' ðàâíî 2N–1. Ïðè ýòîì âñå 

îíè èìåþò îäíó è òó æå àâòîêîððåëÿöèþ. Ïîñêîëüêó äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ èçîáðàæåíèé 
ëèíåéíûå ðàçìåðû îáëàñòè àâòîêîððåëÿöèè â äâà ðàçà ïðåâûøàþò ðàçìåðû îáëàñòè S èçîáðàæåíèé, 
ïîñòîëüêó âñå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ôàçî-
âîé ïðîáëåìû. 

Äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ àíàëèç ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí è ñëåäóåò èç ñîîîòíîøåíèÿ (5), êîòîðîå â 
ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä: 
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à íîâûå ðåøåíèÿ âèäà 
1

( )
N

i
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R

 z  ïîëó÷àþòñÿ ïðè çàìåíå ëþáîãî èç Ri(z) íà Ri(z–1). 

Îòìåòèì, ÷òî â õîðîøî èçâåñòíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ J(t) = J(—t) çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó f(—w) = f(w) è RJ(z–1) = RJ(z). Ïîýòîìó â ïîñòðîåíèè íîâûõ 
ðåøåíèé ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå òîëüêî ìíîæèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñèììåòðè÷íûì ñóáèçîáðà-
æåíèÿì, äëÿ êîòîðûõ Ji(—t)  Ji(t). fi(—w)  fi(w), Ri(z–1)  Ri(z). 

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé âîïðîñ îäíîçíà÷íîñòè ôàçîâîé ïðîáëåìû ñâîäèòñÿ ê 
ïðåäñòàâèìîñòè íåèçâåñòíîãî èçîáðàæåíèÿ â âèäå ñâåðòêè ñóáèçîáðàæåíèé èëè ê ðàçëîæèìîñòè Ôó-
ðüå ñïåêòðà íà ñîìíîæèòåëè, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ôèíèòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. 

1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà f(w) ïðåäñòàâèìà â âèäå 
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà-Âåéåðøòðàññà [21]: 
 

f(w) = exp(
0
 + 

1
w) 

i


 
 



1 – 

w
w

i
 exp





w

w
i

 , 

 

ãäå wi — êîðíè óðàâíåíèÿ f(w) = 0, 0 è 1 — êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû. Íîâîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ 
ïðè çàìåíå â ðàçëîæåíèè f(w) êîðíÿ wi íà *,iw  ïðè÷åì èõ ÷èñëî â ïðèíöèïå íåîãðàíè÷åíî, îäíàêî ê 
íîâîìó ðåøåíèþ ïðèâîäÿò òîëüêî êîðíè, íå ëåæàùèå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå 
èì èçîáðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè. 

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå z-îáðàç RJ(z) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ìíîãî÷ëåíîì N-é ñòåïåíè, èìååò N 
êîðíåé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 
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ãäå zi — êîðíè óðàâíåíèÿ RJ(z) = 0, à Ñ — êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà. 
Íîâîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé *

i iz z  ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå â ëþáîì èç 
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i iz z  êîðíè íåîáõîäèìî ïåðåáðàñûâàòü ïàðàìè, ïîñêîëüêó íîâîå ðåøåíèå ñîñòîèò èç 
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 ãäå zi — ïðîèçâîëüíûé êîðåíü èç ïàðû *( , ).i iz z  Ïðè ýòîì ÷èñëî ðåøåíèé 

 2
N1+N2

, ãäå N1 — ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé; N2 — ÷èñëî ñîïðÿæåííûõ ïàð êîðíåé, íå ëåæàùèõ 
íà îêðóæíîñòè 1.z   

2. Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ñîãëàñíî' [22] ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé ìíîãîìåðíûé àíàëîã êàíîíè÷åñêî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ âèäà 
 

f(w) = H(w) G(w) . 
 

Îäíàêî êîíêðåòíûé âèä Í(w) è G(w) íå îïðåäåëåí è òåì áîëåå íåò ãàðàíòèè, ÷òî â îáëàñòè èçî-
áðàæåíèÿ èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôèíèòíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè. Íà ýòîì ðàññìîòðåíèå íå-
ïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ïîêà çàêîí÷èì. 

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå âîïðîñ îäíîçíà÷íîñòè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ðàçëîæèìîñòè äâóìåðíîãî ïî-

ëèíîìà 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2
0 0

( , )
N N

n n
J n n

n n

R z z J z z
 

    íà ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ ìåíüøåé ñòåïåíè. Â îáùåì ñëó÷àå 

ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå íå îñóùåñòâèìî. 
Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ àïïàðà-

òîì ìåðû Ëåáåãà. Â îñíîâå àíàëèçà ëåæàò äâà óòâåðæäåíèÿ [8]. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  1 . Ïóñòü ñîîòâåòñòâèå Q


 òî÷åê m-ìåðíîãî ìíîæåñòâà Âm òî÷êàì n-ìåðíîãî 

ìíîæåñòâà Ân (Q


: Bm  Bn) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è m < n. Òîãäà ìåðà Ëåáåãà ïîäìíîæåñò-

âà, ÿâëÿþùåãîñÿ Q


-îáðàçîì Âm (Q


[Bm]) â Ân, ðàâíà íóëþ. 
Äðóãèìè ñëîâàìè, â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìåðà Ëåáåãà ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìîãî m-

íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè (èõ âûáîð ìîæåò áûòü ðàçëè÷åí) ðàâíà íóëþ ïðè m < n (ñêàæåì, ïëî-
ùàäü êðèâîé, çàâèñÿùåé îò îäíîãî ïàðàìåòðà, ðàâíà íóëþ). 

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n îò ê ïåðåìåííûõ ÷åðåç Ð(n, ê). Îòäåëüíûé ïîëèíîì 
Ðn(z) èç ýòîãî ìíîæåñòâà èìååò âèä 
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1 2

1 2

1 1 2
...

( ) ( ... ) ... .ê

ê

ll l
n ê ê

l l l n

P C l l z z z
   

 z  

 

×èñëî êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëèíîì èç Ð(n, ê), îáîçíà÷èì (n, ê), a R(n, ê) — ïðî-
ñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà Ðn(z) ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåí êàê êîîðäèíàòà âåêòîðà èç R(n, ê), òî ìåæäó Ð(n, ê) è R(n, ê) ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  2 . Ïîäìíîæåñòâî Â ðàçëîæèìûõ ïîëèíîìîâ ìíîæåñòâà Ð(n, ê) ñîîòâåòñòâóåò 
â R(n, ê) ìíîæåñòâó ñ ìåðîé íîëü ïðè óñëîâèè ê > 1, n > 1. 

Íà îñíîâå äàííûõ óòâåðæäåíèé íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé. Íàïðèìåð, â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ëèáî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ èçîáðàæåíèé, ëèáî äëÿ 
èçîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñâåðòêîé ñèììåòðè÷íîãî ñóáèçîáðàæåíèÿ è íåðàçëîæèìîãî áîëåå íåñèì-
ìåòðè÷íîãî ñóáèçîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó èç N ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ èçîáðàæåíèå äëèíû (N+1), 

òîëüêî 1 2
2

N  
  

 ìîãóò áûòü íåçàâèñèìûìè. Â òî æå âðåìÿ ìíîæåñòâî àâòîêîððåëÿöèé {Qn;n—

N  n  N} ñîäåðæèò N íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøàåìûõ àâòîêîððåëÿöèé â ìíîæåñòâå âñåõ àâòîêîððåëÿöèé ïðè N  3 ðàâíà íóëþ, à ôà-
çîâàÿ ïðîáëåìà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè N  3 ðåøàåòñÿ ïî÷òè âñåãäà íåîäíîçíà÷íî. 

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè â ðàçëîæåíèè z-îáðàçà òîëüêî îäíîãî íåñèììåòðè÷íîãî ìíîæè-
òåëÿ ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ 
ðàçëîæèìîãî äâóìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî ïîëèíîìà ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâàÿ ïðîáëåìà â 
äâóìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ, êàê ïðàâèëî, ðåøàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òåðìèíû «êàê ïðàâèëî» è 
«ïî÷òè âñåãäà» îçíà÷àþò, ÷òî äàííûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, èñêëþ÷àÿ 
ìåðó Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà, ðàâíóþ íóëþ. 

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ðàçëè÷èå ìåæäó îäíîìåðíûì è ìíîãîìåðíûì ñëó-
÷àÿìè è îáúÿñíèòü óñïåõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è. Îäíàêî 
âîçíèêàåò âîïðîñ î ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå 
èçîáðàæåíèå èçíà÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé äâóìåðíûõ èëè îäíîìåðíûõ ñóáèçîáðàæåíèé. Åñëè â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íóëåé (5) è ïîñòðîåíèþ âñåõ ðåøåíèé 
ïóòåì îïèñàííîé «ïåðåáðîñêè» êîðíåé, òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ôàêòîðèçîâàòü ïîëèíîì «â ëîá» íåëü-
çÿ. Ïîýòîìó àâòîðû ïðåäëàãàþò «î á ù è é  ì å ò î ä  ñ â å ä å í è ÿ  ä â ó ì å ð í î ã î  ä è ñ ê ð å ò í î ã î  
ñ ë ó ÷ à ÿ  ê  î ä í î ì å ð í î ì ó ». Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèå 

1 2,n nJ  âû-

òÿãèâàåì ïîñòðî÷íî, ò.å. ñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå îäíîìåðíîå èçîáðàæåíèå In ïî ïðàâèëó 
 

I
n
 = J

n1
, n2

 ïðè n = n
1
 + n

2
(N

1
 + 1) . 

 

Óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè àâòîêîððåëÿöèè Qi èçîáðàæåíèÿ In è àâòîêîððå-
ëÿöèè 

1 2,l lQ  èçîáðàæåíèÿ 
1 2, .n nJ  Ïîñêîëüêó z-îáðàçû îáåèõ àâòîêîððåëÿöèé óäîâëåòâîðÿþò (5), à äëÿ 

z-îáðàçîâ èçîáðàæåíèé (ñ ó÷åòîì (7)) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 1 1( ) ( , ),N
I JR z R z z   òî èìååì 

 

R
Q
(z) = R

Q
(z, z

N1+1
) . 

 

Ñîãëàñíî (5) è ñ ó÷åòîì âèäà ïîëèíîìà äëÿ 1 1( , )N
QR z z   ñïðàâåäëèâî: 

 

R
Q
(z, z

N1+1

) = 









n1=0

N1
 
 
n2=0

N2
 
 Jn1

, n
2 
z
n1 + n2(N1+1)

 









m1=0

M1
 
 
m2=0

M2
 
 Jm1

, m2 
z
–m1 – m2(N1+1)

 . 

 

Çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ RQ(z), ñ ó÷åòîì (8), ïîëó÷àåì 
 

Q
l
 = 

n1=0

N1
 
 
n2=0

N2
 
 
m1=0

M1
 
 
m2=0

M2
 
 Jn1, n2 

J
m1, m2

 {l – (n
1
 – m

1
) – (n

2
 – m

2
)(N

1 + 1)} . 

 
Äàëüíåéøèé àíàëèç ñâîäèòñÿ ê âûÿâëåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ àðãóìåíò —ôóíêöèè îáðàùà-

åòñÿ â íîëü, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé: 
 



n1

 – m
1
 = l

1
 – p(N

1
 + 1) ,

n
2
 – m

2
 = l

2
 + p ,   (9) 

 



 

 

ãäå 2
1

,
1

l
l

N
 

   
 1 1

1

( 1),
1

l
l l N

N
 

    
 ð — äèñêðåòíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé äèàïàçîí ðàçëîæå-

íèÿ ïî ìîäóëþ (N1 + 1). Èç (9) ñëåäóåò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ äèàïàçîí çíà÷åíèé ð: 
0  l

1
  N

1, l1– p(N
1
 + 1)  N

1
. Ãðàôè÷åñêîå ïîâåäåíèå íåðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ð ìîæåò ïðèíèìàòü 

òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è (èëè) 1. 
Ïîýòîìó çíà÷åíèå îäíîìåðíîé àâòîêîððåëÿöèè Ql ïîñòðî÷íî âûòÿíóòîãî èçîáðàæåíèÿ In ÿâëÿåò-

ñÿ ñóììîé çíà÷åíèé äâóõ àâòîêîððåëÿöèé 
1 2,l lQ  [20]: 

 

Q
l
 = Q

l1
, l2

 + Q
l1–N1–1, l2+1

 , (10) 

 

ãäå 1 1
1

( 1),
1

l
l l N

N
 

    
 2

1

.
1

l
l

N
 

   
 

Âûòÿãèâàíèå ïî ñòîëáöàì ïî ïðàâèëó 
1 2, ;n n nI I  n = n2+n1(N2+1) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó: 

 

Q
l
 = Q

l1, l2
 + Q

l1+1, l2–N2–1
 , (11) 

 

ãäå 
 

l
1
 = 




l

N
2
 + 1  , l

2
 = l – 





l

N
2
 + 1  (N

2
 + 1) . 

 

Ðàññìîòðèì ìåòîä «ïîñòðî÷íîãî âûòÿãèâàíèÿ ñ íóëÿìè», êîòîðûé' ñâîäèòñÿ ê ïðèáàâëåíèþ ê ïî-
ñëåäíåìó ýëåìåíòó êàæäîé ñòðîêè äâóìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ ñòðî÷êè, ñîñòîÿùåé èç N1 íóëåé [10]. 
Ïîäîáíûé ìåòîä ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â (10) è (11) îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå. Ïðàâèëî âûòÿãè-
âàíèÿ äàåòñÿ â âèäå 
 

 (12) 
 

à óðàâíåíèå (8) ïåðåéäåò â óðàâíåíèå 
 

 (13) 
 

Äàëåå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðåíèþ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé 
 

 
 

ãäå 2
1

,
2 1

l
l

N
 

   
 1 1

1

(2 1).
2 1

l
l l N

N
 

    
 

Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, èç êîòîðîé íàõîäèòñÿ äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ð, èìååò âèä: 
0  l1  2N1, 1 1 1(2 1) .l p N N    

Èç ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ð ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî 
çíà÷åíèå: ëèáî 0, ëèáî I. Ïîýòîìó (10) ïðèíèìàåò âèä 
 
Q

l
 = Q

l1,l2
  (14) 

 

è ïðè ýòîì Q
l1–2N1–2, l2+1

 = 0, ëèáî 

 

Q
l
 = Q

l1–2N1–2, l2+1
 (15) 

 

è ïðè ýòîì 
 

Q
l1, l2

 = 0 , l
1
 = l – 





l

2N
1
 + 1  (2N

1
 + 1) , l

2
 = 




l

2N
1
 + 1   

 

Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè (14) è (15) ñïðàâåäëèâû è ïðè ïîñòîëáöîâîì âûòÿãèâàíèè ñ íóëÿìè. 
Â ñàìîì îáùåì âèäå ïîñòðî÷íîå âûòÿãèâàíèå 

1 2,n nJ  â îäíîìåðíîå èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü çàïè-

ñàíî â âèäå 
1 2, ,n n nI J  1 2 1,n n n M   îòêóäà ñëåäóåò: 

à) Ì1 = N1 + 1 — âûòÿãèâàíèå áåç íóëåé (10); 
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á) N1+1 < M1 < 2N1+1 — ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, êîãäà âûòÿãèâàíèå ïðîèñõîäèò ñ íóëÿìè, íî 
èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ â (10) è Q áóäåò òàêæå ÿâ-
ëÿòüñÿ ñóììîé äâóõ äâóìåðíûõ àâòîêîððåëÿöèé, îäíà èç êîòîðûõ ñäâèíóòà; 

â) M1 = 2N1+1 — ïîëó÷àåì ëèáî (14) ëèáî (15); 
ã) M1 > 2N1+1 — ìåòîä ïðèìåíèì, íî ñëîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå òèïà (14) èëè (15), ïî-

ñêîëüêó àíàëèòè÷åñêè îíî íå çàïèñûâàåòñÿ; 
ä) 1 < Ì1 < N1+1 — â ýòîì ñëó÷àå Ql ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé 3-õ è áîëåå äâóìåðíûõ àâòîêîððå-

ëÿöèé, îäíàêî ïîäîáíîå âûòÿãèâàíèå óæå áåññìûñëåííî, ïîñêîëüêó ñòðî÷êè íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà 
äðóãà è âîññòàíîâèòü èç In èçîáðàæåíèå 

1 2,n nI  íåâîçìîæíî. 

Ïîëó÷åííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ðåøåíèé ôàçîâîé ïðî-
áëåìû â äâóìåðíîì äèñêðåòíîì ñëó÷àå: 

1. Ïî çàäàííîé àâòîêîððåëÿöèè 
1 2,l lQ  ñ îáëàñòüþ SQ (—L1  l1  L1, –L2  l2  L2) îïðåäåëÿåòñÿ 

îáëàñòü èçîáðàæåíèÿ S, êàê N1 = [L1]+1, N2 = [L2]+1. 
2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ N1, N2 îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëî âûòÿãèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî äâóìåðíîãî èçîáðàæå-

íèÿ 
1 2,n nJ  â îäíîìåðíîå In ëèáî ïîñòðî÷íî — n = n1+n2Ì1 (N1+1  M1  2N1+1), ëèáî ïîñòîëáöîâî — 

n = n2+n1M2 ( N2+1  M2  2N2+1). 
3. Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ïðàâèëà âûòÿãèâàíèÿ ñòðîèòñÿ îäíîìåðíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ Ql 

îäíîìåðíîãî àíàëîãà èçîáðàæåíèÿ In. 
4. Îïðåäåëÿþòñÿ êîðíè RQ(z) è âûäåëÿþòñÿ âñå ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 

[3]. 
5. Ïîëó÷åííûå îäíîìåðíûå ðåøåíèÿ îòáðàêîâûâàþòñÿ ïî êðèòåðèþ: 
à) «ñâåðòûâàåìîñòè» â äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå, åñëè âûòÿãèâàíèå áûëî ñ íóëÿìè, ïðè ýòîì îíè 

äîëæíû èìåòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ íóëåâûå çíà÷åíèÿ. 
á) åñëè âûòÿãèâàíèå áûëî áåç íóëåé, òî èõ îäíîìåðíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ Ql ðàâíà ñóììå äâóõ 

äâóìåðíûõ, ïîýòîìó ñ÷èòàþòñÿ îäíîìåðíûå àâòîêîððåëÿöèè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ,m
lQ  ñâåðòûâàþòñÿ 

â äâóìåðíûå 
1 2,
m
l lO  è ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî 

21 1 2, , .m
l l l lQ O  Ïðè ýòîì ïîñòîðîííèå ðåøåíèÿ ýòîìó ðà-

âåíñòâó íå óäîâëåòâîðÿþò. 
Â ïðèíöèïå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Ëåáåãà ïîñòðîåííûõ ïîñòîðîííèõ ðåøåíèé ïðè îïèñàííûõ 

îãðàíè÷åíèÿõ ðàâíà íóëþ. 
Äàëüíåéøåìó ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è áóäóò ïîñâÿùåíû II è III ÷àñòè ñòàòüè. 
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Ð . À .  Â a k u t ,  A . A .  P a k h o m o v ,  A . D .  R ó a k h i n . Methods of Solution of the Phase Problem in 
Digital Image Processing. Part 1. 
 

A theoretical analysis of the phase problem is presented and algorithms of its solution are considered. Unambigu-
ity of the phase problem solution in one- and multidimensional cases is analysed. A new technique for constructing all 
the solutions of the problem in the discrete two-dimensional case is proposed. 


