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Äàí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è, íà îñíîâå êîòîðîãî âûÿâëåí è èññëå-
äîâàí àëãîðèòì, îáëàäàþùèé íàèëó÷øèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

Îïðåäåëåíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ, ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé è 
ïðàêòè÷åñêèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ê øóìàì è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. 

 
 

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ×àñòè II, àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû âîçìîæíû äëÿ äîâîëüíî 
óçêîãî êëàññà èçîáðàæåíèé è, â ÷àñòíîñòè, èìåþùèõ â  ñâîåì ðàñïðåäåëåíèè òî÷å÷íûé èñòî÷íèê [1]. 

Èçâåñòíû àëãîðèòìû «ïðÿìîãî» ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû, îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè 
óðàâíåíèÿ àâòîêîððåëÿöèè (ñì. ×àñòü I (4)). Â [2] ðàññìîòðåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâàí-
íûõ ïî èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèé, ñâîäÿùèéñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïåðåáîðó âñåõ âîçìîæíûõ ðå-
øåíèé è îòáðàêîâêå ïîñòîðîííèõ. Èç âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèé áûëè âîññòàíîâëåíû 
òîëüêî èñòèííûå ðåøåíèÿ, îäíàêî ïðîöåäóðà âûäåëåíèÿ âñåõ ðåøåíèé ñëèøêîì ñëîæíà, à âðåìÿ ðà-
áîòû àëãîðèòìà íà ÝÂÌ ÁÝÑÌ-6 ñ ìàññèâàìè 2525 ïðè 6 ãðàäàöèÿõ â èçîáðàæåíèè òðåáîâàëà îêîëî 
2,5 ÷. Â [3] îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà íà ñëó÷àé íåêâàíòîâàííûõ èçîáðàæåíèé, êîòîðàÿ 
òðåáóåò òàêæå î÷åíü áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. 

Âîçìîæíû òàêæå «òåîðåòè÷åñêèå» àëãîðèòìû [4, 5], îñíîâàííûå íà íàõîæäåíèè z-îáðàçà àâòî-
êîððåëÿöèè 1 1

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ),Q J JR z z R z z R z z   âû÷èñëåíèè êîðíåé RQ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ è ðå-

øåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ RJ(z) è RJ(z–1). Ãëàâ-
íûé íåäîñòàòîê ýòèõ àëãîðèòìîâ — òðóäíîñòü è ãðîìîçäêîñòü ôàêòîðèçàöèè äâóìåðíîãî ïîëèíîìà, à 
òàêæå çíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè êîðíåé ïðè íàëè÷èè øóìà. 

Áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà èòåðàöèîííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ àâ-
òîêîððåëÿöèè. Ïðèíöèï èõ ðàáîòû ñëåäóþùèé: ïóñòü Jê(n) — îöåíêà èçîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
åé îöåíêà àâòîêîððåëÿöèè — Qê(n), òîãäà îøèáêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòèííîé àâòîêîððåëÿöèåé ìîæåò 
áûòü çàïèñàíà 
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Â äàëüíåéøåì ìåíÿþò Jê(n) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñâåñòè Qê(n) ê ìèíèìóìó. 
Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè Qê(n) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè: â [6] äëÿ ìèíèìèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìå-

òîä Ìîíòå-Êàðëî, â [7, 8] — ãðàäèåíòíûå ìåòîäû. Ïåðâûé íåäîñòàòîê ýòèõ àëãîðèòìîâ — ñëîæíîñòü 
è ãðîìîçäêîñòü, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìåíèìîñòü ìàëîðàçìåðíûìè èçîáðàæåíèÿìè, âòîðîé ñâÿçàí ñ 
ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòüþ ôóíêöèè Qê(n), êîòîðàÿ çàâèñèò îò (N1+1) (N2+1)-ïåðåìåííûõ èçîáðàæåíèÿ. 

Îáû÷íî ïîäîáíûå ôóíêöèîíàëû íàðÿäó ñ ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì èìåþò ìíîæåñòâî ëîêàëü-
íûõ, à «äîáðàòüñÿ» äî ãëîáàëüíîãî ìîæíî òîëüêî ïåðåáðàâ âñå ëîêàëüíûå, ïðè÷åì ÷èñëî ëîêàëüíûõ 
ýêñòðåìóìîâ íåïðåäñêàçóåìî è îïðåäåëÿåòñÿ êàê âèäîì ôóíêöèîíàëà, òàê è âèäîì èçîáðàæåíèÿ. 

Ñòîèò óïîìÿíóòü åùå îäèí àëãîðèòì [9, 10] ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè 
íåîáõîäèìî âçÿòü âûáîðêó çíà÷åíèé ìîäóëÿ, â äâà ðàçà áîëåå ÷àñòóþ, ÷åì òðåáóåòñÿ ïî òåîðåìå Êî-
òåëüíèêîâà, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, ïîìåñòèâ àâòîêîððåëÿöèþ â íóëåâîé ìàññèâ ñ ðàçìåðàìè, ðàâíûìè åå 
óäâîåííûì ðàçìåðàì, è îñóùåñòâèâ îáû÷íîå ÄÏÔ. Çàòåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèå ìîäóëÿ â 
êàæäîé èçáûòî÷íîé òî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ áëèæàéøèõ çíà÷åíèé, â îñíîâíûõ òî÷êàõ âûáîðêè 
ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíû ðàçíîñòåé ôàç âèäà , 1, ,ê ê l ê l      ,, 1 .ê êl l l      Äàëåå, ñòðîÿò 

îöåíêó ñàìîé ôàçû, ñøèâàÿ ê è l è èñïîëüçóÿ íåèçìåííîñòü êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ôàçû ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ïóòÿõ ïîäõîäà. 

Íåñìîòðÿ íà íåîïðåäåëåííîñòü â çíàêå ðàçíîñòè ôàç è íåîáõîäèìîñòè ïåðåáîðà, â äâóìåðíîì 
ñëó÷àå áûëè âîññòàíîâëåíû òîëüêî èñòèííûå ðåøåíèÿ (ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò âàæíîñòü óñëîâèÿ 
çàìêíóòîñòè). Íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ òî÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ãðóáîñòüþ àïïðîêñèìà-
öèè çíà÷åíèé ìîäóëÿ. Îäíàêî â êà÷åñòâå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé îöåíêè äëÿ èòåðàöèîííîãî 
àëãîðèòìà, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí, îí âïîëíå ïðèãîäåí. 
 



 

 Ìåòîäû ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû. ×àñòü III. 489 

Èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû 
 

1. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì. Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ ìåòîäàìè ïðàê-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ èòåïàöèîííûå àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìîäèôèêàöèþ 
àëãîðèòìà Ãåðøáåðãà—Ñàêñòîíà [11]. Êðàòêàÿ ñõåìà èõ ðàáîòû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 (1) 
 

ãäå Jê — îöåíêà èçîáðàæåíèÿ íà ê-é èòåðàöèè; 1P


— îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-

íûõ ôóíêöèé; 2P


— îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ ôóíêöèé (ñ çàäàííîé îáëàñòüþ S); 

3P


— îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ çàäàííûì ìîäóëåì Ôóðüå ñïåêòðà. Èç îïðåäåëå-

íèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè [12] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò êîíêðåòíûå âèäû îïåðàòîðîâ 1 2, :P P
 

 
 

 (2) 
 

ãäå I(n) — ëþáàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì âèä îïåðàòîðà 3 .P


 Ïóñòü 

( ) ( ) exp{ ( )}f f i x x x — ïðîèçâîëüíûé Ôóðüå ñïåêòð, à ( ) ( ) exp{ ( )}g A i x x x — Ôóðüå ñïåêòð ñ çà-

äàííûì ìîäóëåì À(õ). Íàéäåì ñâÿçü (õ) è (õ). Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ïðîåêöèè 
 

 
 

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè (õ)=(õ) è |f(õ)| = A(õ). Ïîýòîìó îïåðàòîð 3P


 èìååò âèä 
 

 (3) 
 

ãäå ( ) { },ê êJ F J


x  F


— îïåðàòîð Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ, A(õ) — çàäàííûé ìîäóëü Ôóðüå ñïåêòðà. 
Ïîñêîëüêó ëþáûå âèäû àïðèîðíîé èíôîðìàöèè (îãðàíè÷åíèé) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíó-

òûå ìíîæåñòâà, òî ðàáîòà àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðîåêòèðîâà-
íèþ íà ýòè ìíîæåñòâà è íàõîæäåíèþ ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùåãî èõ ïåðåñå÷åíèþ. Äëÿ àíàëèçà ñõî-
äèìîñòè ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå [12], êîòîðîå ãàðàíòèðóåò ñõîäè-
ìîñòü ê èñòèíîìó ðåøåíèþ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì ïðîåêöèè ìíîæåñòâà âûïóêëû. Ìîæíî 

ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðàì 1P


 è 2P


 ñîîòâåòñòâóþò âûïóêëûå ìíîæåñòâà, îäíàêî ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñò-

âóþùåå îïåðàòîðó 3P


— íåâûïóêëî. Ýòî îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü áîëåå ïîäðîáíîãî èññëåäîâà-
íèÿ åãî ñõîäèìîñòè. Äåòàëüíûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç [13] ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêà â ïðîöåññå âîññòà-
íîâëåíèÿ óìåíüøàåòñÿ, ò. å. àëãîðèòì ñõîäèòñÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïåð-
âûå 10— 30 èòåðàöèé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ äîâîëüíî áûñòðî, íî çàòåì ñõîäèìîñòü ðåçêî çàìåäëÿåòñÿ è 
ïðèìåðíî ê 50—60 èòåðàöèÿì íàñòóïàåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíûé çàñòîé àëãîðèòìà, êîòîðûé ïðîäîëæàåò-
ñÿ äî 2—10 òûñÿ÷ èòåðàöèé è áîëåå (ðèñ. 1, à). 
 

 
 

Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè 
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà (à); àëãîðèòìà «âñòðÿñêè» (á); ïðè ÷åðåäîâàíèè ÷åðåç 10 èòåðàöèé îïòè-
ìàëüíîãî àëãîðèòìà è àëãîðèòìà «âñòðÿñêè» (â); ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïîñëå 
80 èòåðàöèé àëãîðèòìà «âñòðÿñêè» (ã) 
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Îöåíêà èçîáðàæåíèÿ ïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ, à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòèííûì 
èçîáðàæåíèåì «çàñòûâàåò» íà óðîâíå 10—15%. Ýòîò íåäîñòàòîê çàñòàâëÿåò èñêàòü ïóòè ïðåîäîëåíèÿ çà-
ñòîÿ àëãîðèòìà (1), êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü «îïòèìàëüíûì», ïîñêîëüêó èñïðàâëåíèå èçîáðàæåíèÿ â íåì 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè, ò.å. ìèíèìàëüíûì â ñìûñëå íîðìû îáðàçîì. 

2. Àëãîðèòì âñòðÿñêè. Ðàññìàòðèâàåìûå íèæå àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ïî âõîäó, âïåðâûå ïðåä-
ëîæåííûå Ôüåíàïîì [13], íå èìåþò ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, îäíàêî èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ïðåîäî-

ëåòü çàñòîé àëãîðèòìà (1). Ðàññìîòðèì äåéñòâèå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà 3 .P


 Î÷åâèäíî, ÷òî ìàëûå 
èçìåíåíèÿ åãî âõîäà ïðèâîäÿò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì åãî âûõîäà. À òàê êàê âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ îöåíêà 
Iê(n), íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì íà èçîáðàæåíèå, ïîñòàâèì çàäà÷ó: â ñëåäóþùåì 
öèêëå âìåñòî Jê(n) ïîäàòü íà âõîä òàêóþ îöåíêó Jê+1(n), ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ íà âûõîäå îöåíêà Jê+1(n) 
óäîâëåòâîðÿëà áû àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ýòîì èçìåíåíèå 
âõîäà äîëæíî èìåòü âèä 
 

 
 
ãäå ê — îáëàñòü, â êîòîðîé Iê(n)  0 è n  S. Òîãäà â îáùåì ñëó÷àå Jê+1(n) çàïèøåòñÿ òàê: 
 

 (4) 
 
ãäå   (0, 1). Ìîæíî òàêæå ïîïûòàòüñÿ ñêîìïåíñèðîâàòü íàðóøåíèÿ â îáëàñòè èçîáðàæåíèÿ íà âû-
õîäå, ñ÷èòàÿ âõîäîì îöåíêó Iê(n). Òîãäà ïîëó÷àåì 
 

 (5) 
 

Êîìáèíàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê òðåòüåìó âûðàæåíèþ äëÿ âõîäà: 
 

 (6) 
 

Àëãîðèòìû (4), (5), (6) îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìàëüíîãî òîëüêî èñïðàâëåíèåì â îáëàñòè èçîáðàæå-
íèÿ. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè îêàçàëîñü, ÷òî àëãîðèòìû (4), (5) ñõîäÿòñÿ åùå ìåäëåí-
íåå, ÷åì îïòèìàëüíûé. À àëãîðèòì (6), êîòîðûé áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü àëãîðèòìîì «âñòðÿñêè», âå-
äåò ñåáÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíî. Âî-ïåðâûõ, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà èçîáðàæåíèÿ Jê+1(n) íå óäîâëåòâîðÿ-
åò àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì, âî-âòîðûõ, îøèáêè ñíà÷àëà óìåíüøàþòñÿ äîâîëüíî áûñòðî, çàòåì èõ 
óìåíüøåíèå çàìåäëÿåòñÿ, à ïîñëå 100—500 èòåðàöèé îøèáêè ðåçêî óìåíüøàþòñÿ äî çíà÷åíèé 0,1—
0,01%, â-òðåòüèõ, ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ñèëüíî çàâèñèò îò êîíñòàíòû . Ïðè   1 àëãîðèòì ðàñõî-
äèòñÿ. «Îïòèìàëüíîå» â ñìûñëå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè çíà÷åíèå  èç èíòåðâàëà (0, 1) îïðåäåëÿåòñÿ 
êîíêðåòíûì âèäîì âîññòàíàâëèâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ. 

Íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà âñòðÿñêè ÿâëÿåòñÿ åãî îáùàÿ íåóñòîé÷èâîñòü — âîçìîæåí íåïðåäñêàçóå-
ìûé ðîñò îøèáîê (ðèñ. 1, á). 

3. Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ 
èõ êîìáèíèðîâàíèå — ÷åðåäîâàíèå ñ öåëüþ óñòðàíåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà âñòðÿñêè è çàñòîÿ 
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà. 

Çàïèøåì êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì â ñëåäóþùåì âèäå: 
 

 (7) 
 
Çäåñü ïðè  = 0 ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, ïðè  = 1 — àëãîðèòì âñòðÿñêè. Ïðîñòåéøàÿ ñõå-
ìà êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 
{K1 èòåðàöèé ïðè  = 0+L1 èòåðàöèé ïðè  = 1}M1 ðàç+K èòåðàöèé ïðè  = 0. (8) 
 

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âîçìîæåí è ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò ïðè   (0, 1), îäíàêî, êàê ïîêàçàëî 
ýêñïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå, ýòîò àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ìåäëåííåå êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà 
(ïðèáëèçèòåëüíî êàê îïòèìàëüíûé, õîòÿ çàñòîé ó íåãî íàñòóïàåò ïîçæå). 

Ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñ öåëüþ âûáîðà åãî ïàðàìåòðîâ K1, L1, 
Ì1, , îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì âíà÷àëå íàõîäèëè îïòèìàëüíîå 
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çíà÷åíèå  (ïåðåáîðîì 3—4 çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà (0, 1), à çàòåì ïðè ôèêñèðîâàííîì  èññëåäîâà-
ëàñü ñõîäèìîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ K1, L1, Ì1. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî íàèëó÷øåå êà÷åñòâî âîññòà-
íîâëåíèÿ äàåò ñî÷åòàíèå K1 = L1 = 10 ïðè M1 = l, 2, 3. 

Ïîâåäåíèå îøèáîê ïðè ðàáîòå êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà íåñêîëüêî íåîáû÷íî: ïðè  = 0 
îøèáêè óìåíüøàþòñÿ, ïðè  = 1 âîçðàñòàþò, ñëåäóþùèé ïåðåõîä ê îïòèìàëüíîìó àëãîðèòìó ( = 0) 
îïÿòü ïðèâîäèò ê ñïàäó îøèáêè, íî óæå íèæå òîãî óðîâíÿ, êîòîðûé áûë ïðè åãî ïðåäûäóùåì ïðèìå-
íåíèè (ðèñ. 1, â). Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè âñòðÿñêè ( = 1) ëèêâèäèðóåòñÿ çàñòîé îïòè-
ìàëüíîãî àëãîðèòìà. Öèêëè÷åñêîå ÷åðåäîâàíèå ýòèõ äâóõ àëãîðèòìîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè çà-
âåðøåíèè âñåãî öèêëà âîññòàíîâëåíèÿ îøèáêè äîõîäÿò äî óðîâíÿ 10–4—10–6. 

Õîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò ïðèìåíåíèå êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðè M1 = 1, êîãäà âíà÷àëå 
ïðèìåíÿåòñÿ L1 = 100—150 èòåðàöèé ïðè  = 1, à çàòåì K1 = 20—30 èòåðàöèé ïðè  = 0. Õàðàêòåð-
íûì çäåñü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñêà÷îê âíèç îøèáêè ïðè  = 0 (ðèñ. 1, ã). Îêîí÷àòåëüíûé óðîâåíü îøèáîê 
òàêîãî àëãîðèòìà áëèçîê ê îøèáêàì îáû÷íîãî êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà. 

Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü: êàê áûëî ïîêàçàíî â ×àñòè I, ôàçîâàÿ ïðîáëåìà èìååò åäèíñòâåííîå 
ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðèâîäèò ê âîññòàíîâëåíèþ ïîìèìî èñòèí-
íîãî èçîáðàæåíèÿ åãî àíàëîãà, ðàçâåðíóòîãî íà 180. Àëãîðèòì ìîæåò ñõîäèòüñÿ ëèáî ê îäíîìó, ëèáî 
ê äðóãîìó ðåøåíèþ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé îöåíêè. Îäíàêî âî âðåìÿ âñòðÿñêè ( = 1) îðèåíòà-
öèÿ èçîáðàæåíèÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ, è îí íà÷íåò ñõîäèòüñÿ ê äðóãîìó ðåøåíèþ. Ïðè ýòîì äîâîëüíî 
ðåäêî, íî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå äâóõ ðåøåíèé: èñòèííîãî è ðàçâåðíóòîãî. 
Â ýòîì ñëó÷àå âîññòàíîâèòü èçîáðàæåíèå îáû÷íî íå óäàåòñÿ è íåîáõîäèìî çàíîâî ïîâòîðèòü âåñü öèêë 
âîññòàíîâëåíèÿ ñ íîâîé íà÷àëüíîé îöåíêîé. 

Âîïðîñ âûáîðà íà÷àëüíîé îöåíêè èññëåäîâàëñÿ îñîáî: âûáèðàëèñü íà÷àëüíûå îöåíêè ñ èñòèííûì 
ìîäóëåì ñïåêòðà è íóëåâîé èëè ñëó÷àéíîé ôàçîé, íà÷àëüíûå îöåíêè èçîáðàæåíèÿ, ðàñïðåäåëåííûå 
ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó òîëüêî â îáëàñòè S èçîáðàæåíèÿ è âî âñåì ìàññèâå. Íàèëó÷øóþ ñõîäèìîñòü 
ïîêàçàëè ðåàëèçàöèè ðàâíîìåðíîãî çàêîíà âî âñåì ìàññèâå, ïîýòîìó âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçî-
âàëñÿ òîëüêî ýòîò è íà÷àëüíîé îöåíêè. 

Îïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ èçîáðàæåíèÿ (îáëàñòè S) îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîðîãîâîé ôèëüòðàöèè àâ-
òîêîððåëÿöèè ïî óðîâíþ 0,1 îò ìàêñèìàëüíîãî åå çíà÷åíèÿ è ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü àâòîêîððåëÿöèè ïðè 
ýòîì â 1,5—1,8 ðàçà áîëüøå îáëàñòè èçîáðàæåíèÿ S. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðè îøèáêå S íà 
10% â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ àëãîðèòì íå ðàáîòàåò. Ïðè îøèáêàõ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ íå áîëåå 50% 
àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü, íî ÷èñëî èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ â 5—6 ðàç. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî íàè-
ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïðè âîññòàíîâëåíèè êîìïàêòíûõ èçîáðàæåíèé, íå 
èìåþùèõ òîíêîé ñòðóêòóðû è èçðåçàííîãî êîíòóðà. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èçáûòî÷íîñòü ìîäóëÿ ñïåêòðà, ÷òîáû ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ áûë 
íå áîëåå ÷åòâåðòè âñåãî ïîëÿ. 
 
Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ ìîäóëÿ è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ê øóìàì 
 

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì âîññòàíîâëåíèè èçîáðàæåíèÿ çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñïåêòðà èçâåñòíû â êîíå÷íîì 
÷èñëå îòñ÷åòîâ. Îäíîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè ïðîàíàëèçèðîâàíà è äîêàçàíà â [14], 
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðîì (N1 
+1) (N2+1) äîñòàòî÷íî (2N1+1) (2N2+1) îòñ÷åòîâ ìîäóëÿ. Ïîñêîëüêó ìîäóëü ñïåêòðà äåéñòâèòåëüíîãî 
èçîáðàæåíèÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî äîñòàòî÷íî ïîëîâèíû åãî çíà÷åíèÿ, à ñ ó÷åòîì íîðìèðîâàíèÿ ïî 
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n  íàõîäèì äîñòàòî÷íîå äëÿ âîcñòàíîâëåíèÿ ÷èñëî îòñ÷åòîâ: L = 2N1N2+N1+N2. Îä-

íàêî îáùåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ îòñ÷åòîâ èçîáðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè ðàâíî N1N2+N1+N2, ÷òî íà-
âîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ÷èñëî L íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî íàáîðà 
çíà÷åíèé ìîäóëÿ îïÿòü èñïîëüçóåì ìåòîä ñâåäåíèÿ äèñêðåòíîãî äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ê îäíîìåðíîìó. 

Âûòÿíåì èçîáðàæåíèå J(n1, n2) ïîñòðî÷íî áåç íóëåé, ïîñòàâèâ åìó â ñîîòâåòñòâèå îäíîìåðíîå 
èçîáðàæåíèå Ò(n) ïî ïðàâèëó: 
 

 
 

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ Ò(n) îäíîìåðíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ Ql èìååò âèä (÷àñòü I): 
 

 
 

ãäå 
1 2,l lQ — äâóìåðíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ èçîáðàæåíèÿ J(n1, n2). Îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ îäíîìåðíîé 

àâòîêîððåëÿöèè Ql ðàâíî 2(N1N2+N1+N2)+1. Ðàçìåð îáëàñòè îäíîìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ Ò(n) ðàâåí 
0  n  N1N2+N1+N2, à ðàçìåð îäíîìåðíîé ðåøåòêè, íà êîòîðîé çàäàíìîäóëü ñïåêòðà { } ,F T  ðàâåí 

2(N1N2+N1+N2)+1. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè è ÷åòíîñòè ìîäóëÿ, íàõîäèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé 
íàáîð îòñ÷åòîâ ìîäóëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ J(n1, n2) ðàâåí Lmiu = N1N2+N1+N2. 
Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð K èçîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî âîññòà-
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íîâèòü ïî ìîäóëþ, çàäàííîìó â ìàññèâå ðàçìåðîì Ì. 
Ïóñòü èçîáðàæåíèå è ìàññèâ êâàäðàòíûå è N1+1 = N2+1 = K, à Ì — ðàçìåð ìàññèâà Ôóðüå 

ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ. ×èñëî íåçàâèñèìûõ îòñ÷åòîâ ìîäóëÿ ðàâíî M2/2 è ìèíèìàëü-
íûé íàáîð äîëæåí íàõîäèòüñÿ ñðåäè íèõ Lmin  M2/2. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ îï-
ðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà: 
 

 
 

Íî íà ïðàêòèêå ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ëó÷øå âûáèðàòü K = M/2M/4. 
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè øóìà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå 

ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå [15]: äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîìåðíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áûëà àâòîêîððåëÿöèåé (óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ (5) èç ×àñòè I) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû åå Ôóðüå ñïåêòð áûë ïîëîæèòåëåí. 

Ê ñîæàëåíèþ, íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ýòîò ðåçóëüòàò íå îáîáùàåòñÿ è ñïðàâåäëèâî ïðîòèâîïîëîæ-
íîå óòâåðæäåíèå. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å . Ìåðà Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà àâòîêîððåëÿöèé {
1 2,n nQ } èç ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâè-
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1 2

0
,n nB  ñëåäóåò, ÷òî 0 1 2( , ) 0

B
f x x   äëÿ ëþáûõ õ1, õ2. ×èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåò-

ðîâ ìíîæåñòâà 
1 2

0
,n nB — 2N1N2+N1+N2. 

Â òî æå âðåìÿ ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ ìíîæåñòâà àâòîêîððåëÿöèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïà-
ðàìåòðîâ èçîáðàæåíèÿ (ò.ê. äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü (5) èç ×àñòè I) è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 
(N1+1)(N2+1) < N1N2+N1+N2 ïðè N1, N2 > 1. Ïîýòîìó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 (×àñòü I) ìåðà Ëåáå-
ãà ïîäìíîæåñòâà àâòîêîððåëÿöèè â ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñ ïîëîæèòåëüíûì ñïåêòðîì ðàâíà íóëþ. 

Îòñþäà ñëåäóåò êà÷åñòâåííûé âûâîä, ÷òî äâóìåðíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ (â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîé) 
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ î÷åíü ñïåöèôè÷åñêîãî âèäà. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ê íåé ñêîëü óãîäíî 
ìàëîãî øóìà áóäåò, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî îíà ïåðåñòàåò áûòü àâòîêîððåëÿöèåé. 

Â ýòîì ñìûñëå äâóìåðíàÿ ôàçîâàÿ ïðîáëåìà íåóñòîé÷èâà — øóì áóäåò ïðèâîäèòü ê îòñóòñòâèþ òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ. 

Îäíàêî ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå-èçîáðàæåíèå, àâòîêîððåëÿöèÿ êîòîðîãî áëèçêà ê çàøóìëåííîé, à èçîáðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ áëèç-
êèì ê èñòèííîìó. 

Ýòî ñâîéñòâî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âûáðàííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðè îòñóòñòâèè òî÷íîãî. 

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì âîçíèêàåò âîïðîñ îá îøèáêå âîññòàíîâëåíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ (5) (×àñòü I) 
ñðàçó ìîæíî ïîëó÷èòü î÷åíü ãðóáóþ êà÷åñòâåííóþ îöåíêó îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïðè 
çàäàííîé îøèáêå àâòîêîððåëÿöèè (èëè êâàäðàòà ìîäóëÿ): .J Q    

Â [16] ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò ýòîé çàâèñèìîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâà Êðàìå-
ðà—Ðàî, ïðè÷åì ôàçîâàÿ ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàëàñü êàê çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ãàóñ-
ñîâñêîãî ïîëÿ ïî èíòåíñèâíîñòè åãî ñïåêòðà. 

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè øóìîâûõ õàðàêòåðèñòèê ôàçîâîé ïðîáëåìû èññëåäîâàëèñü 
äâà âèäà øóìîâ: 



 

 Ìåòîäû ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû. ×àñòü III. 493 

 
2 2

0( ) ( ){1 ( )}A A g n  x x x —ìóëüòèïëèêàòèâíûé è (9) 
2 2

0( ) ( ) ( )A A g n  x x x —àääèòèâíûé, (10) 
 

ãäå A(õ) è A0(õ) ñîîòâåòñòâåííî èñêàæåííûé è íåèñêàæåííûé ìîäóëè ñïåêòðîâ; g — èçìåíÿåìàÿ êîí-
ñòàíòà; n(õ) — ðåàëèçàöèÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå îøèáêà ìîäóëÿ ââîäèëàñü êàê 
 

 
à âî âòîðîì 
 

 
 

Èçó÷àëàñü çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ïî èçîáðàæåíèþ  ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èñòèííûì â ìîìåíò âîññòàíîâëåíèÿ. Îáå çàâèñèìîñòè ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû è îïèñûâàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðè ìàëûõ øóìàõ 10—6 < 1, 2 < 10–3 çàâèñèìîñòü  îò 1, 2 ïðîïîðöèîíàëüíàÿ 
 = 1,  = 2, ïðè 10–3 < 1, 2 < 10–2 çàâèñèìîñòü òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíàÿ, íî ñ êîýôôèöèåíòîì 
 = 41,  = 32, ïðè 10–2 < 1, 2 < 0,2 çàâèñèìîñòü ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ êîðíåâûì çàêîíîì — 

1,    2.    
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ê âëèÿíèþ íåëèíåéíûõ øóìîâ ôîòîïëåíêè àâòîðàìè áûë 

ïîñòàâëåí ïðîñòåéøèé ôèçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Ïëîñêàÿ âîëíà, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ãåëèé-
íåîíîâîãî ëàçåðà  = 0,63 ìêì è êîëëèìàòîðà, áûëà ïðîïóùåíà ÷åðåç ìàñêó, èãðàþùóþ ðîëü èçîáðà-
æåíèÿ, ñ ïðîïóñêàíèåì â ïðåäåëàõ îáëàñòè, ïî ôîðìå, ñîâïàäàþùåé ñ öèôðîé 4. Ñ ïîìîùüþ ñîáè-
ðàþùåé ëèíçû F = 500 ìì áûëî îñóùåñòâëåíî Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå èçëó÷åíèÿ, à åãî èíòåíñèâíîñòü 
áûëà çàðåãèñòðèðîâàíà îáû÷íûì ôîòîàïïàðàòîì â ôîêóñå ëèíçû. Ïðè ëèíåéíîì ðàçìåðå ìàñêè l ýëå-

ìåíò ðàçðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû â Ôóðüå ïëîñêîñòè .F
l


   Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèè 

îöèôðîâêà êâàäðàòà ìîäóëÿ ñïåêòðà äîëæíà ïðîâîäèòüñÿ ñ øàãîì d, â äâà ðàçà ìåíüøèì ýëåìåíòà 

ðàçðåøåíèÿ .
2
F

d
l


  

Äëÿ îöèôðîâêè ñïåêòðà àâòîðû ïîëüçîâàëèñü êîìïëåêñîì Ð = 1700 ñ øàãîì 50 ìêì, ïîýòîìó ðàç-

ìåð ìàñêè 
2
F

l
d


  3,15 ìì è áûëî âçÿòî çíà÷åíèå l = 3 ìì. 

 

 
 

 à á â ã  
 

Ðèñ. 2 
 

Çàðåãèñòðèðîâàííûé íà íåãàòèâå ìîäóëü Ôóðüå ñïåêòðà (ðèñ. 2, à) áûë îöèôðîâàí, óìåíüøåí äî 
ìàññèâà 6464 è ââåäåí â ÝÂÌ. Çàòåì áûë ïðîèçâåäåí ïåðåõîä îò îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé è èíòåíñèâ-
íîñòåé ñ ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòà êîíòðàñòà ïëåíêè ïî ìàêñèìóìó ðåçêîñòè ãðàíèö àâòîêîððåëÿöèè. 

Âîññòàíîâëåííàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ è èçîáðàæåíèå ïîñëå 30-é èòåðàöèè ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî íà 
ðèñ. 2, á, â, à íà ðèñ. 2, ã — èñòèííîå èçîáðàæåíèå, çàðåãèñòðèðîâàííîå íà êîãåðåíòíîé óñòàíîâêå. 
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the Phase Problem in Digital Image Processing. Part 3. 
 

A comparative analysis of known algorithms for solving the problem is presented and an algorithm processing the 
best characteristics is revealed. Minimum number of samplings sufficient for making a correct reconstruction is 
determined. A theoretical and numerical analysis of the algorithm stability with respect to noises is carried out and 
some experimental results are presented. 
 


