
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 17, ¹ 1 (2004) 

36 Áóäàê Â.Ï., Êîçåëüñêèé À.Â., Ñàâèöêèé Å.Í. 
 

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ 

ÓÄÊ 535.361;551.463.5;551.593.5 
 

Â.Ï. Áóäàê, À.Â. Êîçåëüñêèé, Å.Í. Ñàâèöêèé  
 

Óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê  
ïðè ñèëüíî àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè 

 
Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò) 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7.10.2003 ã. 

 
Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, îñíîâàííûé íà èñïîëüçî-

âàíèè ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ (ÌÓÏ), ó÷èòûâàþùåãî àíèçîòðîïíóþ ïî óãëó âèçèðîâàíèÿ ÷àñòü ðåøå-
íèÿ. Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) ìåòîäîì ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê  
íàõîäèòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì ÓÏÈ è ÌÓÏ. Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ÌÓÏ ìàëîóãëîâîé 
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ÷òî îáåñ-
ïå÷èâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà. 

 

Ââåäåíèå 

Áîëüøèíñòâî ïðèðîäíûõ îáðàçîâàíèé, áóäü òî 
àòìîñôåðà èëè ìîðñêàÿ âîäà, èìåþò âçâåøåííûå 
÷àñòèöû ñ ðàçìåðàìè, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèìè 
äëèíó âîëíû, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëüíî àíèçîòðîïíî-
ìó ðàññåÿíèþ ñâåòà â íèõ. Òðóäíîñòè èñïîëüçîâà-
íèÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå áîëüøèõ ÝÂÌ è ñëîæ-
íûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëèëè ðàçðàáîòêó ãðóïïû 
ñïåöèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ 
êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 
(ÓÏÈ), ïîëó÷èâøèõ îáùåå íàçâàíèå ìàëîóãëîâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ (ÌÓÏ) [1]. Îäíàêî ñòðåìèòåëüíîå 
ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ïðîèñõîäÿùåå â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ, çàñòàâëÿåò ïåðåîñìûñëèòü ðîëü ïðè-
áëèæåííûõ ìåòîäîâ â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. 
Íà ñåãîäíÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ÓÏÈ ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ òðåáóåò íå 
áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ðàñ÷åò ñâåòîâîãî ïîëÿ ïðè òåõ 
æå óñëîâèÿõ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè. 

Òåì íå ìåíåå è ñåãîäíÿ ïðè óñëîâèÿõ ñèëüíîé 
àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ñëîæíîñòè 
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ÓÏÈ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî 
ðå÷ü èäåò î ñëîæíîñòÿõ ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòå-
ðà, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé íåêîððåêòíîñòüþ 
ðåøåíèÿ ÓÏÈ â ýòîì ñëó÷àå. Â ìåòîäå ñôåðè÷å-
ñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ) ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà 
ïðèâîäèò ê ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì â ðåøåíèè, â ìå-
òîäå Ìîíòå-Êàðëî îáðàòíîå ðàññåÿíèå ÿâëÿåòñÿ ìà-
ëîâåðîÿòíûì ñîáûòèåì ñ áîëüøèì âåñîì. Â ÌÓÏ 
îáðàòíîå ðàññåÿíèå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì âîçìóùå-
íèé, ÷òî äåëàåò òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ýêâèâàëåíòíîé 
òî÷íîñòè òðàíñïîðòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, â êî-
òîðîì íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ íàõîäèòñÿ 
ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì ÓÏÈ è ÌÓÏ. 
Ïîñêîëüêó ÌÓÏ ñîäåðæèò âñå îñîáåííîñòè òî÷íîãî 
ðåøåíèÿ, òî óêàçàííàÿ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé 

ôóíêöèåé, ÷èñëåííîå íàõîæäåíèå êîòîðîé íå äîëæíî 
ïðåäñòàâëÿòü ïðîáëåì. Òèï è àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà 
ÌÓÏ îïðåäåëÿò õàðàêòåð èñïîëüçóåìîãî ÷èñëåííî-
ãî ìåòîäà. Âîçüìåì çà èñõîäíîå ðåøåíèå ìàëîóãëî-
âóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 
(ÌÑÃ) [3], êîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ  
â âèäå ðÿäà ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì, ÷òî ñîîò-
âåòñòâåííî îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòî-
äà ìåòîä ÑÃ [4]. 

Êðàåâàÿ çàäà÷à ÓÏÈ äëÿ ñëîÿ ìóòíîé ñðåäû  
ñ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé τ0 ïðè îñâåùåíèè ïëîñêèì 
ìîíîíàïðàâëåííûì èñòî÷íèêîì (ÏÌ) â íàïðàâëå-
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^
′)– èíäèêàòðèñà ðàññåÿ-

íèÿ. Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì «∧ » íàä áóêâîé áóäåì 
îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûå âåêòîðû. 

Ñóùíîñòüþ ìåòîäà ÑÃ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå 
èñêîìîé ÿðêîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ è èíäèêàòðèñû 
ðàññåÿíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ÷òî ïðèâîäèò 
ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè [3]. Äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìó äåëàþò êîíå÷íîé, ïîëàãàÿ âñå êî-
ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ, íà÷èíàÿ ñ íîìåðîâ, 
áîëüøèõ íåêîòîðîãî N, ðàâíûìè íóëþ (PN-ïðè-
áëèæåíèå). Îäíàêî ïðè îñâåùåíèè ÏÌ-èñòî÷íèêîì 
â ðåøåíèè ñîäåðæèòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü, êîòîðàÿ îï-
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ðåäåëÿåòñÿ ïðÿìûì íåðàññåÿííûì èçëó÷åíèåì èñ-
òî÷íèêà. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì N ðåøåíèå ñèëüíî 
ñãëàæèâàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì åãî îñ-
öèëëÿöèÿì. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî èç ðåøåíèÿ âû-
÷èòàåòñÿ ïðÿìîå èçëó÷åíèå, à êðàåâàÿ çàäà÷à ôîð-
ìóëèðóåòñÿ òîëüêî äëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ [4]. 
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ðàññåÿííîãî èç-
ëó÷åíèÿ èìååò òîò ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ, ÷òî è èí-
äèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ. 

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìåòîäà ÑÃ èìååò àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 
ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû ñèñòåìû [3]. Ïîñêîëüêó 
ìàòðèöà èìååò ïàðíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ ðàçëè÷-
íûìè çíàêàìè, ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåóñ-
òîé÷èâûì óæå ïðè N > 30 [5]. Äëÿ óñòîé÷èâîãî 
ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïî-
øàãîâîé îðòîãîíàëèçàöèè ðåøåíèÿ [6], ïîëó÷èâøèé 
èçÿùíîå çàâåðøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ [3]. Ìåòîä ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî-
íèê â ôîðìå [3] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå ïðè 
ëþáîì N, íî äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, îòëè÷íûõ îò íîð-
ìàëüíîãî, ýòî ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèÿì èç-çà îãðàíè-
÷åíèé êîëè÷åñòâà àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê, ÷òî ïîðî-
äèëî ðàçëè÷íûå ñãëàæèâàþùèå ïðîöåäóðû [7, 8]. 
Îäíàêî îíè îêàçûâàþòñÿ íå òîëüêî òðåáîâàòåëüíû-
ìè êî âðåìåíè ñ÷åòà, íî è âíîñÿò íåêîíòðîëèðóå-
ìûé ïðîèçâîë â ñòðîãèé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ. 

Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííîé íåóñòîé÷èâîñòè áóäåì 
èñêàòü  ðåøåíèå  êðàåâîé çàäà÷è (1) â âèäå ñóììû 
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öèè, îáðàçóþùèå ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñ-
òåìó íà ñôåðå; ÷åðòîé ñâåðõó îáîçíà÷åíî êîì-
ïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. 

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (3) è (7) â ÓÏÈ êðàåâîé 
çàäà÷è (6) è ó÷òåì (8). Ïîñëå ÷åãî óìíîæèì ïîëó-
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ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ µ, ϕ. Òîãäà ñ ó÷åòîì 
îðòîãîíàëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷èì 
áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 
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Ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (9) íåâîçìîæíî, 

ïîýòîìó åå äåëàþò êîíå÷íîé, ïîëîæèâ C 

m

k
(τ) ≡ 0, 

∀ k ≥ N. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàåò èçâåñòíàÿ ïðî-
áëåìà ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è: ïðèáëèæåííîå 
ðåøåíèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü òî÷íûì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì, êîòîðûå äîëæíû áûòü çàìåíåíû 
ïðèáëèæåííûìè. Íàèëó÷øèì âàðèàíòîì ÿâëÿþòñÿ 
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ôîðìå Ìàðøàêà [10], âûðà-
æàþùèå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ôîðìå ðàâåí-
ñòâà ïîòîêîâ èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåäû 
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ãäå { }^ ^ ^
: ( , ) 0>± <

Ω = l l z , z
^
 – åäèíè÷íûé âåêòîð íîð-

ìàëè ê ãðàíèöå. 
Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (9) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò  
â ðåøåíèè N + 1 – m êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10). Ïðàêòè-
÷åñêè îêàçûâàþòñÿ ëó÷øå íå÷åòíûå N äëÿ ÷åòíûõ 
m, è íàîáîðîò [3]. Ïîýòîìó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, 
÷òî ñèñòåìà (9) èìååò N

m
 = N + δ

m
  óðàâíåíèé,  ãäå 

 
1, ïðè ÷åòíîì ,

0, ïðè íå÷åòíîì .
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δ = 
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Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèé (3) è (7) ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ (10) ïðèîáðåòàþò âèä 
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äëÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû ïðîñòûå ðåêóððåíòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ â [11]. 

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî óäîáñòâà êîíå÷íîé ñèñòåìå 
(9) ìîæíî ïðèäàòü ìàòðè÷íûé âèä àíàëîãè÷íî [7]: 
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Çäåñü è äàëåå äâîéíîé ñòðåëêîé íàä ñèìâîëîì áó-
äåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, îäèíàðíîé ïðàâîé – âåê-
òîð-ñòîëáåö, îäèíàðíîé ëåâîé – âåêòîð-ñòðîêó. Äëÿ 
óïðîùåíèÿ çàïèñè òàì, ãäå î÷åâèäíî, áóäåì îïóñ-
êàòü àçèìóòàëüíûé èíäåêñ m. 

Â PN-ïðèáëèæåíèè ìåòîäà ÑÃ â ïðàâóþ ÷àñòü 
óðàâíåíèÿ âõîäèò ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (9) êîýôôè-

öèåíò ZN+1(τ), ÷òî ìàòðèöà Am

t

 íåïîñðåäñòâåííî íå 
ó÷èòûâàåò, ïîñêîëüêó ôîðìèðóåòñÿ â ïðåäïîëîæå-

íèè 1( ) 0m

NC + τ = . Ýòî îïðåäåëÿåò ïîñëåäíèé ÷ëåí  

â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12). 
Ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïðåäñòàâèìî â âèäå 
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Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà âñåãäà ïðåäñòàâèìà â âèäå 

 B 1
e Ue U

t t− −Γ −=
t

t
t t

, (14) 

ãäå Γ
t

– äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé;U
t

– ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ ìàòðèöû B
t

. 
Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ (14) èíòåãðàë, 

âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (13), ìîæíî ïåðåïèñàòü  
â ôîðìå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ: 
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  (16) 

à âûðàæåíèå (13) ïðèîáðåòàåò âèä 

 1

0 0C(0) Ue U C( ) UJ( )t−Γ −− + τ = τ
t

r rt t t r

. (17) 

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (17) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñèñòåìó èç (Nm – m) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé ñ 2(N

m
 – m). Íåäîñòàþùèå (N

m
 – m) 

óðàâíåíèé äàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11), êîòîðûì 
òàêæå  ïðèäàäèì  àíàëîãè÷íî  [6]  ìàòðè÷íûé  âèä: 
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,  

à èíäåêñû odd, even îáîçíà÷àþò ñòîëáöû, ñîñòàâ-
ëåííûå ñîîòâåòñòâåííî èç íå÷åòíûõ èëè ÷åòíûõ 

ýëåìåíòîâ C
r

. 
Óñòðàíèòü ïðîáëåìó ðàçäåëåíèÿ â ãðàíè÷íûõ 

óñëîâèÿõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî, 
ââåäÿ ìàòðèöó, ñîðòèðóþùóþ ñòîëáöû íà ÷åòíûå 
èëè íå÷åòíûå ýëåìåíòû [6]: 
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÷òî ïîçâîëèò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (18) ïðèäàòü 
ñëåäóþùóþ ôîðìó: 
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. (19) 

Òîãäà âûðàæåíèÿ (17) è (19) îáðàçóþò çàìêíó-
òóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 
èç ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìûå 
êîýôôèöèåíòû. Îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû 
áûñòðî óõóäøàåòñÿ ñ ðîñòîì òîëùèíû ñëîÿ. Äëÿ 
óñòðàíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ 
ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì [3]. Ïðåäïîëîæèì, 

÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B
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Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ óìíîæèì (17) íà 
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−
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. (21) 

Îòêóäà óðàâíåíèå (17) ñ ó÷åòîì (20) è (21) 
ïðèìåò âèä 
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â óðàâíåíèå (22) âõîäÿò 
ýêñïîíåíòû òîëüêî ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè 
è óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè ëþáûõ 
çíà÷åíèÿõ N è τ0. Èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé (19) è (22) îïðåäåëÿþòñÿ èñêîìûå êî-
ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåëà ÿðêîñòè íà âåðõíåé  
è íèæíåé ãðàíèöàõ ñðåäû. 

Èçëîæåííûé àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ 

Λ ≠ 1. Ïðè Λ = 1 ìàòðèöà B
t

 ñòàíîâèòñÿ âûðîæ-
äåííîé è ïðåäñòàâëåíèå (14) íåâîçìîæíî. Îäíàêî 
âûðàæåíèå (14) ìîæíî çàìåíèòü æîðäàíîâîé ôîð-
ìîé. Ýòî íè÷åãî, ïî ñóòè, íå èçìåíÿåò â ñàìîì  
àëãîðèòìå, òîëüêî óñëîæíÿåò åãî èçëîæåíèå. Àëãî-
ðèòì ïðè Λ = 1 ñòðîèòñÿ ïîëíîñòüþ ïî àíàëîãèè  
ñ [3] ïðè ó÷åòå èçìåíåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (22)  
â ñîîòâåòñòâèè ñ (16). Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà  
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îáîáùåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ íà ñòðàòèôèöèðîâàííûé 
ñëîé: ñëîé ðàçáèâàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü îäíîðîä-
íûõ ñëîåâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âûïèñûâàåòñÿ 
îáùàÿ ñèñòåìà, àíàëîãè÷íàÿ îïèñàííîé. Îïèñàííûé 
àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå The MathWorks 
Matlab v.6.5 Release 13, ïðåäîñòàâëÿþùåé ïðîñòîé 
èíòåðôåéñ ê ëþáûì ìàòðè÷íûì îïåðàöèÿì. Âðåìÿ 
ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Pentium IV 
2,4 ÃÃö íè ïðè êàêèõ âõîäíûõ äàííûõ íå ïðåâû-
øàëî 30 ñ. 

Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ îïòè-
÷åñêèõ òîëùàõ ìàëî îòëè÷èìî äëÿ ïåðåäíåé ïîëó-
ñôåðû îò ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ [9], òî âû-
ðàæåíèå (3) ïîçâîëÿåò îöåíèòü êîëè÷åñòâî íåîáõî-
äèìûõ àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê. Íåòðóäíî âèäåòü 
èç (3), ÷òî êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ 
ÓÏÈ äëÿ ÏÌ-èñòî÷íèêà áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî 

ðàâåí (2 – δm0)Zk(τ) Q 

m

k
(µ0), ò.å. çàâèñèìîñòü îò m 

îïðåäåëÿåòñÿ 0Q ( )m
k µ , ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðè 

áîëüøèõ óãëàõ ïàäåíèÿ òðåáóåò äëÿ ðàñ÷åòà m � k, 
à k îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ àíèçîòðîïèè èíäèêàòðè-
ñû ðàññåÿíèÿ. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñðåäû ñ ìèêðîôèçè÷åñêèìè (ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì è ïîêàçàòåëü ïðåëîì-
ëåíèÿ ÷àñòèö) ïðîãðàììà áûëà äîïîëíåíà ðåçóëüòà-
òàìè òåîðèè Ìè â ôîðìå [12], ïðåäñòàâëÿþùåé 
ðàçëîæåíèå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. 

Íà ðèñ. 1–4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñ÷åòà ñâå-
òîâûõ ïîëåé, íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþùèå óñêîðå-
íèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïðè 
èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå àë-
ãîðèòìà. 
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Ðèñ. 1. ßðêîñòü îòðàæåííîãî ñëîåì èçëó÷åíèÿ ïðè τ0 = 
= 20,0, Λ = 0,8, θ0 = 40°. Êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ Ëåæàíä-
ðà â ðàçëîæåíèè N = 99, ïî àçèìóòó M = 4. Ïóíêòèðîì 
 îòîáðàæåíû ðàñ÷åòû ìåòîäîì ÑÃ [3] 

 
Íà âñåõ ãðàôèêàõ íåïðåðûâíîé ëèíèåé íàíå-

ñåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî íàñòîÿùåìó àëãîðèò-
ìó. Äëÿ ïðîñòîòû àíàëèçà òåñòîâûå ðàñ÷åòû âûïîë-
íÿëèñü äëÿ èíäèêàòðèñû Õåíüè–Ãðèíñòåéíà, çàâè-
ñÿùåé îò îäíîãî ïàðàìåòðà g – ñðåäíåãî êîñèíóñà 
óãëà ðàññåÿíèÿ. Âñå ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò 
g = 0,97, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðåäñòàâëåíèåì 
äëÿ îêåàíñêèõ è îáëà÷íûõ èíäèêàòðèñ.  

Ðèñ. 1 è 2 äåìîíñòðèðóþò óñêîðåíèå ñõîäèìî-
ñòè ïðè ðàñ÷åòå îòðàæåííîãî ñëîåì èçëó÷åíèÿ: äëÿ 
äîñòèæåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîé òî÷íîñòè 
ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó ÑÃ [3] òðåáóåòñÿ âäâîå áîëüøåå 
÷èñëî ãàðìîíèê, ÷òî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ñ÷åòà áîëåå 
÷åì â 4 ðàçà. Ïðè N = 299 è M = 8 îáà àëãîðèòìà 
èìåþò îäèíàêîâóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ.  
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Ðèñ. 2. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî ïðè ðàñ÷åòàõ ïî [3]: 
 N = 299, M = 8 

 

Íà ðèñ. 3 ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïî-
êàçàíî ñðàâíåíèå ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ  
ñ ðàñ÷åòàìè â ïðèáëèæåíèÿõ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ è «êâàçèîäíîêðàòíîì», ïðè êîòîðîì ðàññåÿíèå 
íàçàä ó÷èòûâàåòñÿ â îäíîêðàòíîì ïðèáëèæåíèè,  
à âïåðåä â ìàëîóãëîâîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êâàçè-
îäíîêðàòíîå ñèëüíî çàâûøàåò çíà÷åíèå ÿðêîñòè. 
 

0

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

30 60 90 120 150 180
θ, ãðàä 

L, îòí. åä. 

 
Ðèñ. 3. ßðêîñòü îòðàæåííîãî ñëîåì èçëó÷åíèÿ ïðè: 
τ0 = 20,0, Λ = 0,8, θ0 = 40°. Êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà â ðàçëîæåíèè N = 299, ïî àçèìóòó M = 8. Ïóíê-
òèðîì îòîáðàæåíû ðàñ÷åòû â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî 
 ðàññåÿíèÿ, øòðèõïóíêòèð – ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå 

 

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ äëÿ 
ïðîøåäøåãî èçëó÷åíèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ 
îïòè÷åñêîé òîëùè τ0 = 0,5, êîãäà ìàëîóãëîâîå ïðè-
áëèæåíèå, âõîäÿùåå â ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé 
ñòàòüå àëãîðèòì, ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèì ñ òî÷-
íûì ðåøåíèåì ÓÏÈ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìåòîä 
ÑÃ [3] ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïî ïðåäëàãàåìîìó àëãî-
ðèòìó ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ãàðìîíèê, îäíàêî 
ïðè êðèâîé 5 âðåìÿ ñ÷åòà óæå ïðåâûøàåò 30 ìèí, â 
òî âðåìÿ êàê ðàñ÷åò ïî ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè 
ÑÃ çàíèìàåò 5 ñ. 
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Ðèñ. 4. ßðêîñòü ïðîøåäøåãî ñëîé èçëó÷åíèÿ ïðè: 
τ0 = 0,5, Λ = 0,8, θ0 = 40°. Ïðè ðàñ÷åòàõ ïî íàñòîÿùåìó 
àëãîðèòìó N = 99, M = 4. Ïóíêòèðîì îòîáðàæåíû ðàñ÷å-
òû ìåòîäîì ÑÃ [3] ïðè: 1 – N = 99, M = 4; 2 – N = 399, 
M = 16; 3 – N = 399, M = 32; 4 – N = 399, M = 64;  
 5 – N = 399, M = 128 

 
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé íà 

ïðèìåðå ïëîñêîé ñðåäû àëãîðèòì ïîâûøåíèÿ ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà ÑÃ åùå áîëüøåå çíà÷åíèå áóäåò 
èìåòü äëÿ çàäà÷ ñîñðåäîòî÷åííûõ èñòî÷íèêîâ, ãäå 
êðîìå δ-îñîáåííîñòè ïî óãëó â ïðÿìîì èçëó÷åíèè 
ñîäåðæàòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ 
îñîáåííîñòè â ïåðâîé è âòîðîé êðàòíîñòÿõ [13],  
à ìàëîóãëîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ÑÃ èõ ó÷èòû-
âàåò òî÷íî [14]. 
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Boudak V.P., Kozelsky A.V., Savitsky E.N. Convergence acceleration of a spherical harmonics 

method at strongly anisotropic scattering. 
The technique of convergence acceleration of a spherical harmonics method based on the usage of the small 

angle approximation (SAA) considering the sighting-angle anisotropic part of the solution is offered. On the ba-
sis of the numerical solution of the radiative transfer equation (RTE) by the method of spherical harmonics, the 
difference between the precise solution of RTE and SAA is found. The usage of the small angle modification of 
the spherical harmonics method as SAA allows the solution to be obtained in the analytical form, which ensures 
the high performance of the algorithm. 

 


