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ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÈÍÒÅÐÏÎËÈÐÎÂÀÍÈß 
Â ÒÅÎÐÈÈ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈÉ 
 
 

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ íà áîëåå 
øèðîêóþ, ÷åì â òåîðèè âîçìóùåíèé, îáëàñòü, íå ïðåâîñõîäÿùèé ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòìà åå ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî è êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ 
ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèé â àòìîñôåðå. Ïîêàçàíî, ÷òî íîâûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïèñàòü èçìåíåíèå èñêîìûõ 
ôóíêöèîíàëîâ áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê. 

 
 

Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ ðàñ÷åòîâ ïåðåíîñà èçëó÷åíèé â àòìîñôåðå ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü 
(òî÷íåå, ìíîãîâàðèàíòíîñòü) ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èçëó÷åíèå. Îñîáåííî ýòî âàæ-
íî â ïðîáëåìå çîíäèðîâàíèÿ àòìîñôåðû, ðåøåíèå êîòîðîé òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàñ-
÷åòîâ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé àòìîñôåðû. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç òàêèõ 
ðàñ÷åòîâ òðåáóåò îáû÷íî áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èçâëå÷åíèÿ 
ìàêñèìóìà èíôîðìàöèè ïðè ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòîâ. Îäíèì èç ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñîêðà-
òèòü îáúåì ïðîâîäèìûõ ðàñ÷åòîâ, ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èçâåñòíûé â òåîðèè ïåðåíîñà ìåòîä âîçìóùåíèé, 
ïðèãîäíûé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ áëèçêèõ çàäà÷ ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ 
çàäà÷ íà áîëåå øèðîêóþ, ÷åì â òåîðèè âîçìóùåíèé, îáëàñòü, íå ïðåâîñõîäÿùèé ïî ñëîæíîñòè àëãî-
ðèòìà åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. 

Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàë J = (D, Φ) îò ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ LΦ = S äëÿ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ L ∈ L. ïðè ôèêñèðîâàííûõ ôóíêöèÿõ D è S. Åñëè èíòåðå-
ñóþùàÿ íàñ îáëàñòü îïåðàòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ 
òåîðèåé âîçìóùåíèé: âûáèðàåòñÿ îñíîâíîé îïåðàòîð L0 ∈ L, íàõîäÿòñÿ îñíîâíîå ðåøåíèå Φ0 è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ 
0

+

Φ  è ñòðîèòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé [1, 2]: 

 

 
 

ãäå V0 = L — L0, a 
1

0 0
G =L

−  — îïåðàòîð Ãðèíà íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Èäåÿ íîâîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî åñëè îáëàñòü L íåäîñòàòî÷íî ìàëà äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, òî íåîáõîäèìî 
âûáðàòü â íåé íåñêîëüêî îñíîâíûõ („îïîðíûõ") îïåðàòîðîâ L1, L2,… ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ êàæäîãî èç 

íèõ (òî åñòü, íàéòè Φi: è ,
i

+

Φ I = 1, 2,…), à çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ñòàöèîíàðíîé (ò. å. óäîâëåòâî-

ðÿþùåé âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó δJ = 0) ôîðìîé [1] 
 

 
 

ïðåäñòàâèòü âõîäÿùèå â íåå Φ è Φ+ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïîðíûõ ðåøåíèé 
 

 
 
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
 

 (1) 
 

ãäå ( , ) ( , ), L ( ,L ).i i i êI ê iJ S D
+ +

= Φ = Φ = Φ Φ  

Èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, ïðèíèìàþùåãî â ýòîì ñëó÷àå âèä 
 

 
 

âûòåêàþò óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ iC
+ è Ñj. 
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Â ñëó÷àå äâóõ îïîðíûõ îïåðàòîðîâ 
 

 
 
Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ Vi = L — Li è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
 

 
 
ïðèâåäåì îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (îò êîòîðûõ òîëüêî è çàâèñèò ðåçóëüòàò) ê âèäó 
 

 
 

 (2) 
 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ñ+ è Ñ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (V1) è 
(V2) áûëè ñèììåòðè÷íûìè ((Vi)êl = (Vi)lê). 

Ïîä÷åðêíåì òðè âàæíûå, íà íàø âçãëÿä, îñîáåííîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Âî-ïåðâûõ, îí 
ðåàëèçóåò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èäåþ èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ ïî äâóì â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêèì) 
èçâåñòíûì ðåøåíèÿì â îáëàñòè L, òîãäà êàê îáû÷íàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íîñèò ñêîðåå õàðàêòåð ýêñò-
ðàïîëÿöèè (çíàÿ ðåøåíèå â îäíîé «òî÷êå» L0, ìû ïûòàåìñÿ ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà îáëàñòü L). Âî-
âòîðûõ, íàéäåííîå íàìè ðåøåíèå íå òîëüêî ñîâïàäàåò ñ J1 (J2) ïðè L = L1 (L2), íî â îêðåñòíîñòÿõ 
ýòèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ìàëûõ âîçìóùåíèé, ïîñòðîåííîé îêîëî L1 (L2). 

Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìëÿÿ V1 ê íóëþ, ïîëó÷èì 2 1 2 1/ 0, / 0,C C C C
+ + +

≡ ε → ≡ ε →  â ðåçóëüòàòå ÷åãî 

 

 
 
Â-òðåòüèõ, âû÷èñëåíèå âõîäÿùèõ â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Vi)êl ïî ñëîæíî-
ñòè ðàñ÷åòîâ ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèÿì â òåîðèè ìàëûõ âîçìóùåíèé, çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûì, 
÷åì âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ýòîé òåîðèè. 

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøèõ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 
â äâóõ ìîäåëÿõ: êèíåòè÷åñêîé è âîëíîâîé. 

Â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëå èçëó÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ôî-
òîíîâ Φ(r, Ω, λ), óäîâëåòâîðÿþùåé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 
 

 
 

ãäå Σt(r, λ) — êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ íà åäèíèöå äëèíû ïóòè (ïîëíîå 
ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ); Σs — êîýôôèöèåíò (ñå÷åíèå) ðàññåÿíèÿ; g — èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ; 
S(r, Ω, λ) — äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ ôîòîíîâ ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ Ω è äëè-
íîé âîëíû λ. Ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå èìååò âèä 
 

 
 

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ïåðåíîñà ÷àñòèö â îäíîðîäíîé ñðåäå 
áåç ðàññåÿíèÿ: â íà÷àëå êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ åäèíè÷íûé òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, èñïóñêàþùèé ÷àñòèöû â 
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z äåòåêòîð ðåãèñòðèðóåò ÷èñëî ÷àñòèö â ïëîñêîñòè z = t. Íàçîâåì ýòî 
çàäà÷åé À. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî {z}, S(x) = δ(z), 
D = δ(z — t), îïåðàòîð L çàâèñèò îò åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà — ñå÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ Σ: 
 

 
 

Îñíîâíàÿ è ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèè èìåþò âèä: 
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Ïóñòü L0 ≡ L(Σ0) — îñíîâíîé îïåðàòîð, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî 
ðåøåíèé, ò.å. íàéòè J = J(Σ). Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â ýòîì ñëó÷àå äàåò 
 

 
 

×òîáû ïðèìåíèòü âàðèàöèîííûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè, âûáåðåì äâà îïîðíûõ îïåðàòîðà 
L1 = L(Σ1) è L2 = L(Σ2) òàê, ÷òîáû Σ1 < Σ0 < Σ2 è (Σ2 — Σ0)t = (Σ0 – Σ1)t ≡ à. Îáîçíà÷èâ ΔΣ0t = ξ, çà-
ïèøåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû: 
 

 

 
 
Îòñþäà 
 

 
 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ 0,5 ≤ à ≤ 2,5 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî âàðèàöèîííûé ìåòîä ïî-
çâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ ðåçóëüòàòà (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé âîçìó-
ùåíèé): ïðè a = 1,5 õîðîøî âû÷èñëÿþòñÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà íà ïîðÿäîê â îáå ñòîðîíû, òîãäà 
êàê òåîðèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ëèøü 30—40%-íûå èçìåíåíèÿ ôóíêöèî-
íàëà. Ïðè áîëüøèõ à ðåøåíèå íà÷èíàåò çàìåòíî «ïðîâèñàòü» â öåíòðàëüíîé îáëàñòè. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Çàäà÷à À. Ñâåòëûå ëèíèè — òî÷íîå ðåøåíèå; øòðèõîâûå — ïåðâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè 
âîçìóùåíèé, òî÷êè — âòîðîå ïðèáëèæåíèå; æèðíûå ëèíèè — ðåçóëüòàòû âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, 
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì à = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5; êðóæî÷êè — îïîðíûå òî÷êè 

 
Â âîëíîâîé ìîäåëè ïîëå èçëó÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé âîëíîâîìó óðàâíå-

íèþ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû âîëíû [3] 
 

 (3) 
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ãäå ï(z, ρ) — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ; α(z, ρ) — êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ; ê — âîëíîâîå ÷èñëî; 
ρ = (õ2 + ó2)1/2 — ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà. Ïðàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñèòóàöèÿ, êîãäà íåëüçÿ 
ïðåíåáðå÷ü è äèôðàêöèîííûìè ïðîöåññàìè è ïîãëîùåíèåì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà 2iβ ≡ ê(ï(z, ρ) — 
n0 + iα(z, ρ)/ê) íå çàâèñèò îò ρ, óðàâíåíèå (3) ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè 
 

 
 
èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå 
 

 (4) 

 
Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü àìïëèòóäó ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè z = t. Â ýòîì ñëó÷àå 

D(z) = δ (z — t) δ (ρ — ρ0) è J = v (t, ρ0). Ââåäåííûé âûøå êîýôôèöèåíò β ïîëîæèì ðàâíûì 
 

 
 

Íàçîâåì ýòî çàäà÷åé Â. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà σ⎪dβ/dρ⎪ z �  1, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé 
ìàëûõ âîçìóùåíèé. Â êà÷åñòâå îïîðíîãî ðåøåíèÿ âûáåðåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïðè β = β1 = const. 
Ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ îïîðíîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä 
 

 (5) 

 

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Δβt ≥ 1, òåîðèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä 
âàðèàöèîííîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è Â. Âûáåðåì äâà îïîðíûõ ðåøåíèÿ ñ β2 = l/k è 
β1 = 5/k. Â ýòîì ñëó÷àå β1 ≤ β ≤ β2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû âîëíû v ñ çàäàííûì β âîñïîëüçóåìñÿ 
ïîëó÷åííûìè ðàíåå ñîîòíîøåíèÿìè (1), (2) è îïîðíûìè ðåøåíèÿìè (4) è (5). Ïðè âû÷èñëåíèè ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Vi)kl âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé z. 
 

 
 

Ðèñ. 2. Çàäà÷à Â. Ñâåòëûå — òî÷íîå ðåøåíèå; øòðèõîâûå — ïåðâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè âîçìóùå-
íèé; òî÷êè — ðåçóëüòàò âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. 1 — Rev, 2 — Imv, à) Δβt = 2,4, á) Δβt = 2,8 

 
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) íàõîäèëîñü ðàçíîñòíûì 

ìåòîäîì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ ãëóáèí îïîðíûå ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê, è, 
êàê è ïðåäïîëàãàëîñü ðàíåå, òåîðèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé íå îïèñûâàåò âûáðàííîå èçìåíåíèå ôóíêöèè 
v(z, ρ). Äàííûå æå âàðèàöèîííîãî ìåòîäà èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (3). 
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A new variational interpolation method is reported. The proposed procedure is based on the extension of solu-

tions of certain unperturbed problems to a number of cases where perturbation theory is not valid. The algorithm 
adopted should not be more complicated than that of the first-order perturbation theory. To illustrate the method, 
examples of solutions of the wave and kinetic models for the radiative transfer are considered. 


