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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.01.2017 ã. 
 

Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè 
èñòî÷íèêà ïðèìåñè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé åå êîíöåíòðàöèè. Îáðàòíàÿ 
çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ìîäåëè ïåðåíîñà ïðèìåñè. Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îòñóòñòâóþùàÿ 
èíôîðìàöèè î âðåìåííîé äèíàìèêå èñòî÷íèêà ïðèìåñè âîñïîëíÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà 
ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì ìîùíîñòè èñêîìîãî èñòî÷íèêà. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïðîòåñ-
òèðîâàí êàê íà ñèíòåòè÷åñêèõ, òàê è íà ðåàëüíûõ äàííûõ ñàìîëåòíûõ èçìåðåíèé. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ ñ ðåàëüíûìè äàííûì âîññòàíîâëåíî âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè èñòî÷íèêà îçîíà â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå àòìîñôåðû è íèæíåé òðîïîñôåðå. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàçîâàíèå îçîíà, äàííûå ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à ïîèñêà èñòî÷-
íèêîâ, âàðèàöèîííûé ïîäõîä, ðåãóëÿðèçàöèÿ Òèõîíîâà; ozone generation, airborne sensing data, inverse source 
problem, variational approach, Tikhonov regularization. 

 

Ââåäåíèå 
 

Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ ôîðìè-
ðîâàíèÿ ãàçîâîãî ñîñòàâà è êà÷åñòâà àòìîñôåðíîãî 
âîçäóõà – âîññòàíîâëåíèå ìîùíîñòè è ïîëîæåíèÿ 

èñòî÷íèêîâ, âëèÿþùèõ íà ãåíåðàöèþ è ñòîê ãàçîâûõ 
è àýðîçîëüíûõ êîìïîíåíò. Äàííàÿ çàäà÷à àêòóàëüíà 
äëÿ ìîíèòîðèíãà è îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû,  
â îñîáåííîñòè ïðè îöåíêå ìîùíîñòè ñïåöèôè÷åñêèõ 
è êðóïíûõ ïëîùàäíûõ èñòî÷íèêîâ ïðèìåñè. Ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî èçìåðèòü èñêëþ÷èòåëüíî èíñò-
ðóìåíòàëüíûìè ñðåäñòâàìè ñóììàðíóþ ìîùíîñòü 

òàêèõ èñòî÷íèêîâ ýìèññèé, êàê áîëîòà, ñâàëêè áû-
òîâûõ îòõîäîâ, ôàêåëû íåôòåäîáûâàþùèõ ñêâàæèí, 
ãîðîäà, ëåñíûå ïîæàðû è òàêèõ ñòîêîâ ãàçîâûõ êîì-
ïîíåíò è àýðîçîëåé, êàê, íàïðèìåð, ëåñà. Ìîæíî 
îöåíèòü ìîùíîñòü èñòî÷íèêà â êîíêðåòíîé òî÷êå  
ñ ïîìîùüþ êàìåðíîãî ìåòîäà èçìåðåíèé. Ãðàäèåíò-
íûå èëè ïóëüñàöèîííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü 
îöåíêó â îïðåäåëåííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èçìåðå-
íèé, ïëîùàäü êîòîðîé ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè 

îò ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé. Èñïîëüçóÿ òîëüêî 

ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çà-
äà÷ è ðåçóëüòàòû íàòóðíûõ èçìåðåíèé, ìîæíî àäå-
êâàòíî îöåíèòü èíòåãðàëüíóþ ìîùíîñòü óêàçàííûõ 
èñòî÷íèêîâ. 
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Èçâåñòíû íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ 

ïîèñêà èñòî÷íèêîâ â çàâèñèìîñòè îò èìåþùåéñÿ àï-
ðèîðíîé èíôîðìàöèè (îáðàòíûõ çàäà÷). Åñëè ïðåäïî- 
ëàãàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèê òî÷å÷íûé, òî ìîæíî ïðèâëå-
êàòü àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [1]. Â ñëó÷àå 

ðàñïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû 
íà îñíîâå ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé [2–6]. Èñïîëü-
çîâàíèå èíñòðóìåíòàëüíûõ äàííûõ â êà÷åñòâå âõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âìåñòî èñêóññòâåííûõ óñëî-
âèé êàæåòñÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, äîâîëüíî ëîãè÷íûì 
è íå äîëæíî âûçâàòü áîëüøèõ çàòðóäíåíèé. Îäíàêî 
ðÿä ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îñîáåííîñòÿìè íàòóðíûõ 
èçìåðåíèé, ìîæåò ñòàòü ïðåïÿòñòâèåì ê ðåøåíèþ îá- 
ðàòíûõ çàäà÷ òàêîãî ðîäà. Âî-ïåðâûõ, èìåþùèõñÿ 
äàííûõ ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî 
âîññòàíîâëåíèÿ ìîùíîñòè èñòî÷íèêà è åãî ëîêàëè-
çàöèè; â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðîáëåìà íååäèíñò-
âåííîñòè ðåøåíèÿ. Âî-âòîðûõ, íåèçáåæíîå ïðèñóò-
ñòâèå «øóìà» (ïîãðåøíîñòåé) â ðÿäàõ èçìåðåíèé 
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì â îïðåäåëåíèè 
ìîùíîñòè è ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, ò.å. ê íåóñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äðóãîé âàæíîé ïðî-
áëåìîé. 

Äëÿ óñòðàíåíèÿ íååäèíñòâåííîñòè è ïîâûøåíèÿ 
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ 
ìîùíîñòè èñòî÷íèêà è åãî ëîêàëèçàöèè ïðèìåíÿþò-
ñÿ âàðèàöèîííûå àëãîðèòìû ñ ðàçëè÷íûìè ìåòîäà-
ìè ðåãóëÿðèçàöèè [7, 8]. Òàêèå àëãîðèòìû ïîçâî-
ëÿþò âîñïîëíèòü ïðîáåë â èìåþùèõñÿ äàííûõ èí-
ñòðóìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé, èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ 
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èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ïî âðåìåíè ôóíêöèè èñ-
òî÷íèêà. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü èç ìíîæåñòâà ðåøå-
íèé îáðàòíîé çàäà÷è ôèçè÷åñêè áîëåå îáîñíîâàííîå. 
Ñòåïåíü «ñãëàæèâàíèÿ» ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïà-
ðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé òðåáóåòñÿ íàéòè. 
  Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – òåñòèðîâàíèå è ÷èñ-
ëåííîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ âåð-
òèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ (èëè 
ñòîêîâ) ñóáñòàíöèè ïî íàáîðó âåðòèêàëüíûõ ïðîôè-
ëåé åå êîíöåíòðàöèè, ðàçðàáîòàííîãî íà îñíîâå âà-
ðèàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. 
Íîâîé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïîäáîðà ïàðàìåòðà ðå-
ãóëÿðèçàöèè, èñõîäÿ èç îïîðíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî 
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ çàäàííîé ãëàäêîñòüþ. 
Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà ìîäåëü-
íûõ äàííûõ è äàííûõ ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ 
âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îçîíà. 

Ïðîöåññû ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñåé 
â àòìîñôåðå ðàçâèâàþòñÿ â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ 
(ñì., íàïðèìåð, [9]). Äëÿ ïðîâåðêè àëãîðèòìà ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 
ñèíîïòè÷åñêàÿ îáñòàíîâêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëåì 
âåòðà ñ ìàëûìè ñêîðîñòÿìè, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò øòè-
ëåâûì óñëîâèÿì. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-
ñîòíîå çîíäèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â ðàéîíå ñ ìàëûì 
ïåðåïàäîì âûñîò è îäíîòèïíîé ðàñòèòåëüíîñòüþ, 
âûäåëÿþùåé îäíè è òå æå õèìè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ. 
Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëå êîíöåíòðàöèé 

õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíûì  

è ïðèìåíÿòü îäíîìåðíóþ âåðòèêàëüíóþ ìîäåëü (sin-
gle column model). Ïðîöåññû òðàíñôîðìàöèè ìû íå 
áóäåì ðàññìàòðèâàòü, ïðè÷èñëèâ ñîîòâåòñòâóþùèå 
ñëàãàåìûå óðàâíåíèé ê èñêîìûì âåëè÷èíàì. 

 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
 

Äëÿ ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è ñíà÷àëà ñôîð-
ìóëèðóåì ïðÿìóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ñâÿçü 
èñòî÷íèêà èëè ñòîêà ðàññìàòðèâàåìîãî âåùåñòâà  
ñ åãî ïîëÿìè êîíöåíòðàöèè. Îïðåäåëèì ïðÿìî-
óãîëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îáëàñòü ΩT = 

= (0, Z) × (0, T) (Z, T ∈ �, Z > 0, T > 0) è äèôôó-

çèîííóþ ìîäåëü âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ õè-
ìè÷åñêèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðå 
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ãäå z – âûñîòà; t – âðåìÿ; ϕ(z, t) – ôóíêöèÿ ñî-
ñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîëå êîíöåíòðàöèé ðàññìàò-
ðèâàåìîãî õèìè÷åñêîãî âåùåñòâà; μ(z, t) – êîýôôè-
öèåíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè; αL(t), αR(t) – àïðè-
îðíûå çíà÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè; 
βL, βR – çàäàííûå êîíñòàíòû; f(z, t) – ôóíêöèÿ 
îáúåìíîãî èñòî÷íèêà èëè ñòîêà (â çàâèñèìîñòè îò 

çíàêà); ϕ0(z) – íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà-
öèé. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü 
ϕ èç (1)–(4) ïî èçâåñòíûì f, αL, αR, μ, ϕ0. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñî-
ãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíû, êîýôôèöèåíòû è ïàðàìåòðû 
îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ è ïðÿìàÿ çàäà÷à 
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî â ëþáîé 

ìîìåíò âðåìåíè (0, )t T∈
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è âñå äàëüíåéøèå âûêëàäêè èìåþò ñìûñë. Áîëåå 
ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ ïî âîïðîñàì ñóùåñòâîâà-
íèÿ îáîáùåííûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé êðàåâûõ 
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè 
â [10, Ãëàâû 3 è 4]. 

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ Ì âåð-
òèêàëüíûõ ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè (îçîíà) 
Im(z), ïîëó÷åííûõ â õîäå ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ 
íà îòðåçêå âûñîò (Zmin, Z) (Zmin ∈ (0, Z) – ìèíèìàëü-
íàÿ âûñîòà ïîëåòà ñàìîëåòà), â ìîìåíòû âðåìåíè 

1{0 }.t Mt t Tω = < < < <…  Â ðåçóëüòàòå íàòóðíûõ èç- 

ìåðåíèé ïîëó÷àþòñÿ äèñêðåòíûå äàííûå, êîòîðûå 

çàòåì êóñî÷íî-ëèíåéíî äîïîëíÿþòñÿ äî ôóíêöèé Im(z) 
íà îòðåçêàõ (Zmin, Z). Ñâÿçü ýòèõ äàííûõ ñ ôóíêöè-
åé ñîñòîÿíèÿ ϕ(z, t) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 
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âçëåòå ñàìîëåòà, ñîãëàñîâàííûå c êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè è óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ. 
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü f 
èç (1)–(5) ïî èçâåñòíûì I, αL, αR, μ, ϕ

0. 
Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûì îáðàòíûì çàäà÷àì, 

âñòðå÷àþòñÿ èõ ïîñòàíîâêè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äâà èçìåðåííûõ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ïðè-
ìåñè – íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé. Îíè íàçûâàþòñÿ ïî-
ñòàíîâêàìè ñ ôèíàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïðèìåñè μ 
çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z, 
èçâåñòíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îïòèìèçàöèîí- 
íîãî ìåòîäà ïî ôóíêöèîíàëó áåç ðåãóëÿðèçàòîðà [11]. 
Â [12–15] îáñóæäàþòñÿ àíàëîãè÷íûå ïîñòàíîâêè, ãäå 
èñòî÷íèê ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå f(z, t) = h(z)g(z, t) + 
+ s(z, t), ãäå ôóíêöèè g(z, t), s(z, t) èçâåñòíû è ïîä-
÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Ñóùåñòâóþò óò-
âåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè òàêîé îáðàòíîé çàäà÷è [12] 
(ïðè êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò ïðî-
ñòðàíñòâà è âðåìåíè). Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è, åäèíñòâåí- 
íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óòâåðæäàþòñÿ â [13, 14]  
â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ïåðåíîñà ïðèìåñè íåíó- 
ëåâàÿ, à êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî  

îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû; òî÷íîñòü îöåíîê 
óñòîé÷èâîñòè îáñóæäàåòñÿ â [15]. Äëÿ ïîñòàíîâêè,  
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â êîòîðîé èñòî÷íèê ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå f(z, t) = 
= h(z)g(z, t) + s(z, t) ñ èçâåñòíûìè g(z, t) è s(z, t), 
äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî 
çàäàòü äàííûå èçìåðåíèé â âèäå íåïðåðûâíûõ âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ îò çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèè â òî÷êàõ 
îáëàñòè èëè çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ ïî íåêîòîðûì ïðî-
ñòðàíñòâåííûì îáëàñòÿì [16]. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî 
ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èçìåðåííûõ ïðî-
ôèëåé. Îäíàêî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü çíà÷åíèÿ, 
èçìåðåííûå òîëüêî â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. 
  Ïîñòàíîâêè, â êîòîðûõ èñòî÷íèê çàäàí â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿ-
ùèõ ñîîòâåòñòâåííî îò ïðîñòðàíñòâà èëè âðåìåíè, 
ñðàâíèâàþòñÿ â [17]. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî 

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî îò 

âðåìåíè, ïî äàííûì ôèíàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåêîððåêòíîé, è ïðèìåíÿåòñÿ 
ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå êîëëîêàöèè (ò.å. 
ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòíî-
ñèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ôóíêöèé). 

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà f(z, t) ïî íàáîðó âåð-
òèêàëüíûõ ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íåêîð-
ðåêòíà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü ìåòîäû  

ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ âîñïîëíåíèÿ èíôîðìàöèè î âðå-
ìåííîé äèíàìèêå èñòî÷íèêà. 

 

×èñëåííûé àëãîðèòì 
 

Ââåäåì â îáëàñòè ΩÒ ðàâíîìåðíûå ñåòêè ωz = 
= {0 = z1 < … < zN = Z} è ωt = {0 = t1

 < … < tNt = T} 
ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè ñ N è Nt óçëàìè è ñ äëè-
íàìè èíòåðâàëîâ Δz è Δt ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì 
íåÿâíóþ ñõåìó [18, ãë. 3, § 2, ï. 9], àïïðîêñèìèðóþ-
ùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1)–(4): 
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Ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (6), (7) äëÿ çàäàí-

íîãî f ∈ �N
 

×

 

N
t îáîçíà÷èì ÷åðåç φ[f] ∈ �N
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N
t. Áóäåì 

ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíòû ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé tω  íà-

õîäÿòñÿ â íåêîòîðûõ óçëàõ ñåòêè ωt. Èíäåêñû ýòèõ 

óçëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç 1{ } .M

m mj
=

 Íà îãðàíè÷åíèÿõ, 

îïðåäåëÿåìûõ ìîäåëüþ (7), ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë 
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Îáîçíà÷èì ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ÷åðåç f
α
. 

Äîáàâëåíèå ê ôóíêöèîíàëó íåâÿçêè â (8) ñëàãàåìîãî-
ñòàáèëèçàòîðà (9) [8, ãë. 2], ñîäåðæàùåãî îïåðàòîð 

êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìå-
íè, ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ãëàäêîñòü ïîëó÷àåìî-
ãî èñòî÷íèêà ïî âðåìåíè çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðà 
ðåãóëÿðèçàöèè α. Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. 
  Ëåììà 1. Ýëåìåíò ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèî- 

íàëà (8) íà îãðàíè÷åíèÿõ (7), ñîîòâåñòâóþùèé ,
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 ( )[ ]
j

i
∇Ω =f  

 

1

1 1

2

1

– , 2;
2

– 2 – , 2, ..., –1;

– , –1.

jj
i i

j jj
ti i i

jj
ti i

f f j

f f f j N
t

f f j N

+

+ −

−

⎧ =

⎪
⎪

= + =⎨

Δ
⎪

=
⎪⎩

 (11) 



 

52 Àíòîõèí Ï.Í., Ïåíåíêî À.Â., Àíòîõèíà Î.Þ. 

 

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ 

òåõíèêè ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé (àíàëîãè÷íî [3, 
ãë. 4], [11]) è âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå. Ñ èçâåñòíûì 
ãðàäèåíòîì äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíà-
ëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, ðåàëèçîâàííûå, 
íàïðèìåð, â ñâîáîäíî-ðàñïðîñòðàíÿåìîé áèáëèîòå- 
êå GSL [19]. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ  

ìèíèìèçàöèè èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì Broyden–
Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS). 

Îñíîâíîé âîïðîñ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðè-
çàöèè Òèõîíîâà – âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. 
Åñëè ïîëîæèòü α ðàâíûì íóëþ, òî àëãîðèòì áóäåò 
íàõîäèòü ýêâèâàëåíòíûé èñòî÷íèê çàâûøåííîé ìîù- 
íîñòè, íî äåéñòâóþùèé â íåáîëüøîé âðåìåííîé îê-
ðåñòíîñòè òî÷êè ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîãî ïðîôèëÿ. 
Åñëè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïàðàìåòð ïîäáèðàåòñÿ, 
èñõîäÿ èç óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè â íàáëþäåíèÿõ è ìî-
äåëè, òî â íàøåì ñëó÷àå îí íåîáõîäèì äëÿ ñîõðàíå-
íèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ðåøåíèÿ, ïðåäïîëàãàþùåãî 
íåçàâèñèìîñòü ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ ñóáñòàíöèè  
îò âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ. 
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñòî÷íèê îòäàëåí îò ìåñòà 

íàáëþäåíèÿ, îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà ìîæ-
íî óìåíüøèòü, ñêîððåêòèðîâàâ «îñâåùåííîñòü» [6]. 
Â íàøåì æå ñëó÷àå îáðàçîâàíèå (èëè ðàñïàä) ñóá-
ñòàíöèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî â òî÷-
êå íàáëþäåíèÿ. 

Ìåòîä íà îñíîâå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ èñ-
òî÷íèêà ñ ïîñëåäóþùèì ïîèñêîì íåáîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ïàðàìåòðîâ òàêæå ïîçâîëÿåò âîñïîëíèòü íå-
äîñòàòîê èíôîðìàöèè î åãî èçìåíåíèè âî âðåìåíè  
è â ÿâíîì âèäå óñòàíîâèòü åãî ãëàäêîñòü. Îäíàêî  
â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå ÷óâñòâè-
òåëüíî ê âûáîðó ïàðàìåòðèçàöèè. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä èñòî÷íèêà: 

 
2 2
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i iif t h H σ +

= +h H  (12) 

ãäå êîíñòàíòà σ
2
 çàäàíà, à âåêòîðû ,

N
h H∈ �  è êîí-

ñòàíòó ˆt ∈ �  òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Ýòè ïàðàìåòðû 
ìîæíî íàéòè, ìèíèìèçèðóÿ öåëåâîé ôóíêöèîíàë 
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ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì. 

Ëåììà 2. Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà J�  çàäàåòñÿ ñî-

îòíîøåíèÿìè 
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Äîêàçàòåëüñòâî: ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. 

Â ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó áóäåì âû-
áèðàòü ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè òàê, ÷òîáû îí îáåñ-
ïå÷èâàë ðåøåíèþ ãëàäêîñòü, àíàëîãè÷íóþ ðåøåíèþ 
íà îñíîâå ïàðàìåòðèçàöèè èñòî÷íèêà òèïà (12), èñ-
ïîëüçóÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì. 

1. Àëãîðèòìîì ìèíèìèçàöèè BFGS íà îñíîâå 
ãðàäèåíòà (14)–(16) ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë 
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2. Ãåíåðèðóåì ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà- 
äà÷è *[ ]φ f  ñ èñòî÷íèêîì *f  íàáîð çíà÷åíèé 

m
i
I =
�  

*[ ],mj
i= φ f  m = 1, …, M, i = imin, …, N. 

3. Ðàññìîòðèì öåëåâîé ôóíêöèîíàë, àíàëîãè÷-
íûé (8), ãäå âìåñòî äàííûõ èçìåðåíèé Im(zi) èñïîëü-
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ãî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì îòíîñèòåëüíîé îøèáêè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ f 

*
 ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (17): 

 2

2

*

( )*

*

( )

ˆ–
ˆ

ˆ( ) ( , ) min,z t

z t

L

L

f
f

α

ω ×ω

α

α

ω ×ω

δ α = δ = →

f

f
f

 

 
( )2

2

, .

t

L z t

N

j j

j

t
ω ×ω

=

= Δ∑x x x  (18) 

Ïîèñê ïàðàìåòðà α* îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì çîëî-
òîãî ñå÷åíèÿ. 

4. Ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà 
*
( )J

α

f  (8) 

ñ íàéäåííûì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè α
*
 è èñõîä-

íûìè äàííûìè èçìåðåíèé Im(zi). Ïîëó÷åííûé ìèíè-
ìóì 

*
α

f  áóäåì ñ÷èòàòü îöåíêîé èñòî÷íèêà. 

 

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû 
 
Â êà÷åñòâå ñöåíàðèÿ äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ áûëî âûáðàíî 8 àâãóñòà 2013 ã., â òå÷åíèå 

êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü ñàìîëåòíîå çîíäèðîâàíèå  
â ôîíîâîì ðàéîíå Òîìñêîé îáë. íàä ïîñòîì ìîíè-
òîðèíãà ïàðíèêîâûõ ãàçîâ íåäàëåêî îò ï. Áåðåçî- 
ðå÷êà (56°08′ ñ.ø., 84°20′ â.ä.). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå 
èçìåðèòåëüíîãî êîìïëåêñà íà áàçå ñàìîëåòà Àí-2 
ïðèâåäåíî â [20]. Äëÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðå-
øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî áûëî îïðåäåëèòü 
êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè è ñêîðîñòü 

îñàæäåíèÿ ïðèìåñè íà ïîâåðõíîñòü. Ìåòåîðîëîãè÷å-
ñêèå ïîëÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ 
ìåçîìàñøòàáíîé ìîäåëè Weather Research and Fore-
casting with Chemistry (WRF-Chem) version 3.5.1 [21]. 
Êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè μ ðàññ÷èòû-
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âàëñÿ íà îñíîâå k-òåîðèè [22]. Ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ 
ïðèìåñè, â íàøåì ñëó÷àå îçîíà, βL çàäàâàëàñü ïî-
ñòîÿííîé è ðàâíîé 0,6 ñì/ñ. Êðîìå òîãî, βR = 0, 
αL = αR = 0. Íà øàãå 1 àëãîðèòìà íà÷àëüíûå çíà-
÷åíèÿ äëÿ ïîèñêà âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ h, H íóëå-
âûå, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîèñêà ˆt  ðàâíî –1,8; 
σ

2 = 0,0001. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîèñêà èñòî÷-
íèêà íà øàãàõ 3 è 4 àëãîðèòìà âûáèðàëîñü â âèäå 

ˆ[ , , ]f th H  ñ óêàçàííûìè âûøå íà÷àëüíûìè çíà÷å-

íèÿìè ïàðàìåòðîâ. 
Ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü âî âðåìåí-

íîì èíòåðâàëå îò 0 äî 24 ÷ ñ øàãîì ïî âðåìåíè 30 ìèí 
äëÿ âûñîò îò 0 äî Z = 3000 ì ñ øàãîì Δz = 100 ì. 
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü íà àíàëîãè÷íîé ñåòêå. 
  Äëÿ ïðîâåðêè âîçìîæíîñòåé àëãîðèòìà âîññòà-
íîâëåíèÿ èñòî÷íèêà áûëè ïðîâåäåíû òðè ãðóïïû 

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ïåðâîé ãðóïïå ýêñïå-
ðèìåíòîâ äëÿ ãåíåðàöèè ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ èñ-
ïîëüçîâàëàñü íåñòàöèîíàðíàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü (6), 
(7). Âíà÷àëå îïðåäåëÿëñÿ èñòî÷íèê (çàäàâàëàñü åãî 

ìîùíîñòü, ïîëîæåíèå è çàâèñèìîñòè åãî ïàðàìåòðîâ 

îò âðåìåíè), çàòåì ïðîâîäèëîñü ïðÿìîå ìîäåëèðî- 
âàíèå, èç ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûáè-
ðàëèñü âåðòèêàëüíûå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè ñ îï-
ðåäåëåííîé äèñêðåòíîñòüþ. Äàëåå íà îñíîâå îïè-
ñàííîãî àëãîðèòìà ðåøàëàñü îáðàòíàÿ çàäà÷à è âîñ-
ñòàíàâëèâàëñÿ èñòî÷íèê, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿëñÿ  
ñ èñõîäíûì. 

Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà âîññòà-
íîâëåíèÿ âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè 
èñòî÷íèêà âåðòèêàëüíûå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè äëÿ 

ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ âûáèðàëèñü ñ ðàçëè÷íîé äèñ-
êðåòíîñòüþ (1, 2, 4, 8, 12, 16) (íàïðèìåð, äèñêðåò-
íîñòü 4 îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ êàæäûé 4-é 
ïîëó÷àñîâîé âåðòèêàëüíûé ïðîôèëü èç ïðÿìîãî ðå-
øåíèÿ). Äîïîëíèòåëüíî áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ 

äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ: ïåðâûé ñëó÷àé (s1) – 
âåðòèêàëüíûå ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè âûáèðàëèñü  
â 8:00, 11:00, 15:00, 18:00; âòîðîé (s2) – âåðòèêàëüíûå 

ïðîôèëè êîíöåíòðàöèè âûáèðàëèñü â 8:00, 12:00, 17:00. 
  Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî èñòî÷íèêà ðàññìàòðèâàëñÿ 
êîìáèíèðîâàííûé èñòî÷íèê, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí- 
íàÿ äèíàìèêà ìîùíîñòè êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äâó-
ìåðíîé ôóíêöèåé Ãàóññà 
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ãäå ÀÒ = 0,3 íìîëü/(ì3
 ⋅ ñ); σÒ = 2 ÷; t0 = 15 ÷; 

ÀZ = 125 ì; σZ = 50 ì; z0 = 300 ì. Òî÷íîñòü âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà îöåíèâàëîñü ñ ïîìîùüþ 

*
( , )

z t

f
α

ω ×ω

δ f  èç (18), ãäå 
z t

f
ω ×ω

 – èçâåñòíîå òî÷íîå 

ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è f  â òî÷êàõ ñåòêè ωz × ωt, 

*
α

f  – ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà. 

Íà ðèñ. 1, à ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè 
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ âåð- 
òèêàëüíûõ ïðîôèëåé èçìåðåíèé; íà ðèñ. 1, á ïîêà-
çàíû âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíîãî èñòî÷-
íèêà è âîññòàíîâëåííîå ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà. 
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé îøèáêè âîññòàíîâëå-
íèÿ âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè èñòî÷íèêà 
(ñòîêà) îò ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé 
èçìåðåíèé (à); ñðàâíåíèå âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñ- 
õîäíîãî èñòî÷íèêà (ñòîêà) è âîññòàíîâëåííîãî íà îñíîâå 
  îïèñàííîãî àëãîðèòìà (á) 

 
Èç ãðàôèêîâ ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçî-

âàíèè âñåõ ñìîäåëèðîâàííûõ ïðîôèëåé îòíîñèòåëü-
íàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà ìåíüøå 1%. 
Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñ-
ëîì âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé â ñèòóàöèÿõ, ïðèáëè-
æåííûõ ê ðåàëüíûì óñëîâèÿì ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòà, îøèáêà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå îò 35 
äî 70%. Â ÷àñòíîñòè, ðèñ. 1, á ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè 
óìåíüøåíèè ÷èñëà âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé âûñîòà 
ìàêñèìóìà èñòî÷íèêà âîññòàíàâëèâàåòñÿ êîððåêòíî, 
à ìîùíîñòü çàíèæàåòñÿ. 

Âî âòîðîé ãðóïïå ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ãåíåðàöèè 
ïðîôèëåé ïðèìåíÿëàñü ìîäåëü WRF-Chem 3.5.1.,  
à â òðåòüåé ãðóïïå – ðåàëüíûå äàííûå ñàìîëåòíûõ 
èçìåðåíèé. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû âåðòèêàëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè îçîíà 8 àâãóñòà 2013 ã., 
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
WRF-Chem 3.5.1. (ðèñ. 2, à) è â õîäå âûïîëíåíèÿ 
ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ (ðèñ. 2, á). 
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Ðèñ. 2 Âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè îçîíà 
8 àâãóñòà 2013 ã., ïîëó÷åííîå â õîäå ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ WRF-Chem 3.5.1. (a) è ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâà- 
  íèÿ (á); í.ó. – íîðìàëüíûå óñëîâèÿ 

 
Ìîæíî îòìåòèòü êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ìåæäó 

èçìåðåííûìè è ìîäåëüíûìè âåðòèêàëüíûìè ïðîôè-
ëÿìè êîíöåíòðàöèè îçîíà (ðèñ. 2). Ñòîèò, îäíàêî, 
çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íå îòðàæàåò 
â ïîëíîé ìåðå äèíàìèêó âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îçîíà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå àòìîñôåðû. 

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû âåðòèêàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîùíîñòè èñòî÷íèêà îçîíà, âîññòàíîâëåí-
íûå èç äàííûõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ WRF-
Chem 3.5.1. (ðèñ. 3, à) è ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ 
(ðèñ. 3, á) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî àëãî-
ðèòìà. 

Ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî âîññòàíîâëåííûå òàêèì 
îáðàçîì âåðòèêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè èñ-
òî÷íèêà îçîíà ñîâïàäàþò êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñò-
âåííî ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ è ðàçëè-
÷èÿ âî âõîäíûõ äàííûõ (ðèñ. 2, à, á). Îáà ðèñóíêà 
äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå ìàêñèìóìà èñòî÷íèêà â íèæ- 
íåé ÷àñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå ðàñïîëîæåíû îñ-
íîâíûå èñòî÷íèêè ãàçîâ-ïðåäøåñòâåííèêîâ îçîíà, 
÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå âûïîëíåííûìè èññëåäîâà- 
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 3. Âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè èñòî÷íèêà 
(ñòîêà) îçîíà, âîññòàíîâëåííîå èç äàííûõ ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ WRF-Chem 3.5.1. (à) è ñàìîëåòíîãî çîíäèðî- 
  âàíèÿ (á) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà 

 

íèÿìè [23]. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåí-
íûé àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè è ëî-
êàëèçàöèè èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ñóáñòàíöèè íà îñíî-
âå äàííûõ íàòóðíûõ èçìåðåíèé. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ âåðòèêàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ñóáñòàíöèè 
ïî äàííûì ñàìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ íà îñíîâå âà-
ðèàöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷  
è ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà. Â ñõåìå ðåãóëÿðèçàöèè 
ðåàëèçîâàí âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè â ïðåä-
ïîëîæåíèè îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Ïàðà-
ìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ðàçûñêèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-
øåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé îáðàòíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì çàäàíèåì èñêîìîãî èñòî÷íèêà. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãî-
ðèòìó ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ â ðàáîòå 
ïðåäïîëîæåíèÿõ äàííûå èçìåðåíèé êîëè÷åñòâåííî 
ñîãëàñóþòñÿ ñî ñöåíàðèåì, êîãäà ôîòîõèìè÷åñêîå 
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îáðàçîâàíèå îçîíà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå àòìîñôåðû 
ïðåîáëàäàåò íàä åãî ïîñòóïëåíèåì èç âûøåëåæàùèõ 
ñëîåâ íà âíóòðèñóòî÷íûõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè â ôî-
íîâîì ðàéîíå Çàïàäíîé Ñèáèðè [23]. Â äàëüíåéøåì 
ìû ïëàíèðóåì èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé â èñ-
ñëåäîâàíèè àëãîðèòì äëÿ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ñà-
ìîëåòíîãî çîíäèðîâàíèÿ, âûïîëíåííîãî â äðóãèå ñå-
çîíû, òàêèõ ãàçîâûõ ïðèìåñåé, êàê óãëåêèñëûé ãàç, 
ìåòàí, óãàðíûé ãàç. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû 
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ ¹ 15, I.33Ï è II.2Ï/I.3-3, ïðî-
ãðàììû ÎÍÇ ÐÀÍ, ãðàíòà MK-8214.2016.1, ÐÔÔÈ 
(ãðàíò ¹ 17-05-00374). 

 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1 
 

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. 
Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçû-

âàþùåå âàðèàöèþ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ è èñòî÷íèêîâ. 
Ñêàëÿðíî óìíîæèì óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ (7) 
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Ïîäñòàâèâ (21) â (20), ïîëó÷èì 
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè 
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Îáúåäèíÿÿ äàííîå òîæäåñòâî ñ (23), ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè ñòàáèëèçàòîðà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, âàðèàöèÿ (8) 

 ( )

2

( ) ( ) , [ ]
tN

jj j

j

J J t
α α

=

+ δ − = δ + α ∇Ω Δ +∑f f f f fψ  

 ( )

min

2
1

2

1 3 1

–
[ ] ,

t

m

NM N N jj
j i i

i ii

m i i j i

f f
z z t

t

−

= = = =

⎛ ⎞δ δ
+ φ δ δ + δ Δ⎜ ⎟

⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑f  

ãäå âûðàæåíèå ( )[ ]
j

i
∇Ω f  îïðåäåëåíî â (11). Îòáðàñû-

âàÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (ñ ó÷åòîì 
ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ äëÿ (7)), ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèî-
íàëà (8). 

 

1. Badia A.El., Ha-Duong T., Hamdi A. Identification of 
a point source in a linear advection-dispersion-reaction 
equation: Application to a pollution source problem // 
Inverse Probl. 2005. V. 21, N 3. P. 1121–1136. 

2. Ìàð÷óê Ã.È. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïðî-
áëåìå îêðóæàþùåé ñðåäû. Ì.: Íàóêà, 1982. 320 ñ. 

3. Ïåíåíêî Â.Â. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àò-
ìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ. Ë.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1981. 352 ñ. 

4. Pudykiewicz J.A. Application of adjoint tracer transport 
equation for evaluating source parameters // Atmos. 
Environ. 1998. V. 32, N 17. P. 3039–3050. 

5. Penenko V., Baklanov A., Tsvetova E. Methods of sen-
sitivity theory and inverse modeling for estimation of 
source parameters // Fut. Gener. Comput. Syst. 2002. 
V. 18, iss. 5. P. 661–671. 

6. Issartel J.P. Rebuilding source of linear tracers after 
atmospheric concentration measurements // Atmos. Chem. 
Phys. Discuss. 2003. V. 3, iss. 6. P. 3173–3203. DOI: 
10.5194/acp-3-2111-296 2003. 

7. Àëèôàíîâ Î.Ì., Àðòþõèí Å.À., Ðóìÿíöåâ Ñ.Â. Ýêñ-
òðåìàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: 
Íàóêà, 1988. 288 ñ. 

8. Âàñèëüåâ Ô.Ï. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. 
Çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, 
ðåãóëÿðèçàöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ. Ì.: Íàóêà, 1981. 400 ñ. 

9. Seinfeld J.H., Pandis S.N. Atmospheric chemistry and 

physics. New-York: John Wiley & Sons, 2006. 1203 p. 
10. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. 

Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî òèïà. Ì.: Íàóêà, 1967. 736 ñ. 

11. Hasanov A. Simultaneous determination of source terms 
in a linear parabolic problem from the final overdeter-
mination: Weak solution approach // J. Math. Anal. 
Appl. 2006. V. 333, iss. 2. P. 766–779. DOI: 10.1016/j. 
jmaa.2006.08.018. 

12. Êàìûíèí Â.Ë. Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ óñëîâèåì 
ôèíàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ // Ìàòåì. çàìåòêè. 
2003. Ò. 23, ¹ 2. Ñ. 217–227. 

13. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Î íåêîòîðûõ îáðàòíûõ 
çàäà÷àõ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ôèíàëüíûì 
è èíòåãðàëüíûì íàáëþäåíèåì // Ìàòåì. ñá. 1992. Ò. 183, 
¹ 4. Ñ. 49–68. 

14. Ïðèëåïêî À.È., Ñîëîâüeâ Â.Â. Òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè 

è ìåòîä Ðîòý â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà. II // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1987. 
Ò. 23, ¹ 11. Ñ. 1971–1980. 

15. Kostin A.B. Counterexamples in inverse problems for 
parabolic, elliptic, and hyperbolic equations // Comput. 
Math. Math. Phys. 2014. V. 54, iss. 5. P. 797–810. 

16. Pyatkov S.G., Safonov E.I. Some inverse problems for 
convection-diffusion equations // Âåñòí. ÞÓðÃÓ. Ñåð. 
Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2014. 
T. 7, ¹ 4. Ñ. 36–50. http://dx.doi.org/10.14529/ 
mmp140403. 

17. Hasanov A. Identification of spacewise and time depen- 
dent source terms in 1D heat conduction equation from 
temperature measurement at a final time // Int. J. Heat 
Mass Transfer. 2012. V. 55, iss. 7–8. P. 2069–2080. 
DOI: 10.1016/j.ijheatmasstransfer.2011.12.009. 

18. Ñàìàðñêèé À.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. 
Ì.: Íàóêà, 1971. 553 ñ. 

19. GNU Scientific Library Reference Manual Edition 2.2.1, 
for GSL Version 2.2.1. [Electronic resource]. URL: 
https://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/ 

(last access: 25.10.2016). 
20. Àíòîõèí Ï.Í., Àðøèíîâ Ì.Þ., Áåëàí Á.Ä., Áå-

ëàí Ñ.Á., Äàâûäîâ Ä.Ê., Êîçëîâ À.Â., Êðàñíîâ Î.À., 
Ïåñòóíîâ Ä.À., Ïðàñëîâà Î.Â., Ôîôîíîâ À.Â., Inoue G., 
Machida Ò., Maksutov Sh.Sh., Shimoyama K., Sutoh H. 
Ïðèìåíåíèå ñàìîëåòà Àí-2 äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâà 
âîçäóõà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå àòìîñôåðû // Îïòèêà 
àòìîñô. è îêåàíà. 2012. Ò. 25, ¹ 8. Ñ. 714–720. 

21. Skamarock W.C., Klemp J.B., Dudhia J., Gill D.O., 
Barker D.M., Wang W., Powers J.G. A description of 
the Advanced Research WRF version 3 [Electronic re-
source] // NCAR Tech. Note. NCAR/TN-475+STR. 2008. 
113 p. URL: http://www2.mmm.ucar.edu/wrf/users/ 
docs/user_guide_V3.5/ARWUsersGuideV3.pdf (last access: 
20.01.2017). 

22. Troen I., Mahrt L. A simple model of the atmospheric 

boundary layer; sensitivity to surface evaporation // 

Bound.-Lay. Meteorol. 1986. V. 37. P. 129–148. 
23. Àíòîõèí Ï.Í., Àðøèíîâà Â.Ã., Àðøèíîâ Ì.Þ., Áå-

ëàí Á.Ä., Áåëàí Ñ.Á., Äàâûäîâ Ä.Ê., Êîçëîâ À.Â., 
Êðàñíîâ Î.À., Ïðàñëîâà Î.Â., Ðàññêàç÷èêîâà Ò.Ì., 
Ñàâêèí Ä.Å., Òîëìà÷åâ Ã.Í., Ôîôîíîâ À.Â. Ñóòî÷íàÿ 
äèíàìèêà âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îçîíà â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå àòìîñôåðû â ðàéîíå Òîìñêà // Îïòèêà 
àòìîñô. è îêåàíà. 2013. Ò. 26, ¹ 8. Ñ. 665–672. 

 
P.N. Antokhin, A.V. Penenko, Î.Yu. Antokhinà. The algorithm for reconstructing the vertical distribu-

tion of sources and sinks of a substance in the atmospheric boundary layer. 
An algorithm is suggested for solution of the inverse problem of retrieving the vertical distribution of 

sources and sinks of a substance (ozone) using a finite number of vertical profiles of its concentration. The in-
verse problem is solved for the pollutant transport model. Missing information on the time dynamics of the 
source (sink) is compensated by applying a method based on the Tikhonov regularization. The regularization 
parameter is found from the solution of the auxiliary inverse problem with the parametric specification of an 
unknown source. The algorithm developed is tested on both synthetic data and real aircraft measurements.  
In numerical experiments with real data, the vertical distribution of an ozone source (sinks) in the atmospheric 
boundary layer and lower troposphere was retrieved. 


