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Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé, óëó÷øåííûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè äèôôóçíîãî ñâåòîâîãî ïî-

ëÿ â ìóòíîé ñðåäå. Îáñóæäàþòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, 
ïîêàçûâàþùèå òî÷íîñòü è ãèáêîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íà ïðàêòèêå. 
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Ââåäåíèå 
 

Ñâåòîâîé ëó÷ â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì îáúåêòîì òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, âïåðâûå 

ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííîé Chwolson [1] 
íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé ëó÷åâîé (ãåîìåòðè÷åñêîé) 

îïòèêè. Ïîñëåäóþùèå ïîïûòêè ñòðîãîãî âûâîäà òåî-
ðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ 

êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [2, 3] ôàêòè÷åñêè 

ïðèâåëè ê ïîäòâåðæäåíèþ ýòîãî ïîëîæåíèÿ. Òàêèì 
îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûì èíôèíèòåçèìàëüíûì ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) ÿâëÿåòñÿ 
ëó÷, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ (îñîáåí-
íóþ) ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ è óãëîâûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå è óãëî-
âûå îñîáåííîñòè ñîõðàíÿþòñÿ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ 
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, åñëè îíè ïðèñóòñòâóþò â íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè èñòî÷íèêîâ ñâåòà, ïîðîæ-
äàþùèõ ñâåòîâîå ïîëå â ìóòíîé ñðåäå. 

Äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà ýòîãî ôàêòà ñ ìàòåìàòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå ÓÏÈ òðåáóåòñÿ èñ-
êàòü ñðåäè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. 

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî óäàåòñÿ âûäåëèòü íåêîòîðóþ 
÷àñòü ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùóþ â ñåáå îñîáåííîñòè,  
â ôîðìå çàìêíóòîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ [4]. 
Ïîñëå ýòîãî îñòàëüíàÿ (ðåãóëÿðíàÿ) ÷àñòü ðåøåíèÿ, 
íå ñîäåðæàùàÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé è îñîáåííî-
ñòåé, ìîæåò áûòü íàéäåíà â äèñêðåòèçîâàííîì âèäå 
ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. 

Ýòî îñîáåííî âàæíî ïðè íàëè÷èè â ñðåäå ñèëüíî 
àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè êîòî-
ðîì òðóäíîñòè õîðîøî èçâåñòíû [5]. Äèñêðåòèçàöèÿ 

ÓÏÈ ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò (ÄÎ), ñôåðè- 
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÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ) èëè äðóãèìè ìåòîäàìè â ýòîì 

ñëó÷àå ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Óäà÷íîå âûäåëåíèå îñîáåííîé 

÷àñòè èç îáùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü 
òàêóþ ñèñòåìó êîíå÷íîé, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì. Â ñîâðåìåííûõ 

ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïåðåíîñà [6], ïðåäúÿâëÿþùèõ 

âñå âîçðàñòàþùèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî 
ðàñ÷åòà, ðåãóëÿðèçàöèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ ÓÏÈ 
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîðîì, ôàêòè÷åñêè îïðåäå-
ëÿþùèì âîçìîæíîñòü óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. 
  Â ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îá îäíîðîä-
íîì ïëîñêîì ñëîå ìóòíîé ñðåäû, îñâåùåííîì îäíî-
ðîäíûì ïîòîêîì ïàðàëëåëüíûõ êîëëèìèðîâàííûõ 

ëó÷åé, îñîáåííîé ÷àñòüþ ñâåòîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ 
íåðàññåÿííàÿ (îñëàáëåííàÿ) ÷àñòü ïàäàþùåãî ïîòîêà. 
×àíäðàñåêàð [7] âûäåëèë ýòó ÷àñòü èçëó÷åíèÿ â âè-
äå îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî â ðåøåíèè ÓÏÈ è èññëå-
äîâàë íàõîæäåíèå îñòàëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìåòîäîì 
äèñêðåòíûõ îðäèíàò íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîð-
ìóë Ãàóññà. Ðîìàíîâà [8] è Irvine [9] âìåñòå ñ íåðàñ-
ñåÿííûì ïîòîêîì èçëó÷åíèÿ âûäåëèëè â îòäåëüíîå 

ñëàãàåìîå â ðåøåíèè òàêæå ÷àñòü èçëó÷åíèÿ, ðàññå-
ÿííîãî íà ìàëûå óãëû, íà îñíîâå ìàëîóãëîâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ (ÌÓÏ), ñôîðìóëèðîâàííîãî Goudsmit 
è Saunderson [10]. 

Ïðåäëàãàëèñü òàêæå è äðóãèå âàðèàíòû àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé ñâåòî-
âîãî ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè îäíîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó-
÷åíèå [11], ðàññåÿííîå âïåðåä èçëó÷åíèå â ïðèáëè-
æåíèè Êèðõãîôà íà ñôåðàõ ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà 
[12] è ò.ä. 

Â ðàáîòå [13] â ðàìêàõ ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêà-
öèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîëó÷åí ðÿä ïðè-
áëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ñâåòî-
âîãî ïîëÿ âìåñòå ñ îñîáåííîñòÿìè êàê äëÿ ïëîñêîñëîè-
ñòîé, òàê è äëÿ ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïîëó÷åííûå 
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âûðàæåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå îñîáåííîñòè ñâåòî-
âîãî ïîëÿ è óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþò ðàñïðå-
äåëåíèå ÿðêîñòè ïî÷òè âî âñåé ïåðåäíåé ïîëóñôåðå. 
  Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ïî óêàçàííîìó ïóòè 
ñåðüåçíî îãðàíè÷åíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî âñå 
ïåðå÷èñëåííûå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îñî-
áåííîé ÷àñòè ïîëÿ ÿðêîñòè ïðèíöèïèàëüíî ïðåíåá-
ðåãàþò äèñïåðñèåé äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàñ-
ñåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ìóòíîé ñðåäå. Íà áîëüøèõ 
îïòè÷åñêèõ òîëùèíàõ ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì 
ðàñõîæäåíèÿì ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ òî÷íûì. 
Êðîìå òîãî, â ýòèõ ðåøåíèÿõ îòñóòñòâóþò ìíîãèå 
ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå, 
â òîì ÷èñëå ïîâîðîò òåëà ÿðêîñòè ñ ãëóáèíîé [14], 
ðÿä ïîëÿðèçàöèîííûõ ýôôåêòîâ è ò.ä. 

Ïîñêîëüêó óêàçàííûå ïðèåìû âûäåëåíèÿ îñî-
áåííîñòåé ñâåòîâîãî ïîëÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿ-
ìè ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè, êðàòêî îñòà-
íîâèìñÿ íà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ â ýòîé îáëàñòè. 
Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå â òåîðèè ðàññåÿíèÿ áûëî 
âïåðâûå ïðèìåíåíî Wentzel â ðàáîòå [15], â êîòîðîé 
òðàåêòîðèè ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííûõ íà ìàëûå óãëû 

÷àñòèö ïðèáëèæåííî çàìåíåíû ïðÿìûìè è òåì ñà-
ìûì ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Bothe [16] 

ïðèìåíèë íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî 

ñëàãàåìîãî ÓÏÈ è ïîêàçàë, ÷òî óãëîâîå ðàñïðåäåëå-
íèå ÿðêîñòè ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâûì. 
Goudsmit è Saunderson [10] èñïîëüçîâàëè ðàçëîæå-
íèå óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ïî ñôåðè÷åñêèì 
ãàðìîíèêàì è ïîëó÷èëè õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå 
ÓÏÈ â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ìíîãîêðàòíî 

èñïîëüçîâàííîå ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè â äàëü- 
íåéøåì. Êîìïàíååö [17] è äðóãèå àâòîðû ëîêàëüíî 
àïïðîêñèìèðîâàëè ñôåðó íàïðàâëåíèé êàñàòåëüíîé 

ïëîñêîñòüþ è ïîëó÷èëè ðåøåíèå â ôîðìå ìíîãîìåðíîé 

ñâåðòêè â ýòîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ÿâèëàñü íîâîé íå-
çàâèñèìîé ôîðìîé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. 

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ôîðìû ÌÓÏ íå ó÷èòûâàþò 
äèñïåðñèè äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ñèëó ãðóáî-
ñòè äîïóùåíèÿ μ ≈ 1. Âñå ïîïûòêè ó÷åòà äèñïåðñèè 
ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ êîñèíóñà ñëåäóþùèì 
÷ëåíîì òåéëîðîâñêîãî ðÿäà μ = cosθ ≈ 1 – θ2/2, ñäå-
ëàííûå ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé (ñì. îáçîðû [18, 19] 
è ëèòåðàòóðó ê íèì), íåèçìåííî ïðèâîäèëè ê ïðåîá-
ðàçîâàíèþ èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî ÓÏÈ ïî Bothe 
[16] è â êîíå÷íîì èòîãå ê äèôôóçèîííîìó ïðèáëè-
æåíèþ [2]. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì 
è ñâîäèòñÿ ê ãàóññîâñêîìó âûðàæåíèþ äëÿ óãëîâîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè. 

Â ðàáîòå [20] áûëî ïðåäëîæåíî ïðèáëèæåííîå 
ðåøåíèå ÓÏÈ èíîãî òèïà, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåéëîðîâ-
ñêîé àïïðîêñèìàöèè 1/μ = (cosθ–1) ≈ 1 + θ2/2 â îá-
ëàñòè ìàëûõ óãëîâ âèçèðîâàíèÿ. Ýòî ðåøåíèå êîð-
ðåêòíî ó÷èòûâàåò äèñïåðñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ â ñðåäàõ ñ àíèçîòðîïíûìè èíäèêàòðèñàìè 
ðàññåÿíèÿ âåñüìà îáùåãî âèäà è ïîëó÷åíî ïðè ìå-
íåå ñèëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè äèôôóçèîííîãî 
ïðèáëèæåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì òî÷íîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ 
îãðàíè÷åíà âòîðîé ñòåïåíüþ òåéëîðîâñêîé àïïðîê-
ñèìàöèè 1/μ ðÿäîì äðóãèõ äîïóùåíèé. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, òàêèì îáðàçîì, ïðåñëåäó-
þòñÿ äâå îñíîâíûå öåëè: ñ îäíîé ñòîðîíû, âûâåñòè 

óòî÷íåííîå ðåøåíèå ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæå-
íèè, êîòîðîå ó÷èòûâàëî áû äèñïåðñèþ äëèí ïóòåé 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåç ïåðåõîäà ê äèôôóçèîííîìó 

ïðèáëèæåíèþ, è ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîàíàëèçèðî-
âàòü âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ 
ê ðåãóëÿðèçàöèè îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ ÓÏÈ. 

 

1. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êðàåâîé 

çàäà÷è ÓÏÈ äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ 
 
Ñâåòîâîå ïîëå â îäíîðîäíîì ïëîñêîì ñëîå ìóò-

íîé ñðåäû, îáëó÷àåìîì ïëîñêèì ìîíîíàïðàâëåííûì 
èñòî÷íèêîì (ÏÌ), îïðåäåëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è 
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ùåãî ïó÷êà; ˆz  – åäèíè÷íûé îðò îñè OZ äåêàðòîâîé 
ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âíèç ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöàì ñëîÿ. Èíòåãðèðîâàíèå â 

ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ÓÏÈ â (1) âåäåòñÿ ïî âñåé 
ñôåðå íàïðàâëåíèé. 

Âûäåëèì â ðåøåíèè δ-îñîáåííîñòü ïî óãëó, äëÿ 
÷åãî ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû ïðÿìîãî íåðàññå-

ÿííîãî èçëó÷åíèÿ è ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ˆ( , ) :L τ l�  

 ˆ ˆ ˆ ˆ
e 0–

0 0( , ) = ( – )+ ( , ),L E L
τ μ

τ δ τl l l l�  (2) 

÷òî ïðèâåäåò ê êðàåâîé çàäà÷å 

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

e

ˆ ˆ ˆ

0

0

0
–

=0,( , ) 0 = ,(

0

, ) 0

( , ) = – + ( , ) ( , ) +
4

+ ( , ),
4

( , ) = 0, ( , ) = 0.

L L L

x

x d

E

L L
τ

μ

≥

τ

τ τ ≤

∂ Λ⎧ ′ ′ ′μ τ τ⎪ ∂τ π⎪
⎪ Λ⎨
⎪ π
⎪

τ τ⎪
⎩

∫

l z l z

l l

l l l l l

l l

� � �

� �

�

 (3) 

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé 
áóäåì ñ÷èòàòü åå íàïðàâëåííîé âíèç. 

Ðàçëîæèì óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé 

÷àñòè ðåøåíèÿ è èíäèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ â ðÿä ïî 

ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ãàðìîíèêàì): 

  ˆ –

=0 =–

2 +1
( , ) ( , , ) = ( ) ( )e ,

4

N l

m m im
l l

l m l

l
L L C Q ϕ

τ ≡ τ μ ϕ τ μ
π

∑ ∑l� �  (4) 

 ˆ ˆ

=0

( , ) (cos ) = (2 +1) (cos ),
N

l l

l

x x l Px′ ≡ θ θ∑l l  (5) 
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ãäå N – ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè 
èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ; 

 
( – )!

( ) ( );
( )!

m m
l l

l m
Q P

l m
µ = µ

+
 (6) 

ïåðåíîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ íîðìèðîâêè 

 

1

1

2
) ;( ) (

2 1
m m
l k lkQ Q d

k

+

−

μ μ μ = δ
+∫  (7) 

( ),m
lP µ  ( )lP µ  − ïðèñîåäèíåííûå è îáû÷íûå ïîëèíî-

ìû Ëåæàíäðà. 
Ïîäñòàíîâêîé ðàçëîæåíèé (4) è (5) â ÓÏÈ (3) 

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ ( ),m

lC τ  êîòîðàÿ çàòåì ðåøàåòñÿ òåì èëè èíûì 

ìåòîäîì. Çàäà÷à äëÿ ðàâíîìåðíî îñâåùåííîé ïëîñ-
êîñëîèñòîé ñðåäû äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ãàðìîíèê 
ïî àçèìóòàëüíîìó íîìåðó ò. Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê èìååò âèä 

 0–

0 0C ( ) –(1 – e P( )C ( ,) )
4

m m

E
d

x
d

x
τ μΛ

μ τ = Λ τ
τ π

μ+
�

�

� � �

��

 (8) 

ãäå 0 1C ( ) ( ), ( ),m m m

C C⎡ ⎤τ ≡ τ τ⎣ ⎦

�

…  – âåêòîð-ñòîëáåö (N + 

+ 1) × 1 èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ; x
�

 – äèàãîíàëüíàÿ 

ìàòðèöà (N + 1) × (N + 1), ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 
ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ èíäè-
êàòðèñû ðàññåÿíèÿ ïî ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê; 
µ
�

 – äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (N + 1) × (N + 1) 

îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óìíîæåíèþ òåëà ÿðêî-
ñòè íà µ; 0 0 0 1 0 0P( ) ( ), ( ), , ( )NP P Pμ = μ μ μ⎡ ⎤⎣ ⎦

�

…  – âåêòîð-

ñòîëáåö (N + 1) × 1. Çäåñü è äàëåå 1
�

 îçíà÷àåò åäè-
íè÷íóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. 

Ýëåìåíòû ìàòðèöû µ
�

 âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè: 
 

 , 1

1
( 1– )( 1 ),

2 1
k k k m k m

k
+

µ = + + +
+

 

 , –1

1
( – )( )

2 1
.k k k m k m

k
µ = +

+
 

Ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 
(8) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (9) â ìàòðè÷íîé çàïèñè ïðè-
íèìàåò âèä 

 0–C ( ) –BC ( ) e F,m m
d

d

τ μ
τ = τ +

τ

� �� �

 (10) 

ãäå 

 –1B (1– );x= μ Λ
��

��

 –1

0 0F P(
4

).E x μ
Λ

= μ
π

� �

��

 

 

2. Ðàçâèòèå ìàëîóãëîâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ 

 

Â ðàáîòå [21] ïîëó÷åíî òî÷íîå ìàòðè÷íîå ðåøå-
íèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-

ìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (3). Îäíàêî ðàñ÷åò ýòîãî ðå-
øåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ âû÷èñëåíèåì ìàòðè÷íîé ýêñïî-
íåíòû, ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëüíûìè ïðîáëåìàìè ïðè 
àíèçîòðîïíîì ðàññåÿíèè, êîãäà N ïðåâûøàåò íå-
ñêîëüêî ñîòåí, ÷òî ÷àñòî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé àò-
ìîñôåðå è ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì äëÿ îêåàíà. 
Ïîýòîìó ìû ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêè 
áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå àíèçîòðîïíóþ 
÷àñòü ðåøåíèÿ, ò.å. áîëüøèå N. 

Â ñëó÷àå ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ìàëîé 
âåëè÷èíîé ìîæíî ïðèíÿòü îáðàòíîå ðàññåÿíèå, äëÿ 
÷åãî èçìåíèì êðàåâûå óñëîâèÿ â (3) íà ãðàíè÷íûå: 
 

 ˆ

=0

( , ) = 0,L
τ

τ l�  (11) 

÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (4) äëÿ ãàðìîíèê 
èìååò âèä 

 C (0) 0.m

=

�

 (12) 

Ðåøåíèå (10) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (12) ïðåä-
ñòàâèìî ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: 

 0––B Bt

0

C( ) e e e Ft
dt

τ

μτ
τ = =∫

� �

� �

 

 ( ) ( )0
–1

––B B

0 0e B– 1 e e – 1 F.
τ μτ τ

= µ µ

� �

� �� �

 (13) 

Îäíàêî ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ è íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïîäñòàíîâêà â (13) òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàò-

ðèöû B
�

 ïîêàçûâàþò íåïðèãîäíîñòü äàííîãî ïîäõîäà. 

Äåëî â òîì, ÷òî B
�

 èìååò ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëü-
íî 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ [21]. Îòðèöàòåëüíûå 
çíà÷åíèÿ (âîçðàñòàþùèå ñ îïòè÷åñêîé ãëóáèíîé 
ýêñïîíåíòû) ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðîñòðàíåíèþ èçëó-

÷åíèÿ â çàäíþþ ïîëóñôåðó íàïðàâëåíèé ˆ

ˆ( , ) < 0,l z  

ò.å. ñîîòâåòñòâóþò îòáðîøåííîìó îáðàòíîìó ðàññåÿ-

íèþ. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè B
�

 íåëüçÿ èñïîëüçî-
âàòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû –1

µ
�

, îòâåòñò-

âåííîé çà äèñïåðñèþ äëèí ðàññåÿííûõ ëó÷åé. 
Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) íà êîñèíóñ 

óãëà âèçèðîâàíèÿ μ 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1
( , ) = – + ( , ) ( , ) .

4
L L L x d

∂ Λ
′ ′ ′τ τ

∂τ μ μ π ∫l l l l l
�

 (14) 

Â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ïðèíèìàåòñÿ óï-
ðîùàþùåå äîïóùåíèå μ ≈ μ0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîë-
íîìó ïðåíåáðåæåíèþ äèñïåðñèåé äëèí ðàññåÿííûõ 
ëó÷åé [15, 19]. Àïïðîêñèìèðóåì âåëè÷èíó μ–1, âõî-
äÿùóþ â óðàâíåíèå (14), ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåé-
ëîðà âáëèçè μ = μ0: 

 
2

0 00 0 0

1 1
1

1
1 1

( )

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ
⎢ + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ μ⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

≡ ≈
μ μ − μ − μ μ

 

 
3 4 5

0 0 0

1 1 1 .

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ μ
⎥+ − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ μ μ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+
⎦

…  (15) 

(9)
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ ïî μ ðàçëè÷íîé 
ñòåïåíè ï èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 

 

0

1

2

…

–1

0

–2 –1

0 0

–3 –2 –1

0

2

0 0

–

3

2

– 3µ

µ

µµ + µ

µ µ µµ +

…

. (16) 

Íà ðèñ. 1 ýòè ðàçëîæåíèÿ èçîáðàæåíû êðèâû-
ìè äëÿ ñëó÷àÿ μ0 = 1. Â ðàáîòå [20] âåëè÷èíà μ–1 
àïïðîêñèìèðîâàíà òåéëîðîâñêèì ìíîãî÷ëåíîì âèäà 
μ–1 ∼ 1 + θ2/2. Ýòî âûðàæåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 1 
âìåñòå ñ îñòàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè. 

Âûäåëÿÿ â óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè ÿðêîñòè îñî-
áåííóþ (íåðàññåÿííóþ) ÷àñòü (2), ïðåîáðàçóåì óðàâ-
íåíèå (14) ê âèäó 

 0–C ( ) –B C ( ) e F ,m m
d

d

τ μ
′τ = τ +

τ
′

� �� �

 (17) 

ãäå øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû 
–B (1– ),x′ = μ Λ

��

��

 F′ =
�

 

0 0P )
4

(E x
−

=
π

μ
Λ

μ
�

��

 îòëè÷àþòñÿ îò âõîäÿùèõ â ôîðìóëû 

(10)–(13) íåøòðèõîâàííûõ âåëè÷èí çàìåíîé ìàòðè-
öû 

–1
µ
�

 åå òåéëîðîâñêîé àïïðîêñèìàöèåé 
–

.µ
�

 Ðåøåíèå 

ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå (13) ñ çàìåíîé 

B,
�

 F
�

 íà B ,′
�

 F′
�

 ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöû òåéëîðîâ-

ñêèõ ðàçëîæåíèé 
–

µ
�

 òàêæå èìåþò âèä ìíîãî÷ëåíîâ, 

ïðèâåäåííûé â (16), ñ çàìåíîé ñòåïåíåé μ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè ìàòðèöû .μ

�

 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû âû÷èñëåííûå ïî ïðåäëàãàå-
ìîé ìåòîäèêå óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ðàç-
ëè÷íîãî ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ n â çàâèñèìîñòè îò  
 

óãëà θ íà îïòè÷åñêîé ãëóáèíå τ = 20 äëÿ èçëó÷åíèÿ 
ÏÌ èñòî÷íèêà ñâåòà, íîðìàëüíî ïàäàþùåãî íà 

âíåøíþþ ãðàíèöó ñðåäû. Ñïëîøíîé êðèâîé ïîêàçà-
íî ýòàëîííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà DOM [22]. Ìîæíî âèäåòü ïîñòåïåííîå óâå-
ëè÷åíèå òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ñ ðîñòîì ïîðÿäêà. 
Íîìåðà ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ îáîçíà÷åíû öèôðàìè 
ïðè êàæäîé êðèâîé. 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 

 –1

0B (1– ),x′ ≈ μ Λ
��

�

 –1

00 0P( )F ,
4

E x
Λ

′ ≈ μ
π

μ
� �

�

 

 ( ) –

0

–1
–1

1B–1 ,– x′μ ≈ Λ
�

��

 

 ( )0 0–0

0C( ) e – 1 P( )e
4

,x
Eτ μ τΛ μ

τ = μ
π

�� � �

 (18) 

÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ìàëîóãëîâîìó ðåøåíèþ 
â ôîðìå [10] áåç ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ. 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ 
ÿðêîñòè íà ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ ãëóáèíàõ â ìóò-
íîé ñðåäå ñ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ Õåíüè–Ãðèí- 
ñòåéíà [23]. 

Âèäåí ýôôåêò ïîâîðîòà òåëà ÿðêîñòè ñ ãëóáè-
íîé, õîðîøî èçâåñòíûé èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåí-
òîâ [14, 24]. Ýòîò ýôôåêò ñóùåñòâåííî ñâÿçàí ñ ðàç-
ëè÷èåì îïòè÷åñêèõ äëèí ïóòåé, ïðîõîäèìûõ ðàññå-
ÿííûì íà ðàçëè÷íûå óãëû èçëó÷åíèåì, à ïîòîìó íå 
îïèñûâàåòñÿ íèêàêèìè ðàíåå ïðåäëîæåííûìè ðåøå-
íèÿìè ÓÏÈ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè. Â òî æå 
âðåìÿ ïðåäëàãàåìîå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåíèå 

âêëþ÷àåò â ñåáÿ óêàçàííûé ýôôåêò è óäîâëåòâîðè-
òåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýòàëîííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åí-
íûì ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà DOM. 

 

 
Ðèñ. 1. Òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ μ–1 
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Ðèñ. 2. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Èíäèêàòðèñà Õåíüè–Ãðèíñòåéíà g = 0,9, τ = 20, Λ = 0,9, 
  μ0 = 1 
 

 
Ðèñ. 3. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè íà áîëüøèõ îïòè-
÷åñêèõ òîëùèíàõ. Èíäèêàòðèñà Õåíüè–Ãðèíñòåéíà g = 0,9, 
Λ = 0,999, θ0 = 45°. Ñïëîøíûå êðèâûå – ýòàëîííîå ðåøå-
íèå ïî àëãîðèòìó DOM, ïóíêòèðíûå êðèâûå – ìàëîóãëî-
âîå ðåøåíèå ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè (ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ μ–1

 ≈ 2 – μ). Öèôðû ó êðèâûõ îïðåäåëÿþò îïòè÷åñêèå 
  òîëùè: 1 – t = 1,0; 2 – 10,0; 3 – 20,0; 4 – 50,0 

 

3. Âûäåëåíèå àíèçîòðîïíîé  

ïî óãëó ÷àñòè ðåøåíèÿ 
 

Â ðàáîòå [13] ïðåäëàãàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä 

ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ íà îñíîâå âûäåëåíèÿ îñî-
áåííîñòè òåëà ÿðêîñòè è ðàçâèòèÿ âûðàæåíèÿ (2) 
 

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )+ ( , ),
a

L L Lτ = τ τl l l�  (19) 

ãäå La – àíèçîòðîïíàÿ ïî óãëó ÷àñòü ðåøåíèÿ, âêëþ-
÷àþùåãî âñå îñîáåííîñòè. 

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ 
ˆ( , )L τ l�

 ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ ñ íåêîòîðîé 

ôóíêöèåé èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè: 

   

ˆ ˆˆ ˆ( (

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
–

ˆ ˆ ˆ

0=0, , ) 0 = , , ) 0

( , ) + ( , ) ( , ) + ( , ),
4

( , ) = 0, ( , ) =– ( , ),
a

L L L x d

L L L
τ ≥ τ τ ≤

∂ Λ⎧ ′ ′ ′μ τ = τ Δ τ⎪ ∂τ π⎪
⎨
⎪ τ τ τ⎪⎩

∫

l z l z

l l l l l l

l l l

� � �

� �

�
 (20) 

ãäå óñëîâèå íà íèæíåé ãðàíèöå ñðåäû ñâÿçàíî ñ ïðè-
áëèæåííûì õàðàêòåðîì La. 

Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ Δ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (20) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
– –( , ) ( , ) ( , ) ,

4
a a a

L L L x d
∂ Λ

′ ′ ′Δ τ = μ + τ
∂τ π ∫l l l l l

�
 (21) 

à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ 
ïî ïåðåíîðìèðîâàííûì ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 

 –( ) ( – 1)(1 – )C ( ),m m

SH axΔ τ = μμ Λ τ
� � ��

�� �

 (22) 

ãäå C ( )m

a
τ

�

 – âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ. 
Ïðè óäà÷íî íàéäåííîé àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ïîëÿ 

ðåøåíèå (20) ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöè-
åé, êîòîðóþ íåòðóäíî íàéòè ëþáûì ÷èñëåííûì ìå-
òîäîì, â ÷àñòíîñòè ìåòîäîì ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 
[13] èëè äèñêðåòíûõ îðäèíàò [22]. Èñïîëüçîâàíèå 
â êà÷åñòâå àíèçîòðîïíîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (13) ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ (15), (16) 
ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü âåñüìà ðåãóëÿðíóþ çà-
äà÷ó äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè ðåøåíèÿ. 
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Ðèñ. 4. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ Δ. Èíäèêàòðèñà Õåíüè–Ãðèíñòåéíà g = 0,98, τ = 10, Λ = 1, μ0 = 1 
 

 

Íà ðèñ. 4 ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ (21) ïîêàçàíû 
â çàâèñèìîñòè îò óãëà âèçèðîâàíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ 
çíà÷åíèé îïòè÷åñêèõ òîëùèí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. 
  Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà àï-
ïðîêñèìàöèè óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èñ-
òî÷íèêîâ (21) ïåðåìåùàþòñÿ èç ïåðåäíåé ïîëóñôåðû 

â çàäíþþ. Äëÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè 
ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñãëàæåííûìè 
è â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíû â çàäíåé ïîëóñôåðå íà-
ïðàâëåíèé âèçèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà àïïðîê-
ñèìàöèè, ò.å. ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåãî òåéëîðîâ-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ (16), ïîêàçàíû öèôðàìè ðÿäîì  
ñ êàæäîé êðèâîé. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñò-
âóþùàÿ ïðîñòåéøåé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå îñîáåí-
íîé ÷àñòè ðåøåíèÿ (ò.å. â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè )( ) ,δ θ  

ïîêàçàíà æèðíîé êðèâîé. Ìîæíî íàáëþäàòü óìåíü-
øåíèå ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå  
è ðîñò â çàäíåé ñ ðîñòîì íîìåðà. Íîìåðà ïîðÿäêà 
ïðèáëèæåíèÿ îáîçíà÷åíû öèôðàìè ïðè êàæäîé 
êðèâîé. 

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ãàð-
ìîíèê ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ÓÏÈ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè 
ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî  

ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè (9) 

êîýôôèöèåíòû âûñîêèõ íîìåðîâ ãàðìîíèê ôóíêöèè 
èñòî÷íèêîâ âåñüìà áûñòðî óìåíüøàþòñÿ è äîñòèãàþò 
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îãðàíè÷åííîãî òî÷íîñòüþ 
âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà. 

Ñëåäóÿ ðàáîòå [22], ãëàäêóþ ÷àñòü òåëà ÿðêî-
ñòè áóäåì èñêàòü ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò [7]. 
Óðàâíåíèå äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè â äèñêðåòíûõ îðäè-
íàòàõ çàïèøåì â âèäå 

 – 2i i i

d
L L

d
μ = + πΛ ×

τ
� �  

 
Ðèñ. 5. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ 
  (ñì. ðèñ. 3) ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì 
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ãäå aj, μi – âåñîâûå êîýôôèöèåíòû è óçëû èñïîëü-

çóåìîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñîîòâåòñòâåííî; iL
�  – 

çíà÷åíèÿ ÿðêîñòè â ýòèõ óçëàõ, à ôóíêöèÿ èñòî÷íè-
êîâ âûðàæàåòñÿ â âèäå 

 W ,SDO H=Δ Δ
� � �

 (24) 

 
,

2 1
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4
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il
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 (25) 

ãäå èíäåêñàìè DO è SH ñíàáæåíû âåêòîðû è ìàòðè-
öû îïåðàòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîñòðàíñòâàì äèñ-
êðåòíûõ îðäèíàò è ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñîîòâåòñò-
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2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 2. 

âåííî, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ îáîçíà÷åíèÿìè 
ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ. Ïî âîçìîæíîñòè ñîõðàíÿÿ 
îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ðàáîòå [13], çàïèøåì (23) 
â ìàòðè÷íîé ôîðìå 
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 (26) 
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (26) ïî âñåé òîëùèíå 
ñëîÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 
âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îïðåäåëÿþùóþ 
óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè íà ãðàíèöàõ ñðåäû: 
 

 exp(–B )L( ) –L(0)DO τ τ =

� � �

 

 1

0

exp(–B ) .DO DO DOd

τ

−

= τ μ Δ τ∫
� �

�

 (27) 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (22) äëÿ SHΔ
�

 â ïðàâóþ 

÷àñòü (24) è äàëåå â (26), (27) äëÿ íàõîæäåíèÿ èñ-
êîìûõ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿðêîñòè íà ãðàíèöàõ 
ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû, ïîëó÷èì õîðîøî îáóñëîâëåí-
íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé  

â äèñêðåòíûõ îðäèíàòàõ ñ ðåãóëÿðèçîâàííîé îñî-
áåííîñòüþ ðåøåíèÿ, ò.å. ñ ïðàâîé ÷àñòüþ çàäàííîé 
ñòåïåíè ãëàäêîñòè, îïðåäåëÿåìîé âûáðàííûì ïî-
ðÿäêîì ïðèáëèæåíèÿ (16). Âèä âûðàæåíèÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ èñïîëüçîâàííûì 

ïðèáëèæåíèåì äëÿ àíèçîòðîïíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ. 
Ïðàêòè÷åñêèå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäÿùèõ 
òóäà ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [13]. 
Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà êîýôôèöèåíòîâ â (22), ðå-
àëüíî âíîñÿùèõ çíà÷èìûé âêëàä â ôóíêöèþ èñòî÷-
íèêîâ ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ 
(16), äàåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî ñîêðàòèòü ÷èñ-
ëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (27) è òåì ñàìûì çíà÷è-
òåëüíî óïðîñòèòü åå ðåøåíèå íà ïðàêòèêå. 

 

4. Íåñòàöèîíàðíîå ÓÏÈ 
 

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ïåðåíî-
ñà äëÿ ÏÌ èñòî÷íèêà [25]: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ+ + – ( , , ) ( , ) = 0,
4

L
L L L u x d

u

∂ ∂ Λ
′ ′ ′μ τ

∂ ∂τ π ∫ l l l l
�

 (28) 

ãäå u = cεt – áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; c – ñêîðîñòü ñâå-
òà; t – èñòèííîå âðåìÿ; ε – ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ. 
  Ïðèìåíÿÿ èçëîæåííûé ïîäõîä ê óðàâíåíèþ (28), 
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðîñòîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, 
òàêæå ó÷èòûâàþùåå äèñïåðñèþ äëèí ïóòåé ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ. Ïîäñòàâèì â íåñòàöèîíàðíîå ÓÏÈ (28) 
èíòåãðàë Ôóðüå äëÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè 
 

 ( )ˆ ˆ

1
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2
L u i u L d

+∞

−∞

τ ω τ ω τ ω

π ∫l l�  (29) 

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ Ôóðüå-ñïåêòðà 

ˆ ˆ ˆ ˆ(1– ) + + – ( , , ) ( , ) = 0.
4

i L L L L u x d
∂ Λ

′ ′ ′ω μ μ τ
∂τ π ∫ l l l l� � � �

�
 (30) 

Ïðåîáðàçóÿ åãî ïî ôîðìóëàì ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà (14)–(16) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñòàöèîíàðíîìó 

ñëó÷àþ, ïîëó÷èì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå â ìàò-
ðè÷íîé çàïèñè 

 C ( , )m
∂

ω τ =
∂τ

�

 

 (1 )C ( , ) ( 1)C ( , ),m m

x i
− −

= −μ − Λ ω τ − ω μ − ω τ
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�� �

 (31) 

ãäå C ( , )m

ω τ

�

 – ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. 

Âûäåëÿÿ â ýòîì óðàâíåíèè íåðàññåÿííóþ îñîáåííóþ 

÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè (10), ïîëó÷èì ðåøå-
íèå âèäà (13), çàâèñÿùåå îò ÷àñòîòû ω êàê îò ïàðà-
ìåòðà. Èñêîìîå íåñòàöèîíàðíîå óãëîâîå ðàñïðåäåëå-
íèå ÿðêîñòè â ñðåäå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëó÷åííîå 
ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ôóðüå. 

Ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
ìàëîóãëîâûå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÓÏÈ ñ ó÷å-
òîì äèñïåðñèè [26] ïðåäïîëàãàþò èòåðàöèîííîå ðàç-
ëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî êðàòíîñòÿì ðàññåÿíèÿ. Ïðè íå-
îáõîäèìîñòè ó÷åòà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êðàòíîñòè ðàñ-
ñåÿíèÿ, õàðàêòåðíûõ äëÿ îïòè÷åñêè òîëñòûõ ñðåä, 
ýòî ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì â ðåçóëü-
òàòå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèáëèæåíèé è äîïóùåíèé, 
ñâîäèìûõ ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì òèïà ãàóññèà-
íû. Ïðåäëàãàåìîå çäåñü ðåøåíèå ñâîáîäíî îò óêà-
çàííîãî íåäîñòàòêà, ïîñêîëüêó àâòîìàòè÷åñêè âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ðàññåÿííîå íà ìàëûå óãëû èçëó÷åíèå 
âñåõ êðàòíîñòåé. 

Ïðèìåð ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ êîðîòêîãî 
èìïóëüñà â ìóòíîé ñðåäå ïîêàçàí ñïëîøíîé êðèâîé 
íà ðèñ. 6. Äëÿ ñðàâíåíèÿ òî÷êàìè ïîêàçàíî ýòàëîí-
íîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî [27]. 

 

 
Ðèñ. 6. Ðàñïðîñòðàíåíèå êîðîòêîãî èìïóëüñà â ìàëîóãëî-
âîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè. Èíäèêàòðèñà Õå-
íüè–Ãðèíñòåéíà g = 0,9, τ = 10, Λ = 1, óãîë âèçèðîâàíèÿ 
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Çàêëþ÷åíèå 

 

Ïðåäëîæåí íîâûé êëàññ ïðèáëèæåííûõ ìàëîóã-
ëîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ îñî-
áåííîñòÿìè â ðåøåíèè, ðåàëèçóþùèõ ó÷åò äèñïåðñèè 
äëèí ïóòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ìóòíîé 

ñðåäå. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî 
ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ ñ ñèëü-
íîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ. 

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíî 

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ 
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, îáëàäàþùåãî ðÿäîì ïðåèìó-
ùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè. 
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V.P. Budak, Ya.A. Ilyushin. Separation of the singular part of the light field on the basis of the small 
angle solutions of the transfer theory. 

The novel approach to the accurate calculation of the anisotropic part of the diffuse radiation is proposed. 
The applications of the proposed technique to the various radiative transfer problems are shown. The numerical 
examples, which demonstrate the accuracy and flexibility of the new approach, are discussed. 

 


