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Â ïðåíåáðåæåíèè òîëüêî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîä-
íîñòè ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ 
ôîðìèðîâàíèå îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà â ãàçàõ. Â äàííîì ðåøåíèè êðîìå òåïëîâîé äèôôóçèè (òåïëî-
ïðîâîäíîñòè) ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå ïðîòÿæåííîñòü âî âðåìåíè ïðîöåññà ðåëàêñàöèè âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë 
ïðè ïåðåõîäå ïîãëîùåííîé ñâåòîâîé ýíåðãèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â òåïëî è äèôôóçèÿ âîçáóæäåííûõ ìîëå-
êóë èç îñâåùåííîé îáëàñòè. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: oïòèêî-àêóñòè÷åñêèé, ãàç, òåïëîïðîâîäíîñòü, ðåëàêñàöèÿ, äèôôóçèÿ; optoacoustic, 
gas, thermal conductivity, relaxation, diffusion. 

 

Ââåäåíèå 

Âñåì õîðîøî èçâåñòíà ñèñòåìà äâóõ ëèíåàðè-
çîâàííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè [1], îïèñû-
âàþùèõ ôîðìèðîâàíèå îïòèêî-àêóñòè÷åñêèõ ñèãíà-
ëîâ â ãàçàõ. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü 
ñâåäåíà ê îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó-
÷àåâ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèêî-àêóñòè÷åñêèõ ñèã-
íàëîâ ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ðåøåíèþ äâóõ 
óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç èñõîäíûõ ïðè ïðå-
íåáðåæåíèè ñâÿçüþ ìåæäó çâóêîâûìè è òåïëîâûìè 
ïîëÿìè [1]. Òàê, â ðàáîòå [2] ðåøåíà çàäà÷à î ôîð-
ìèðîâàíèè «çâóêîâîãî» îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèã-
íàëà äëÿ ñëó÷àÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà ñ ìãíîâåííîé 
ðåëàêñàöèåé âîçáóæäåííûõ ëàçåðíûì èìïóëüñîì 
ìîëåêóë â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå. Â íåäàâíåé ðà-
áîòå [3] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ýòèõ ðåøåíèé íà 
ñëó÷àé, êîãäà ó÷èòûâàþòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü âî 
âðåìåíè ïðîöåññà ðåëàêñàöèè âîçáóæäåííûõ ìîëå-
êóë, à òàêæå âîçìîæíîñòü èõ äèôôóçèè èç îñâå-
ùåííîé îáëàñòè. Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå àâòîð íå 
ðàññìîòðåë âëèÿíèå òåïëîâîé äèôôóçèè (òåïëîïðî-
âîäíîñòè) íà ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ îïòèêî-
àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Òàêîå îáîáùåíèå, ò.å. ó÷åò 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ áîëåå òî÷íîãî òåïëîâîãî èñòî÷íèêà, äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííûõ ñèòóàöèé ïðîâåñòè âîçìîæíî, è ýòî 
ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ðåøåíèå çàäà÷è 
â òàêîì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ïî ìíåíèþ àâòîðà, 
íàèáîëåå ïîëíûì íà òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. 

 

* Àëåêñàíäð Åâãåíüåâè÷ Ïðîòàñåâè÷ (A.E.Protasevich 
@mail.ru). 

Ìîäåëü, ïðåäïîëîæåíèÿ  
è îáîçíà÷åíèÿ 

Â îñíîâó äàííîé ðàáîòû ïîëîæåíà ñèñòåìà 
äâóõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ôîðìèðîâàíèå îï-
òèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà â ãàçå [1]. Ïðèðàùåíèÿ 
òåìïåðàòóðû 1T  (èçáûòî÷íàÿ òåìïåðàòóðà) è äàâëå-

íèÿ 1p  (èçáûòî÷íîå äàâëåíèå), ñîãëàñíî [1], äîëæ-

íû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå: 
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Çäåñü ρ0 – ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü; T0 – ðàâíîâåñ-
íàÿ òåìïåðàòóðà; t – âðåìÿ; ∇2 ≡ Δ – îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà [4]; CV è κ – òåïëîåìêîñòü (ïðè ïîñòîÿííîì 
îáúåìå) è òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçà; W – ïëîòíîñòü 
âíåøíèõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ íà åäèíèöó îáúåìà; 
γ – îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì 

äàâëåíèè è îáúåìå; 
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 – êîýôôèöèåíò òåï-

ëîâîé äèôôóçèè; v – ñêîðîñòü çâóêà [1]. 
Â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü òåïëîâûõ èñòî÷íè-

êîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ [1]: 

 1 ,VTW N h= ω ν  (3) 

ãäå ωVT = 1/τVT; τVT – âðåìÿ êîëåáàòåëüíî-ïîñòó- 
ïàòåëüíîé ðåëàêñàöèè, îòâåòñòâåííîé çà ïåðåõîä 
ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ ìîëåêóë â òåïëî; N1 – íàñå-
ëåííîñòü âåðõíåãî êîëåáàòåëüíîãî óðîâíÿ (êîòîðàÿ 
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé 

9. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 2. 
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êîîðäèíàòû); h – ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; ν – ÷àñòîòà 
èçëó÷åíèÿ. 

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ôîð-
ìèðîâàíèè îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà â ïîãëî-
ùàþùåì ãàçå (èëè ñìåñè àêòèâíîãî è áóôåðíîãî 
ãàçîâ) â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ïðîõîæäåíèè 
ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ ãàóññîâîé ôîðìîé ðàñïðåäåëå-
íèÿ èíòåíñèâíîñòè I ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ïó÷êà. 
Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè I èìïóëüñà 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ áóäåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ëèáî 
ìãíîâåííûì (äåëüòà-îáðàçíûì) èìïóëüñîì, ëèáî 
ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîì, ëèáî èìïóëüñîì ãàóññî-
âîé ôîðìû. Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, 
÷òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé, 
ñ îñüþ ñèììåòðèè ñîâïàäàþùåé ñ îïòè÷åñêîé îñüþ 
ëàçåðíîãî ïó÷êà. Êðîìå ýòîãî áóäåò ïðåäïîëàãàòü-
ñÿ, ÷òî ïîãëîùåíèå ñâåòà íåâåëèêî è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èíòåíñèâíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïîñòîÿííà 
ïî âñåé äëèíå ïóòè ëàçåðíîãî ëó÷à. Âûøåñêàçàííîå 
îçíà÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñà ëàçåðíîãî 
èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 
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ãäå r – ðàññòîÿíèå äî îïòè÷åñêîé îñè; E – ïîëíàÿ 
ýíåðãèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà: 
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îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè (ïàðàìåòð rG õàðàêòåðèçóåò ðàäèóñ ãàóñ-
ñîâà ïó÷êà), à ôóíêöèÿ ϕ(t) îïðåäåëÿåò âðåìåííóþ 
çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ: 
 1) ìãíîâåííûé èìïóëüñ: 

 ( ) ( ).t tϕ = δ  (5) 

Çäåñü ïîñðåäñòâîì δ(t) îáîçíà÷åíà äåëüòà-ôóíêöèÿ 
Äèðàêà [5]; 

2) èìïóëüñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû: 
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Çäåñü ïîñðåäñòâîì ϑ(t) îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ 
ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [5], îïðåäåëÿåìàÿ êàê 
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ïàðàìåòð τ õàðàêòåðèçóåò äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà; 
 3) èìïóëüñ ãàóññîâîé ôîðìû: 
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ïàðàìåòð  τ  õàðàêòåðèçóåò  äëèòåëüíîñòü  èìïóëüñà. 

Ïðè âûñîêîì äàâëåíèè ãàçà ïðîöåññ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîãëîùåííîé ñâåòîâîé ýíåðãèè â òåïëî 
ìîæíî ñ÷èòàòü ìãíîâåííûì, ÷òî âñåãäà è äåëàþò. 
Îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î ãåíåðàöèè îï-
òèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà â ãàçå, íàõîäÿùåìñÿ 
ïðè íèçêîì äàâëåíèè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê 
âðåìåííóþ ïðîòÿæåííîñòü ñàìîãî ïðîöåññà ðåëàê-
ñàöèè âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë, òàê è ïðîöåññ èõ 
äèôôóçèè èç îñâåùåííîé îáëàñòè [6]. Òàêîé ïîä-
õîä âèäèòñÿ íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûì, òåì áîëåå ÷òî 
ñëó÷àé ìãíîâåííîé ðåëàêñàöèè âîçáóæäåííûõ ìî-
ëåêóë âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü â ïðåäåëå, êîãäà âðå-
ìÿ êîëåáàòåëüíî-ïîñòóïàòåëüíîé ðåëàêñàöèè τVT 
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó âðå-
ìåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè âîçáóæäåííûõ ìîëå-
êóë N1(r, t) èç (3) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì [6], 
êîòîðîå â öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå áó-
äåò èìåòü âèä 
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ãäå D – êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âîçáóæäåííûõ 
ìîëåêóë; ωVT  – èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (3); r 
è t – èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (1), (2); Φ(r, t) – 
ìîùíîñòü èñòî÷íèêà ãåíåðàöèè âîçáóæäåííûõ ìî-
ëåêóë, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ 
êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ñâåòà α è èíòåíñèâíîñòè 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ I(r, t). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíîå 
ïîãëîùåíèå ñâåòà, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ñâåòà α ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. 
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî âîçäåéñòâèÿ 
èìïóëüñà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà ïîãëîùàþùèé ãàç 
ïëîòíîñòü âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë N1(r, t) áûëà 
ðàâíà íóëþ, è ýòî áóäåò ñëóæèòü íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (8). 

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) 
è (2) ñëåäóåò âûáèðàòü èç òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñíîì 
ñîñòîÿíèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèðàùåíèå òåìïåðà-
òóðû è ïðèðàùåíèå äàâëåíèÿ îòñóòñòâîâàëè. 

Â [1] ïðèâåäåíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷å-
ñêèõ ñëó÷àåâ ñâÿçü ìåæäó çâóêîâûìè è òåïëîâûìè 
ïîëÿìè ÷åðåç ÷ëåíû ∂p1/∂t â (1) è ∂T1/∂t  â (2) 
äîñòàòî÷íî ñëàáà, òàê ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòè-
êî-àêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó 
ðåøåíèþ äâóõ óðàâíåíèé: 
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Óðàâíåíèå (10) ðåøàëîñü â ðàáîòå [2] â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ðåëàêñàöèÿ âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë 
ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî, à â [3] ïðèâåäåíî ðåøåíèå, 
ó÷èòûâàþùåå ïðîäîëæèòåëüíîñòü âî âðåìåíè ïðî-
öåññà ðåëàêñàöèè âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë è èõ 
äèôôóçèþ èç îñâåùåííîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì ïîë-
íîñòüþ èãíîðèðîâàëîñü óðàâíåíèå (9).  
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ïðåäñòàâëåíî òî÷íîå 
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) è (9), êîòîðàÿ ïî-
ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 
(9) ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ðàçìåðîâ òåïëîâîãî èñòî÷-
íèêà çà ñ÷åò òåïëîâîé äèôôóçèè. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà 
óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèã-
íàëà, íî â æèäêîñòè, ïðèâåäåíà â ðàáîòå [7], â êî-
òîðîé, îäíàêî, ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ òåïëîâîé 
äèôôóçèåé (òåïëîïðîâîäíîñòüþ) ïðåíåáðåãàåòñÿ. 
 Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2) ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âíåøíèõ òåïëî-
âûõ èñòî÷íèêîâ íà åäèíèöó îáúåìà W, ïîëó÷åííî-
ãî èç óðàâíåíèÿ (9), ïðèíèìàåò âèä 
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  (11) 

Öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå 
ðåøåíèå äëÿ îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî 
ñèãíàëà â ãàçå ïðè ó÷åòå òåïëîâîé 

äèôôóçèè (òåïëîïðîâîäíîñòè) 

Â öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå (9) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåæäå ââåäåííûõ îáî-
çíà÷åíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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è åãî ðåøåíèåì, ñîãëàñíî [5], áóäåò 
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à ïîñðåäñòâîì I0 çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíà ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. 

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8), îïÿòü ñî-
ãëàñíî [5], áóäåò 
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Ïîäñòàíîâêà (13) â (3) è ïîñëåäóþùàÿ ïîäñòà-
íîâêà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â (12) è îïðåäåëÿåò 
èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïðèðàùåíèÿ 
òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà â âîëíî-
âîì óðàâíåíèè (11). Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, 
âåëè÷èíà Φ(r, t) â (13) ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâå-
äåíèþ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ñâåòà α è èíòåí-

ñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ I(r, t), êîòîðàÿ äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëüíûõ èìïóëüñîâ èìååò âèä 
(4) è (5)–(7). 

Óðàâíåíèå (11) â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè èìååò âèä 
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ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïîñëåäóþùåé çàïèñè ââåäåíû 
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14), â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-
ëàìè, ïðèâåäåííûìè â [2], ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
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ãäå ïîñðåäñòâîì J0 îáîçíà÷åíà áåññåëåâà (öèëèíäðè-
÷åñêàÿ) ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïåðâîãî ðîäà [8]. 

Ïîëüçóÿñü [4, 8], íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ 
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñëó÷àåâ  
ñ ðàçëè÷íîé ìîäåëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ ëàçåðíîãî 
èìïóëüñà (4) è (5)–(7) áóäóò óäîâëåòâîðÿòüñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ: 
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9*. 
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Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé è âûðàæåíèé 
(3), (4), (12), (13), (15) îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ (14) ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå 

( )

2 2

1 0

0
0

0

2 2

0

2 2

0

2 2

( , ) ( )exp( /4)
2

1
cos sin

( ) ( )exp ( )

( )exp( )

VT

G

V

VT

VT VT

E
p r t kdk J kr k r

C

kb
dz a kvz kvz

vk D k K

k D dx x z t k D x

k K dx x z t k Kx

∞

−∞

−∞

−∞

α ω
= − ×

πρ

⎛ ⎞
× + ×⎜ ⎟ω + − ⎝ ⎠

⎡
⎢× ω + ϕ + + ω + −
⎢
⎣

⎤
⎥− ϕ + +
⎥
⎦

∫

∫

∫

∫ (16)

 

äëÿ ëþáîãî èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëüíûõ 
ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ.  

Â âûðàæåíèè (16) èñïîëüçîâàíû ðàíåå ââåäåí-
íûå îáîçíà÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè ïîñðåäñòâîì α îáî-
çíà÷åí êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ñâåòà, à ïîñðåäñò-
âîì E – ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà, òàê 
÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ äâóõ âåëè÷èí αE åñòü ïî-
ãëîùåííàÿ ãàçîì ñâåòîâàÿ ýíåðãèÿ ëàçåðíîãî èì-
ïóëüñà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó äëèíû ïóòè ëà-
çåðíîãî ëó÷à, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîñòüþ 
ïðåîáðàçîâàëàñü â òåïëî. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü 
ñòàòüþ âûïèñûâàíèåì ïðîñòûõ, íî ãðîìîçäêèõ 
îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî 
çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (16) äëÿ âñåõ 
ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ëàçåðíîãî èìïóëüñà (4)  
è (5)–(7). Âñå ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû 
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â [8]. 

1) Ìãíîâåííûé èìïóëüñ 
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ(t) îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì (5), è ìû, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì 
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2) Èìïóëüñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû 
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ(t) îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì (6), ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæå-
íèÿì: 
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3) Èìïóëüñ ãàóññîâîé ôîðìû 
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ(t) îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì (7) è çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ èìåþò âèä 
 

0 0

2

2 2 2

2

2

2

2

2

2

cos ( )exp( )

1 1
exp

2 ( )

Re exp( )erfc( )

exp( )erfc( )

Im exp( )erfc( ) ;

kv t
z i

t
x

kv t
z i

dz kvz dx x z t x

t

kv

z iz

x x

kv z iz

−∞ −∞

τ
= −

τ

λτ
= −

τ

τ
= −

τ

ϕ + + λ =

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟

τ λ +⎝ ⎠

⎧ ⎡ ⎛ ⎞⎪
× λ − − −⎢ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎢⎪ ⎝ ⎠⎣⎩

⎤
− +⎥

⎥⎦

⎫⎛ ⎞⎪
+ − −⎜ ⎟⎬⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎭

∫ ∫

 

{ }

{

( )

}

2 2

2 2

ïðè 0,0

1 1

( )

[exp( ) cos ] sin ïðè0 ,

1 1
[exp( ) cos

( )

exp ( ) cos ( )]

[sin sin ( )] ïðè ;

t

kv kv

kv t kvt kvt t

kv t kvt
kv kv

t kv t

kvt kv t t

<

⎛ ⎞
×⎜ ⎟

τ λ +⎝ ⎠

× −λ − +λ < < τ

⎛ ⎞
−λ − −⎜ ⎟

τ λ +⎝ ⎠

− −λ −τ + −τ +

+λ − −τ > τ

{

}

{

( )

}

2

2 2

2

2

2 2

2

ïðè 0,0

1 1
[cos 1]

( )

( ) [exp( ) 1] sin ïðè0 ,

1 1
[cos cos ( )]

( )

( ) exp( ) exp ( )

sin sin ( ) ïðè .

t

kvt
kv kv

kv t kv kvt t

kvt kv t
kv kv

kv t t

kv kvt kv t t

<

⎛ ⎞
λ − +⎜ ⎟

τλ λ +⎝ ⎠

+ −λ − +λ < < τ

⎛ ⎞
λ − −τ +⎜ ⎟

τλ λ +⎝ ⎠

⎡ ⎤+ −λ − −λ −τ +⎣ ⎦

+ λ − −τ⎡ ⎤ > τ⎣ ⎦



 Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ÷åòà îïòèêî-àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà â ãàçå ïðè ó÷åòå òåïëîâîé äèôôóçèè 159 
 

0 0

0 0

2

2 2 2

2

2

2

2

2

sin ( )exp( )

cos ( )exp( )

1 1
exp

2 ( )

Re exp( )erfc( )

exp( )erfc( )

Im exp( )erf

t

kv t
z i

t
x

dz kvz dx x z t x

kv dt dz kvz dx x z t x

t

kv

kv z iz

x x

z

−∞ −∞

−∞ −∞ −∞

τ
= −

τ

λτ
= −

τ

ϕ + + λ =

′ ′= − ϕ + + λ =

⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟

τ λ +⎝ ⎠
⎧ ⎡ ⎛ ⎞⎪

× − − −⎢ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎢⎪ ⎝ ⎠⎣⎩
⎤

− −⎥
⎥⎦

−λ −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

v

2

c( ) .k t
z i

iz τ
= −

τ

⎫⎛ ⎞⎪
−⎜ ⎟⎬⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎭

 

Çäåñü i îáîçíà÷àåò ìíèìóþ åäèíèöó; erf(x) – èíòå-

ãðàë âåðîÿòíîñòåé, à erfc( ) 1 erf( )x x= −  – äîïîëíè-
òåëüíûé èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé [5, 8], òàê ÷òî âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: 
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Ñ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè è ñóùåñòâóþùèìè 
àëãîðèòìàìè âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñïåöèàëüíîé ôóíê-
öèè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå [9], à òàêæå  
â öèòèðóåìîé òàì ëèòåðàòóðå. 

Î÷åâèäíî, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûðàæå-
íèÿõ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà λ íóæíî âûáèðàòü ïî-
î÷åðåäíî ωVT + k2D è k2K, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷ëåíû, 
ñîäåðæàùèåñÿ â (16). 

Çàêëþ÷åíèå 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå 
âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü èçáûòî÷íîå 
äàâëåíèå çâóêîâîé âîëíû, âîçíèêàþùåé â ãàçå ïðè 
ïðåîáðàçîâàíèè â òåïëî ïîãëîùåííîé èì ñâåòîâîé 
ýíåðãèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ ïðîñòðàíñòâåííûì 
ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè, èìåþùèì ãàóññîâó 
ôîðìó. Çàäà÷à îáëàäàëà öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèåé ñ îñüþ ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùåé ñ îïòè÷åñêîé 
îñüþ, è ðåøàëàñü â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå â ñòàí-
äàðòíîì äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïî-
ãëîùåíèå èçëó÷åíèÿ íà ïóòè ëàçåðíîãî ëó÷à íåçíà-
÷èòåëüíî, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü: èíòåíñèâíîñòü 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïîñòîÿííà ïî âñåé äëèíå ïóòè 
ëó÷à (äâóìåðíàÿ çàäà÷à). 

Ïëîòíîñòü òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿëàñü 
èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðåëàêñàöèþ 
âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë ïîñëå ïîãëîùåíèÿ èìè ñâåòî- 
 

âîé ýíåðãèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ýòî óðàâíåíèå òàê-
æå ñîäåðæàëî ÷ëåí, îïèñûâàþùèé äèôôóçèþ âîçáó-
æäåííûõ ìîëåêóë èç îñâåùåííîé îáëàñòè. Íåòðóäíî 
âèäåòü, ÷òî ïðè íèçêèõ äàâëåíèÿõ ãàçà äèôôóçèÿ 
âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë íà÷èíàåò çàìåòíî ñêàçûâàòüñÿ 
íà ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ 
ïðèâåäåííûõ â äàííîé ñòàòüå ôîðìóë. Ïîñêîëüêó 
÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïî ýòèì ôîðìóëàì íå âûçûâàþò 
àáñîëþòíî íèêàêèõ çàòðóäíåíèé, òî ïîäðîáíûé 
àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. 
 Ðàññìàòðèâàëîñü òðè âèäà âðåìåííîé çàâèñè-
ìîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà: ìãíîâåííûé èìïóëüñ, 
èìïóëüñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû è èìïóëüñ ãàóññî-
âîé ôîðìû. Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå êîðîò-
êèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ, êîãäà äëèòåëüíîñòü èì-
ïóëüñà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå 
äëÿ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ïðÿìîóãîëüíîé è ãàóññî-
âîé ôîðì, ïåðåõîäÿò â ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ 
ìãíîâåííîãî âîçáóæäåíèÿ. 

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìãíîâåííîé ðåëàêñàöèè 
âîçáóæäåííûõ ìîëåêóë ïîëó÷àþòñÿ â ïðåäåëå, êî-
ãäà â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ âðåìÿ ðåëàêñàöèè 
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ñòðåìèòñÿ  
ê áåñêîíå÷íîñòè). Èìåííî òàêèå ñèòóàöèè îáû÷íî  
è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ëèòåðàòóðå. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâ-
ëÿþòñÿ, âèäèìî, íàèáîëåå îáùèìè äëÿ çàäà÷ ïî-
äîáíîãî òèïà è ëåãêî ïåðåõîäÿò â ñâîè ïðåäåëüíûå 
÷àñòíûå ñëó÷àè. Íàäååìñÿ, ÷òî äàííàÿ ñòàòüÿ áóäåò 
ïîëåçíà ñïåöèàëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ èçó÷åíèåì 
âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì. 
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