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Òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíà è ïîäòâåðæäåíà ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè âîçìîæíîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äâóìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ, èñêàæåííîãî ñèììåòðè÷íûì ñìàçîì ïî îòíîøåíèþ êîìïîíåíò åãî ôóðüå-
ñïåêòðà. 

 
 

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé îïòèêè, íàïðèìåð, àýðîôîòîãðàôèè, à òàêæå â àñòðîíîìèè 
ïðè íàáëþäåíèè ÷åðåç àòìîñôåðó îáúåêòîâ ñ äëèííîé ýêñïîçèöèåé èëè ó÷åòå ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåí-
íûõ àòìîñôåðíîé äèñïåðñèåé, çàðåãèñòðèðîâàííîå èñêàæåííîå èçîáðàæåíèå I(r) îïèñûâàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì ñâåðòêè: 
 

 (1) 
 
ãäå J(r) — èñòèííîå èçîáðàæåíèå, à H(r) — ôóíêöèÿ ñìàçà. Îáû÷íî çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ J(r) ðåøàþò õîðîøî ðàçâèòûìè ìåòîäàìè ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè [1], ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, 
÷òî ôóíêöèÿ ñìàçà ïîëíîñòüþ èçâåñòíà. Îäíàêî íåðåäêè ñèòóàöèè, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå 
ñìàçà îãðàíè÷èâàåòñÿ óñëîâèåì åãî ñèììåòðè÷íîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ëèíåéíî ñìàçàííûõ èçîáðàæåíèé 
Í(r) ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ Í(—r) = Í(r), à äëÿ äåôîêóñèðîâàííûõ îíà îáëàäàåò êðóãîâîé ñèììåòðèåé: 

( ) ( ).H H=r r  Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ H(r) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íåèñêàæåííóþ èíôîðìàöèþ îá 

îòíîøåíèè êîìïîíåíò Ôóðüå-ñïåêòðà èçîáðàæåíèÿ, à çàäà÷ó êîìïåíñàöèè ñìàçà ïåðåôîðìóëèðîâàòü 
êàê çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî ýòîìó îòíîøåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, îñóùåñòâëÿÿ Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå (1), â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò õ èìååì: 
 

 (2) 
 

Åñëè H(r) — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî ( )H� x  — äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 
 

 (3) 
 
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî: 
 

 (4) 
 

ãäå ( ) arg ( ), ( ) arg ( ).I JΨ = Θ =� �

x x x x  Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê tgΨ(õ) íå÷óâñòâèòåëåí ê π-ñêà÷êàì, îáó-

ñëîâëåííûì ôàçîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñìàçà Í(õ), òî Θ(õ) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò Ψ(x) íà π ðàäè-
àí. Â ñëó÷àå êðóãîâîé ñèììåòðèè ñìàçà Í(õ) = Í(õ1, õ2) èíâàðèàíòíà ê ðàçâîðîòó, íàïðèìåð, íà 90°, 
ò.å. Í(õ1, õ2) = Í(õ2, —õ1). Ïîýòîìó èç (2) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå âèäà 
 

 (5) 
 
Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî (5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4), ïîñêîëüêó êðóãîâàÿ ñèììåòðèÿ Í(õ) 
åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óñëîâèÿ ÷åòíîñòè Í(õ). 

Ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èç (4). Ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ èññëåäî-
âàí â [2], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì äâóìåðíîì äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðè èçâåñòíîé îá-
ëàñòè S èñòèííîãî èçîáðàæåíèÿ (S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü, âíå ðàçìå-
ðîâ êîòîðîé èçîáðàæåíèå ðàâíî íóëþ) çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) èìååò åäèíñò-
âåííîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì äëÿ äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ J(ï1, ï2) àíàëèç îäíîçíà÷íîñòè ñâîäèòñÿ ê 
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âèäå ïðîèçâåäåíèÿ õîòÿ áû äâóõ ïîëèíîìîâ ìåíüøåé ñòåïåíè. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ìåðà Ëåáåãà ìíî-
æåñòâà ðàçëîæèìûõ ïîëèíîìîâ ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ äâóìåðíûõ ïîëèíîìîâ ðàâíà íóëþ, îòêóäà è 
ñëåäóåò âûâîä î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïîÿñíèì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëå-
íèÿ èç (5). Ïóñòü êðîìå J(n1, n2) åñòü äðóãîå ðåøåíèå J(ï1, n2) ñ òîé æå îáëàñòüþ S. 

Èç (5) äëÿ èõ z-îáðàçîâ ïîëó÷àåì: 
 

 
 

Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû, êàê ïðàâèëî, íåðàçëîæèìû, òî äîëæíî áûòü ëèáî 
11 2 1 2( , ) ( , ),J JR z z R z z=  ëèáî 

1

1 2 2 1( , ) ( , ).J JR z z R z z
−

=  Äëÿ èçîáðàæåíèé, íå îáëàäàþùèõ êðóãîâîé ñèììåòðèåé, âòîðîé ñëó÷àé èñ-

êëþ÷åí. Ïîýòîìó âîçìîæåí òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé, îòêóäà ñëåäóåò J(n1, n2) = J1(n1, n2). Òàêèì îáðà-
çîì, çàäà÷à ïî÷òè âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ìåòîäû ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ 
çàäà÷ îñíîâàíû íà èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìàõ âèäà [4]: 
 

 
 

ãäå Jê — îöåíêà èçîáðàæåíèÿ íà ê-é èòåðàöèè, �

1
P  — îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-

íûõ ôóíêöèé; �
2
P  — îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ ôóíêöèé (ñ çàäàííîé îáëàñòüþ S), 

�

3
P  — îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ çàäàííûì îòíîøåíèåì ((4) èëè (5)) êîìïîíåíò 

Ôóðüå-ñïåêòðà. Ñóùíîñòü äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îöåíêè Jê ê 
èñòèííîìó èçîáðàæåíèþ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî åå ñîãëàñîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè àïðè-
îðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîñêîëüêó âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà âûïóêëû, ñõîäèìîñòü èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà ãàðàíòèðîâàíà [4]. 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ñõîäíûõ ïî ôîð-
ìóëèðîâêå ôàçîâîé è àìïëèòóäíîé ïðîáëåì [5, 6]. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèè, íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà �

1
P  ñâîäèòñÿ ê îáíóëåíèþ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, �

2
P  — ê îáíóëå-

íèþ çíà÷åíèé âíå çàäàííîé îáëàñòè S, �

3
P  èçìåíÿåò ñïåêòð îöåíêè, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùèé ñïåêòð 

óäîâëåòâîðÿë ëèáî (4), ëèáî (5). Âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà �
3
P  â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî îòíîøå-

íèþ (4) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ îöåíêè èçîáðàæåíèÿ Jê èìååì 

Ôóðüå-ñïåêòð Re( ) im( ),
ê

J i= +
�

x x  êîòîðûé íàäî èñïðàâèòü ìèíèìàëüíûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû îòíî-

øåíèå íîâûõ Re1(x) è Im1(x) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ 1

1

Im
tg .

Re
= Θ  Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå: 

 

 
 

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå Im1 = Rå1tgΘ è äèôôåðåíöèðóÿ ïî Re1, íàõîäèì ìèíèìóì (ïðè çàäàí-
íûõ Re(x) è Im(x), ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ Re1 è Im1 èìåþò âèä 
 

 
 

Çàïèñûâàÿ ýòî âûðàæåíèå áîëåå ïîäðîáíî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Re( ) cos ( ),
ê ê

J= ϕ�

x x  Im( ) sin ( ),
ê ê

J= ϕ�

x x  

äëÿ íîâîãî Ôóðüå-ñïåêòðà 1 1Re ( ) Im ( )
ê
I i= +
�

x x  ïîëó÷àåì âûðàæåíèå: 
 

 
 

Îïåðàòîð �
3
P  òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ êàê � �

3

1

{ },
ê ê

P J F J
−

=
�  ãäå �( ) arg , { },

ê ê ê ê
J J F Jϕ = =� �

x  a �F  è �

1−

F  

îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîãî è îáðàòíîãî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé. Îòìåòèì, ÷òî âèä îïåðàòîðà 
íå ìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê Θ(x)±π ñêà÷êîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. 
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Ïðè âûâîäå îïåðàòîðà �

3
P  ïî çàäàííîìó îòíîøåíèþ α(õ1, õ2) (5) â ñèëó äèñêðåòíîñòè Ôóðüå-

ñïåêòðà ðàññìîòðåíèå óäîáíî ïðîâåñòè äëÿ 1-é (õ1, õ2 > 0), 2-é (x1 < 0, x2 > 0), 3-é (õ1, õ2 < 0) è 4-é 

(õ1 > 0, õ2 < 0) ÷åòâåðòåé ïî îòäåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 2 1( ) / ( )J Jα =
� �

x x  îòíîøåíèå ñïåêòðà 

2
( )J� x  âî 2-é ÷åòâåðòè (õ1 < 0, õ2 > 0) ê 

1
( )J� x  â ïåðâîé ÷åòâåðòè (x1 > 0, õ2 > 0). Àíàëîãè÷íî çàïèøåì 

ñëåäóþùèå òðè îòíîøåíèÿ ñïåêòðîâ 2 3 2( ) / ( )J Jα = � �

x x  â 3-é (x1, x2 < 0) è 2-é (õ1 < 0, õ2 > 0) ÷åòâåð-

òÿõ, 3 4 3( ) / ( )J Jα =
� �

x x  â 4-é (õ1 > 0, õ2 < 0) è 3-é (õ1, õ2 < 0) ÷åòâåðòÿõ, à òàêæå 4 1 4( ) / ( )J Jα = � �

x x  â 

1-é è 4-é ÷åòâåðòÿõ. 

Ïóñòü íà ê-é èòåðàöèè ïîëó÷åíà îöåíêà Ôóðüå-ñïåêòðà ( )
ê

J� x  ñ îòíîøåíèåì β: 

1 2 1( ) / ( ),
ê ê

J Jβ = � �

x x  2 3 2( ) / ( ),
ê ê

J Jβ = � �

x x  3 4 3( ) / ( ),
ê ê

J Jβ = � �

x x  4 1 4( ) / ( ).
ê ê

J Jβ = � �

x x  Íåîáõîäèìî èñ-

ïðàâèòü ( )
ê

J� x  ìèíèìàëüíûì îáðàçîì, ÷òîáû îòíîøåíèå β ñòàëî ðàâíûì α. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íå-

îáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë: 
 

 
 

ãäå ( )ê iI� x  — íîâàÿ èñêîìàÿ îöåíêà ñïåêòðà â i-é ÷åòâåðòè ñ èñòèííûì îòíîøåíèåì α, à ( )ê iJ� x  — ïîëó-

÷åííàÿ îöåíêà ñïåêòðà â i-é ÷åòâåðòè ñ îòíîøåíèåì β. Çàïèøåì áîëåå ïîäðîáíî âûðàæåíèå äëÿ ôóíê-
öèîíàëà: 
 

 
 

ãäå ** — îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ( ),ê iI� x  ïðèðàâíèâàÿ 

ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ó÷èòûâàÿ àíòèñèììåòðèþ ñïåêòðà: *

1 2 1 2( , ) ( , )
ê ê
I x x I x x− − =

� �  è îïóñêàÿ ïðîìåæó-

òî÷íûå âûêëàäêè, íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ íîâîãî ñïåêòðà â êàæäîé ÷åòâåðòè i = 1…4: 
 

 
 

Òåì ñàìûì, îïåðàòîð �
3
P  îïðåäåëÿåòñÿ êàê � �

1

3 { },
ê ê

P J F I
−

=

�  ãäå �{ },
ê ê

J F J=

�  ** — îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå 

ñîïðÿæåíèå, α1 è β1 — ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèå èñòèííîãî è ïîðó÷åííîãî Ôóðüå-ñïåêòðà â i-é ÷åòâåðòè. 
 

 
 

Ðèñ. à — èñõîäíîå ñìàçàííîå èçîáðàæåíèå (âåëè÷èíà ñìàçà 9×9); á, â — ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëå-
íèÿ ïî îòíîøåíèþ (3) ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå 25 è 75 èòåðàöèé: ã, ä — ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïî 
îòíîøåíèþ (5) ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå 25 è 75 èòåðàöèé; å — èñòèííîå èçîáðàæåíèå 
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå: 
à) Âèä äåôîêóñèðóþùåé ôóíêöèè íå âëèÿåò íà ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷è, ñóùåñòâåííûì ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå åå ÷åòíîñòè èëè êðóãîâîé ñèììåòðèè. 
á) Èñêàæåíèÿ â ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòàõ çàäàâàëèñü ïðè óìíîæåíèè Ôóðüå-ñïåêòðà èçîáðàæåíèÿ íà 

Ôóðüå-ñïåêòð îò èìïóëüñíîãî îòêëèêà ñìàçà, ðàâíîãî åäèíèöå, â ïðåäåëàõ êâàäðàòíîé îáëàñòè à×a 

(à = 9). Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà 1 2

1 2

sin( )
.

ax ax

ax ax

+

+

 

â) Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåíû ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íà ÝÂÌ ÑÌ-1420 ñ ìàññèâàìè 64×64. Ïðè ýòîì àâòîðû ïðåäïîëàãàëè èçâåñòíûìè èñòèííûå 

ðàçìåðû èçîáðàæåíèÿ (äëèíó è øèðèíó), à äåéñòâèå îïåðàòîðà �
2
P  ñâîäèëîñü ê óìíîæåíèþ íà ïðÿìî-

óãîëüíóþ ìàñêó. Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå. Ìîäåëèðîâàíèå 
ïîêàçàëî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ íå õóæå 1% äîñòèãàåòñÿ 
ïîñëå 50—100 èòåðàöèé (â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ñìàçà). 
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S . G .  B a l a s h o v ,  A . A .  P a k h o m o v ,  A . D .  R ó a k h i n ,  Y u . A .  S a d ó k î v . Restoration of 
Images Distorted by Symmetrical Blur. 

 
Possibility of restoring a two-dimensional image distored by symmetrical blur from the ratio of its Fourier-

spectrum components is theoretically investigated and confirmed by mathematical simulations. 


