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Ñôîðìóëèðîâàí îáùèé âèä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ ñ ó÷åòîì ýô-
ôåêòîâ èõ ðîæäåíèÿ è ðàñïàäà – íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè. Â äàííîå óðàâíåíèå âõîäÿò ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, êîòîðûå íàéäåíû ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîù-
íîãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà íà îñíîâå ñòàöèîíàðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãåðà 
äëÿ ðÿäà ïðåäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. 
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Ââåäåíèå 

Âîçìîæíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîùíîãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåð-
íîãî èìïóëüñà (ÌÔËÈ) â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ 
ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè ÿâëÿåòñÿ, íåñìîòðÿ 
íà áîëüøóþ ïðèêëàäíóþ çíà÷èìîñòü [1], äî ñèõ ïîð 
íåðåøåííîé çàäà÷åé. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî 
ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ñâîäÿòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 
Øð¸äèíãåðà, ìîäåëèðóþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå 
ÌÔËÈ [2]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü 
ïó÷êè, ðàçìåðû êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàç-
ìåðîâ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ, àêòóàëüíûõ â çàäà÷àõ àò-
ìîñôåðíîé îïòèêè [3]. Âìåñòå ñ òåì äëÿ ìóëüòèòå-
ðàâàòòíûõ ÌÔËÈ ðàäèóñîì 1–10 ñì óæå ïðîÿâ-
ëÿþòñÿ çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë [4], ÷òî äåëàåò ïîèñê 
ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ôîðìèðîâàíèè 
ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè åñòåñòâåííûì [5–7]. 
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò 
[6, 7], â êîòîðûõ ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå êëþ÷åâîé 
ïðîáëåìû: íàõîæäåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ ïëîòíî-
ñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ ( , ),fn zr  ðàñïðåäåëåííîé â 

ïðîñòðàíñòâå ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò r  è çàâèñÿùåé 
îò ýâîëþöèîííîé êîîðäèíàòû z (äèñòàíöèè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ÌÔËÈ). Äàííîå óðàâíåíèå äîëæíî ñî-
ñòàâèòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿ-
ìè äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè Âèãíåðà 
J ñâåòîâîãî ïîëÿ ÌÔËÈ [6]:  
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 n0 – ïîêàçàòåëü ïðå-

ëîìëåíèÿ ñðåäû íà îñíîâíîé ÷àñòîòå èçëó÷åíèÿ. 
Íàõîæäåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ fn  îñíîâàíî 

íà ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ [8],  
à òàêæå íà òîì çàìå÷àíèè, ÷òî öåíòðû ãîðÿ÷èõ òî-
÷åê (ôèëàìåíòîâ) ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì äèíà-
ìèêè âòîðîãî ïîðÿäêà, íàõîäÿñü ïðè ýòîì â ñëó-
÷àéíîì ïîëå «ñêîðîñòåé» .s s s = +   
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Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ  
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà 

ôèëàìåíòîâ ïîòðåáîâàëñÿ ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, â êîòîðûõ áûëè óñòàíîâëåíû ýìïèðè÷åñêèå 
çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåí-
òàöèè êàê â çàìêíóòîé [7], òàê è â îòêðûòîé ïðî-
òî÷íîé ñèñòåìå [8, 9]. Òî åñòü ÷èñëåííî èññëåäîâà-
ëîñü óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé ñâåòî-
âîãî ïîëÿ U: 

 2
0

0 0
( , ) ( , ).

2 eff
i

U z ik n I U z
z n k  

 
      

r r   (1) 

Çäåñü 20

8
cn

I U


– èíòåíñèâíîñòü ñâåòîâîãî ïîëÿ; 

0k  – âîëíîâîå ÷èñëî íà äëèíå âîëíû 800 íì; 

 /
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I I
eff f fn I I n I I I I       – íåêî-

òîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòü, ìîäåëèðóþùàÿ 
îñòàíîâêó êîëëàïñà è â ñëó÷àå îòêðûòîé ñèñòåìû 
èìåþùàÿ êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå; 2n I  – íåëèíåéíîñòü 
êåððîâñêîãî òèïà c 2n = 3,2 · 10–19 ñì2/Âò; χ –
êîýôôèöèåíò «îñòðèéíîñòè», ïîäîáðàííûé òàêèì 
îáðàçîì, ÷òîáû ýôôåêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòü, âõîäÿ-
ùàÿ â (1), íàèáîëåå êà÷åñòâåííî ïîçâîëÿëà âîñïðî-
èçâîäèòü ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ïîëíîé íåñòàöèîíàðíîé 
çàäà÷è [2]. 

Èç ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, 
çàêëþ÷àþùèõñÿ â ðåøåíèè (1), áûë óñòàíîâëåí ðÿä 
çàêîíîìåðíîñòåé â ðàçâèòèè ìíîæåñòâåííîé ôèëà-
ìåíòàöèè [7], òèïè÷íûõ äëÿ ñèñòåì ñ ðîæäåíèåì  
è ðàñïàäîì [8, 10]. Ýòè çàêîíîìåðíîñòè ïðîÿâëÿ-
þòñÿ â ñëåäóþùèõ ìîìåíòàõ: 1) äâèæåíèå ôèëà-
ìåíòîâ (â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîãî îïèñàíèÿ) åñòü 
ïåðåìåùåíèå öåíòðîâ ëó÷åâûõ òðóáîê â ïîëå ñëó-
÷àéíûõ ñèë (äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ), à çíà÷èò,  
â äîïóùåíèè î äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àé-
íûõ ñèë ïëîòíîñòü ÷èñëà ýòèõ ãîðÿ÷èõ òî÷åê äîëæ-
íà îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè òèïà äèôôóçèè; 
2) ôèëàìåíòû ðîæäàþòñÿ è ðàñïàäàþòñÿ [11], ïðè 
ýòîì èõ ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü çàâèñèò íåëèíåéíûì 
îáðàçîì îò óñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ôèëàìåíòîâ [7]. 
Ýòè ôàêòû ìîãóò ñëóæèòü äîñòàòî÷íûì îñíîâàíè-
åì, ÷òîáû â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà 
ïðåäëîæèòü äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè, îïèñûâàþùåå îòêðû-
òûå ñèñòåìû ñ ðîæäåíèåì è ðàñïàäîì: 
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ãäå  – «ñêîðîñòü» ðàñïàäà ôèëàìåíòîâ [9], ò.å. 
âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ äëèíå ôèëàìåíòîâ, cîñòàâëÿþùåé 
äëÿ âîçäóõà ïðèìåðíî 4–6 ì; 0 (1)( )C I C C I   – 
êîýôôèöèåíò, îòâå÷àþùèé çà ðàçìíîæåíèå ôèëà-
ìåíòîâ [12] çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè êîëåö îò ôèëà-
ìåíòîâ, â òîì ÷èñëå è çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè ñ ôî-
íîâûì ïîëåì [11] (êîýôôèöèåíò (1)C I ); B –

êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå êî-
íå÷íûõ ðåøåíèé (1) äëÿ ëþáûõ I  è ñîîòâåòñò-
âóþùèé ýôôåêòàì íàñûùåíèÿ [11]; ( )outF z  – íå-
îäíîðîäíîå ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà âíåøíèå ìå-
õàíèçìû âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû, òàêèå êàê 
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è òóðáóëåíòíîñòü ñðåäû. (Çàìå-
òèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå 
óðàâíåíèÿ Ôîêåðà–Ïëàíêà, äîáàâèâ ê ïðàâîé è ëå-
âîé ÷àñòÿì âåëè÷èíó ( )fn D    è ââåäÿ âåëè÷èíó 

.)D    Ds s  
Â (2) êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D èìååò ïðî-

ñòóþ ñâÿçü ñ ïëîòíîñòüþ äèôðàêöèîííîé ðàñõîäè-
ìîñòè, à èìåííî: 2 2

0( , )/ ,m dD L z k  r  ÷òî åñòü ñëåä-
ñòâèå ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà 
äèôôóçèè  

   2 2
0, ( ) ( , )/ .mL dD z z z z k    r r   

Ìåõàíèçì äèôôóçèè â íàøåì ñëó÷àå îáóñëîâ-
ëåí ïðåæäå âñåãî ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ 
«ñêîðîñòåé»  

 2 ( , ) ( ) ( ) ,d z z z    r s s    

ãäå mL  – äëèíà ïàìÿòè, ò.å. äëèíà ïðîäîëüíîé 
êîððåëÿöèè àìïëèòóäíî-ôàçîâûõ âîçìóùåíèé (êî-
ëåö), èíäóöèðóåìûõ ôèëàìåíòàìè, êîòîðàÿ áûëà 
íàéäåíà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà â ðàì-
êàõ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè [7] è ñîñòàâëÿåò ïðèìåð-
íî 10 ñì, à mL  åñòü ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðèçîâàí-

íàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè 
.mL  Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî 

ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé è ïîëåì 
ïëîòíîñòè äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè îáóñëîâ-
ëåíî òåì ôàêòîì, ÷òî êîíâåðòàöèÿ àìïëèòóäíûõ 
âîçìóùåíèé â ôàçîâûå ðåàëèçóåòñÿ áûñòðî, ò.å. íà 
äèñòàíöèÿõ, ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ íå òîëüêî ìàñ-
øòàáîâ èçìåíåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ñèñòåìû, íî è íà ìàñøòàáàõ äëèíû ôèëàìåíòà. 

Êîíêðåòèçàöèÿ âèäà ñàìîâîçäåéñòâèÿ 
íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî 

ýêñïåðèìåíòà 
Êîðîòêî èçëîæèì õîä ñóæäåíèé, íà îñíîâàíèè 

êîòîðûõ áûëà âûïèñàíà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 
äëÿ .fn  Èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ 

0fn   â óñëîâèÿõ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëîò-

íîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ neq äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû 
íàéäåíî, ÷òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïîðîãîâîãî óðîâíÿ 
ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè 13 2(2 2,5) 10 Âò/ñìcrI     
[6, 7] àìïëèòóäà ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ 

eq eq
n fA n  ðàñòåò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó (ðèñ. 1) îò 

ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè :I  

 0 1( ) .eq
nA I I      (3) 

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ñâîéñòâî âîçíèê-
íîâåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì 
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äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì [10], ôàçîâûé ïîðòðåò 
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. 
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ eq eq
n fA n  

â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè îò ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ñâåòî-

âîãî ïîëÿ ,I  íàéäåííàÿ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå (êðå-
ñòèêè), è ëèíèÿ ýêñòðàïîëÿöèè ýòîé çàâèñèìîñòè ïðè  
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Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêàÿ ôàçîâàÿ êàðòèíà óðàâíåíèÿ äëÿ 
àìïëèòóäû ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ. Êðèâûå ñîîòâåò-
ñòâóþò äâóì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè. 
Ïðè ïðåâûøåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè êðè-

òè÷åñêîãî óðîâíÿ ( )crI I  ôîðìèðóþòñÿ äâå äîïîëíèòåëü-
íûå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (êðîìå òðèâèàëüíîé ïðè íóëåâîì 
çíà÷åíèè ) :nA  íåóñòîé÷èâàÿ (ïðÿìàÿ 1) è óñòîé÷èâàÿ (2). 

Ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè îòðàæàþò íàïðàâëåíèÿ ôàçîâîãî  
 äâèæåíèÿ ñèñòåìû 

 
Äàííîé ôàçîâîé êàðòèíå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþ-

ùåå óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ :nA   
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ãäå / ;C C    / .B B    Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîýô-

ôèöèåíòîâ ïðè nA  ïîÿñíåí âûøå, îäíàêî åãî çíà-

÷åíèÿ è çíà÷åíèÿ ( )C I  è B  ïîêà åùå íå íàéäåíû. 
Äëÿ èõ äîîïðåäåëåíèÿ âûáåðåì ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé 

òèï çàâèñèìîñòè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îò ñðåäíåé èí-
òåíñèâíîñòè, ñîãëàñóÿ ýòîò âûáîð ñ òåì èçâåñòíûì 
ôàêòîì, ÷òî âåëè÷èíà, îòâåòñòâåííàÿ çà ãåíåðàöèþ 
ôèëàìåíòîâ, ñâÿçàíà ñ ýôôåêòîì èíòåðôåðåíöèè 
êîëåö, ôîðìèðóþùèõñÿ â ïðîöåññå ôèëàìåíòàöèè, 
ñ ôîíîâûì ïîëåì: (0) (1)( )C I C C I     [11]. Äà-
ëåå, çàìåòèì, ÷òî ó ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) 
êðîìå òðèâèàëüíîãî êîðíÿ åñòü äâà íåòðèâèàëüíûõ, 
ïðè÷åì íàèáîëüøèé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷è-
âîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ, íî ýòî è åñòü íå ÷òî èíîå, 
êàê ( )eq

nA I  (ñì. ðèñ. 2). Òåïåðü ïîòðåáóåì, ÷òîáû 

çàâèñèìîñòü ýòîãî ìàêñèìàëüíîãî êîðíÿ (4) îò I  

óäîâëåòâîðÿëà çàâèñèìîñòè (3), óñòàíîâëåííîé  
â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [7], òîãäà 
ïîëó÷èì 2
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Çàêëþ÷åíèå 

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ 
ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè êàê ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà èçâåñò-
íûìè ìåòîäàìè íåëèíåéíîé ôèçèêè è, â ÷àñòíîñòè, 
îïòèêè [8, 10]. Íà îñíîâå îáîáùåíèÿ ÷èñëåííûõ 
ýêñïåðèìåíòîâ [7, 11] ñôîðìóëèðîâàí îáùèé âèä 
óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ôèëàìåíòîâ, à èìåí-
íî óðàâíåíèé íåëèíåéíîé äèôôóçèè, òàêæå íàéäåí 
ÿâíûé âèä ÷ëåíà ñàìîâîçäåéñòâèÿ, îòâå÷àþùåãî çà 
ðàñïàä è ãåíåðàöèþ ôèëàìåíòîâ, è ïðåäëîæåíà 
ïðîöåäóðà èõ êîíêðåòèçàöèè èç ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà.  

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñò-
âåííîé ôèëàìåíòàöèè ìîæåò ÿâëÿòüñÿ âàæíûì øà-
ãîì â ðàñøèðåíèè âîçìîæíîñòåé òåîðåòè÷åñêîãî 
àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ÌÔËÈ, ôîðìèðóþùèõñÿ ïðè åãî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. 
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A.D. Bulygin. The kinetic equation for filament density, formed during propagation of femtosecond  

laser radiation, in the approximation of self-consistent field. 
 A general form of the kinetic equation (nonlinear diffusion equation) for filament number density consi- 

dering the effects of their generation and decay is stated. It consists of the phenomenological parameters, which 
have been determined from the direct numerical simulation of propagation of a high-power femtosecond laser 
pulse (HPFLP) based on the stationary nonlinear Schrödinger equation (NSE) for a series of the threshold par-
ticular cases. 
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