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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèÿìè ïîëóýìïèðè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, çàìêíóòûìè ñ ïðèâëå÷åíèåì ïðîñòåéøåé ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû. Îñóùåñòâëåí àíàëèç 
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

 
Ïîëóýìïèðè÷åñêîå óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé äèô- 

ôóçèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïðèìåñåé [1]: 
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ãäå C  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíöåíòðàöèè ïðè-

ìåñè; iU  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå i-é êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè âåòðà; qi ÿâëÿåòñÿ i-é êîìïîíåíòîé 

òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà ïðèìåñè; Q  – ÷ëåí, îïèñû-

âàþùèé èñòî÷íèêè ïðèìåñè. ×åðòà ñâåðõó îáîçíà÷à-
åò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àí-
ñàìáëþ, à ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû – ñóììèðîâàíèå. 
  Óðàâíåíèå (1) äåìîíñòðèðóåò îáùåå ñâîéñòâî 
âñåõ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè òóðáóëåíò-
íîé ñðåäû – îíî íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, ïîñêîëüêó 
â íåãî âõîäÿò íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû qi. Ïî àíàëî-
ãèè ñ ïðîöåññîì áðîóíîâñêîé äèôôóçèè çàìûêàíèå 
óðàâíåíèÿ (1) îáû÷íî ïðîèçâîäÿò ñ ïðèâëå÷åíèåì 
ïîëóýìïèðè÷åñêîé ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû 
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Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òðåõ íåèçâåñòíûõ êîì-
ïîíåíò òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà â îáùåì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî çíàòü øåñòü íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí Kij, êîòî-
ðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè òóðáóëåíò-
íîé äèôôóçèè. Çàäàíèå ýòèõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé äàëåêî íå ëåãêóþ çàäà÷ó. Ñïåêòð ýòèõ ïðî-
áëåì, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [1, 2]. Èçâåñòíû 
ïîïûòêè ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû 
(2) (ñì. [3]). Â [4] ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóðñèâíîãî 

ìåòîäà [3] ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàí ïîäõîä, ïî-
çâîëÿþùèé ïðîèçâîäèòü îöåíêó êîýôôèöèåíòîâ òóð-
áóëåíòíîé äèôôóçèè, è îáîñíîâàíà èõ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì òåíçîðà 

âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà. Îäíàêî ïðè ïðàê-

òè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ îáúåêòèâíîå çàäàíèå êîýôôèöèåíòîâ òóðáó-
ëåíòíîé äèôôóçèè, âåðîÿòíî, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì óÿç-
âèìûì ìåñòîì ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ïîäõîäà. 

Ìåòîäû çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñâÿçàíû  
ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äëÿ ïîòîêîâ ïðèìåñè [5, 6]. 
Ýòè óðàâíåíèÿ òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è ñî-
äåðæàò ðÿä íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå èñêëþ-
÷àþò èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðîñòåé-
øèõ ãèïîòåç, îñíîâàííûõ íà àíàëèçå ðàçìåðíîñòè, 
íà òåíçîðíîé ñòðóêòóðå âûðàæåíèé è äðóãèõ ôèçè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Çàìêíóòûå òàêèì îáðàçîì 

óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò êîíñòàíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ 
ìîæíî îöåíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. 

Â ðàáîòå ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäà çàìûêàíèÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ ðåøåíèé îäíîìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè, îáñóæäà-
þòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. 

Óðàâíåíèÿ äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ qi âûâî-
äÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñðåäû ïóòåì 
óìíîæåíèÿ åãî ÷ëåíîâ íà íåóñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ 
êîìïîíåíò ñêîðîñòè âåòðà Ui [6] è ïîñëåäóþùåãî 
óñðåäíåíèÿ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ. Ïîñëå 
ïðîâåäåíèÿ âûêëàäîê ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ 
Íàâüå–Ñòîêñà ïîëó÷àåì: 
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ãäå 
ˆ ,iU  

ˆC  è ˆp  – ïóëüñàöèè êîìïîíåíò ñêîðîñòè âåò-

ðà, êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; ρ – 
ïëîòíîñòü âîçäóõà; ν – åãî êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; 
δij – ñèìâîë Êðîíåêåðà; Δ – îïåðàòîð Ëàïëàñà. 
  Ïåðâûé ÷ëåí â (3) îïèñûâàåò èçìåíåíèå òóð-
áóëåíòíîãî ïîòîêà âî âðåìåíè. Âòîðîé ÿâëÿåòñÿ àä-
âåêòèâíûì, à òðåòèé – äèôôóçèîííûì. Ñëåäóþùèå 

(3)
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äâà – ÷ëåíû ãåíåðàöèè ïîòîêà óñðåäíåííûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè. Ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí îïèñûâàåò ãåíå-
ðàöèþ ïîòîêà êîððåëÿöèÿìè ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ  
ñ ãðàäèåíòàìè ïóëüñàöèé êîíöåíòðàöèè. È ïîñëåäíèé 

÷ëåí îòðàæàåò íàëè÷èå âÿçêîé äèññèïàöèè. Â äàííîì 
óðàâíåíèè çàìûêàíèþ ïîäëåæàò òðåòèé, ïðåäïî-
ñëåäíèé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû. 

Îáû÷íî çàìûêàíèå (3) ïðîèçâîäÿò ñëåäóþùèì 

îáðàçîì. Òåíçîðíàÿ âåëè÷èíà ˆ ˆν Δ iC U  èìååò íå÷åò-

íîå ÷èñëî èíäåêñîâ, ïîýòîìó ïðè çåðêàëüíîì îòðà-
æåíèè îíà äîëæíà ìåíÿòü ñâîé çíàê íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Ïðåäïîëîæåíèå î ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè 
òóðáóëåíòíîñòè äîëæíî ïðèâîäèòü ê íåèçìåííîñòè 
ýòîãî òåíçîðà ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷ëåí, îòâå÷àþùèé çà âÿçêóþ äèññèïàöèþ,  
â ïðåäïîëîæåíèè î ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè òóðáó-
ëåíòíîñòè ðàâåí íóëþ. 

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôóçèîííîãî ÷ëåíà îáû÷-
íî ïðèìåíÿþò ãðàäèåíòíîå âûðàæåíèå âèäà [6]: 
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ãäå b2 è ε – êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè  
è ñêîðîñòü åå äèññèïàöèè ñîîòâåòñòâåííî. Èõ îò-
íîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ìàñøòàá 

ñêîðîñòè. Êîíñòàíòà C1 îöåíèâàåòñÿ çíà÷åíèåì ïî-
ðÿäêà 0,11 [6]. 

È íàêîíåö, äëÿ îñòàâøåãîñÿ íåçàìêíóòîãî ÷ëå-
íà èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ [6]: 
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Ïî äàííûì ðàçíûõ àâòîðîâ [5, 6], çíà÷åíèÿ ýìïè-
ðè÷åñêèõ êîíñòàíò C2 = 0,33÷0,5 è C3 = 3,0÷3,2. 
  Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òóð-
áóëåíòíîãî ïîòîêà ïðèìåñè ïðèíèìàþò âèä 
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Èçâåñòíî, ÷òî â çàìûêàþùèõ âûðàæåíèÿõ áîëåå 
êîððåêòíî âìåñòî îòíîøåíèÿ b2

 è ε èñïîëüçîâàòü 
âðåìåííîé ìàñøòàá â âèäå îòíîøåíèÿ äèñïåðñèè ïóëü-

ñàöèé êîíöåíòðàöèè σ2

c
 ê ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè εc 

[6]. Åñëè ââåñòè îòíîøåíèå äâóõ óêàçàííûõ ìàñ-

øòàáîâ = εσ ε
2 2 –1( ) ,
c c

R b  òî â (4) C1 íåîáõîäèìî ïî-

äåëèòü íà R, à C3 óìíîæèòü íà ýòî æå çíà÷åíèå. 
  Ïðè àïïðîêñèìàöèè äèôôóçèîííîãî ÷ëåíà  

â óðàâíåíèè äëÿ äèñïåðñèè ïóëüñàöèé êîíöåíòðà-
öèè ïðèìåñè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè [6]: 
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Ïîëàãàÿ âðåìåííîé ìàñøòàá ìàëûì è ïðåíåá-
ðåãàÿ â (4) ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó-

÷èì ñîîòíîøåíèå (5) ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè C4 = R/C3. Ïî íåêîòîðûì ëèòåðàòóðíûì 
äàííûì C4 = 0,13 [6]. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà 

R ≈ 0,4. Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèå ïîëóýìïèðè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ 
(2) è ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) äàåò ïðàêòè÷åñêè îäè-
íàêîâûå ðåçóëüòàòû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ õàðàê-
òåðíîãî âðåìåííîãî ìàñøòàáà ïóëüñàöèé êîíöåíòðà-
öèè (ñêîðîñòè). Â òî æå âðåìÿ óñëîâèåì ïðèìåíè-
ìîñòè ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðå-
áîâàíèå, ÷òîáû âðåìåíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè 

áûëè ìíîãî áîëüøå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ âðåìåííûõ 
ìàñøòàáîâ [4]. 

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùèõ ïðîñòåé-
øèõ îäíîìåðíûõ ñëó÷àåâ äèôôóçèè. Ïîëüçóÿñü ìàñ-
øòàáàìè âðåìåíè, äëèíû, êîíöåíòðàöèè è ïîòîêà: 
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ãäå äëÿ îáåçðàçìåðåííûõ âåëè÷èí ñîõðàíåíû ïðåæ-

íèå îáîçíà÷åíèÿ, à = σ
u

I U  – èíòåíñèâíîñòü òóð-

áóëåíòíîñòè (σ
u
 – ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ïóëüñà-

öèé ñêîðîñòè âåòðà). 
Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà 

ïðèìåñè ñèñòåìà (6) íå èìååò ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîä-
íûìè ïî âðåìåíè. Ðàñïîëîæèì èñòî÷íèê ïðèìåñè  
â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè õ = 0. ×ëåí èñòî÷íèêà çà-

äàäèì â âèäå = δ0 ( ),Q Q x  ãäå Q0 = const. Îáúåäè-

íÿÿ óðàâíåíèÿ (6), ïîëó÷èì 
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Â (7) ïîñëåäíèé ÷ëåí îïèñûâàåò ïðîöåññ «ðàñïàäà» 
ïîòîêà ïðèìåñè è ïîýòîìó äëÿ qx âîçìîæíà ïîñòà-
íîâêà íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áåñêîíå÷íî-

ñòè: ±∞ = ±∞ =( ) ( ) 0.
x

C q  Ðåøåíèå çàäà÷è (7) ìîæíî 

ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ïîòîêà ïðèìåñè 
â òî÷êå x = 0 (ñì. [7]): 
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Èç óðàâíåíèÿ (7) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî = −( ) ( ).
x

C x q x  

Ðåøåíèå ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1), çàìêíóòî-
ãî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû (2), èìååò âèä [7]: 
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Çàìåòèì, ÷òî â ïîëóýìïèðè÷åñêîì óðàâíåíèè (1) 
ðàñïàä ïðèìåñè îòñóòñòâóåò è ïîýòîìó êîíöåíòðàöèÿ 
ïðèìåñè ïðè x > 0, êàê âèäíî èç (9), ðàâíà êîíñòàíòå. 
  Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èñ-
òî÷íèêà ïðèìåñè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðàññìàò-
ðèâàâøèõñÿ ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ, èìåþò ïðèíöèïè-
àëüíûå îòëè÷èÿ ïðè x > 0. Ïðè x < 0 è C1C3 < 1/2 
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì 
ðåøåíèå ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, çàìêíóòîãî 
ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû (2). 

Â ñëó÷àå ìãíîâåííîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà óäîá-
íî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ z = x – t è τ = t. 
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ îòáðîñèì â (6) äèôôóçè-
îííûé ÷ëåí, èìåþùèé òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè îò-
íîñèòåëüíî óïîìÿíóòûõ âûøå âðåìåííûõ ìàñøòà-
áîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà 
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Çàäàííîìó èñòî÷íèêó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ 
ñèñòåìà íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: 
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Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî 
ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå ïî z è ïîä-
ñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïåðâîå óðàâíåíèå 
ñèñòåìû (10). Òîãäà 
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ãäå I0 è I1 – ôóíêöèè Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà. 
  Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òå-
ëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî Ìîíèíûì [1], 
è â îòëè÷èå îò ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, çàìê-
íóòîãî ñ ïîìîùüþ (2), îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå 
ïðèìåñè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Òî åñòü îáëàêî ïðè-

ìåñè, èñïóùåííîå èñòî÷íèêîì, èìååò ÷åòêî âûðà-
æåííûå ãðàíèöû, äâèãàþùèåñÿ â ïðåîáðàçîâàííîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñî ñêîðîñòüþ ±I. Çíàê ïëþñ îò-
íîñèòñÿ ê ïðàâîé ãðàíèöå îáëàêà, à ìèíóñ – ê ëå-
âîé. Ââåäåííàÿ Ìîíèíûì ïðè âûâîäå òåëåãðàôíîãî 
óðàâíåíèÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèé íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ ÷àñòèö ïðèìåñè ñîñòàâëÿåò a = C3/2, à èõ ñðåä-
íÿÿ àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü W = I (ñì. [1]). Ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ (1), çàìêíóòîãî ñ ïîìîùüþ (2), õîðîøî 
èçâåñòíî è â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä [1]: 
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Ïîòîê ïðèìåñè â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) áóäåò ðàâåí 
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Ïîäðîáíîå ñðàâíåíèå ðåøåíèé (12) è (13) äëÿ 
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé a è W ïðîâîäèòñÿ â [1]. 

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àíàëèç ôîðìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòîêà ïðèìåñè. 
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (6) ñ íà-
÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïîñòàâëåííû-
ìè äëÿ ñèñòåìû (10). Èñêëþ÷èâ àäâåêòèâíûå ÷ëåíû 
çàìåíîé ïåðåìåííûõ z = x – t è τ = t, ïîñëå çàìå-
íû qx = qexp(–C3τ) ïîëó÷èì óðàâíåíèå 
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Ðåøåíèå (14) ìîæíî âûïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèþ 
Ãðèíà [8]: 
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Àíàëèç âûðàæåíèÿ (15) ïîêàçûâàåò, ÷òî òóðáó-
ëåíòíûé ïîòîê ïðèìåñè â òî÷êå z â ìîìåíò âðåìåíè 

τ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè, 
âçÿòûìè âî âñåõ òî÷êàõ îñè êîîðäèíàò âî âñå ïðå-
äûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Òî åñòü ïðè çàìûêàíèè 
ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîòîê ïðèìåñè, 
â îòëè÷èå îò âûðàæåíèÿ (2), óæå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî 
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé. Òàêàÿ íåëîêàëüíîñòü áó-
äåò ïðîÿâëÿòüñÿ ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ èëè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññìàòðèâàâ-
øåãîñÿ âûøå âðåìåííîãî ìàñøòàáà. 

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòå-
ëåì â (15) ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ôèëüòðà, îáåñïå-
÷èâàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â åå òóðáóëåíòíûé ïî-
òîê. Àíàëîãè÷íîå ïî âèäó âûðàæåíèå, íî ñ ïîìîùüþ 

(12)

(15)
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äðóãèõ ïîäõîäîâ, áûëî ïîëó÷åíî Âîëîùóêîì [9]. 
Ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ íåëîêàëüíîñòè òóðáóëåíò-
íûõ ïîòîêîâ ïðèìåñè, îïóáëèêîâàí â [10]. Îäíàêî 
óðîâåíü ðàçâèòèÿ íåëîêàëüíûõ ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ 
åùå äàëåê îò ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. 
  Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ïðîñòåéøèõ ðå-
øåíèé ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé 
äèôôóçèè (1) ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ 
âòîðîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ïîäõîä îáåñ-
ïå÷èâàåò ôèçè÷åñêè áîëåå ñîäåðæàòåëüíîå îïèñàíèå 
ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïðèìåñåé ïî 
ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè çàìûêàíèÿ, 
îñíîâàííûìè íà ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçå (2). 

Ìåòîäû çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè âðåìå-
íàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíûõ âðå-
ìåííûõ ìàñøòàáîâ, äàþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå 

ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííû-
ìè ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû (2). 

Íàëè÷èå â óðàâíåíèÿõ äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïî-
òîêîâ ÷ëåíà äèôôóçèîííîãî âèäà ïðèâîäèò â îáùåì 
ñëó÷àå ê íåëîêàëüíîé çàâèñèìîñòè òóðáóëåíòíûõ ïî-
òîêîâ îò êîíöåíòðàöèè. Òàêàÿ íåëîêàëüíîñòü ïðåíåá-
ðåæèìî ìàëà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, óïîìÿíóòûõ â ïðå-
äûäóùåì àáçàöå. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ â çíà÷åíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé 
ôèëüòðàöèè. Íà ýòî óêàçûâàåò èíòåãðàë òèïà ñâåðò-
êè â (15). 

Ðåøåíèå ïîëóýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ çà-
ìûêàíèåì ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîé ãèïîòåçû (2) îá-
ëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ÷åðåç ñêîëü óãîäíî ìàëûé 
ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ èñòî÷íèêà íà 
ñêîëü óãîäíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íåãî áóäóò íà-
áëþäàòüñÿ âåñüìà ìàëûå, íî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ êîí-
öåíòðàöèè ïðèìåñè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò î÷åâèäíîìó 
ôàêòó, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïðèìåñè íå 
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå ðå- 
 

øåíèå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ãðàíèö îá-
ëàêà ïðèìåñè òàêæå èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. 
  Ñëåäîâàòåëüíî, èçó÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ îñíîâ 
è ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà 
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çàäà÷åé, 
îñîáåííî â ñâÿçè ñ ïðåäïîëàãàåìîé íåëîêàëüíîñòüþ 
ïðîöåññà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà è ñ ðàçâèòèåì ïîä-
õîäîâ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè ñ êîíå÷íîé 
ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. 
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A.I. Borodulin, B.M. Desyatkov. A study of the simplest solutions of the semiempirical turbulent  
diffusion equation closed using the second order closure methods. 

A number of exact solutions of the one-dimensional turbulent diffusion equation have been obtained using 
the second order closure method. Obtained results have been compared with the semiempirical equation solu-
tions closed with the help of the simplest gradient hypothesis. Analysis of obtained results has been performed. 
 

 


