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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÌÀÐÊÎÂÑÊÀß ÔÈËÜÒÐÀÖÈß Â ËÈÄÀÐÍÎÌ ÇÎÍÄÈÐÎÂÀÍÈÈ ÎÇÎÍÀ 
ÌÅÒÎÄÎÌ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÃËÎÙÅÍÈß (ÄÏ) 
 
 

Íà îñíîâå ìàðêîâñêîé ìîäåëè ñãëàæåííûõ ëèäàðíûì èìïóëüñîì âûñîòíûõ ôëóêòóàöèé êîíöåíòðàöèè 
ãàçà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïòèìàëüíîé ìàðêîâñêîé ôèëüòðàöèè â ëèäàðíîì çîíäèðîâàíèè ìå-
òîäîì ÄÏ. Íàéäåíû àëãîðèòìû îïòèìàëüíîé îöåíêè ôëóêòóèðóþùåãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ãàçà è åå äèñ-
ïåðñèè. Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïðîâåäåí ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ãèïîòåòè÷åñêèõ 
ëèäàðîâ ñ ïðèåìëåìîé ýíåðãåòèêîé ïðèìåíèòåëüíî ê çîíäèðîâàíèþ îçîíà â ïîëîñàõ Õàðòëè è Õèããèíñà. 

 
 

Ââåäåíèå. Ñòîõàñòè÷íîñòü ïîëåé îïòèêî-ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû è äðîáîâûå ôëóê-
òóàöèè îïòèêî-äåòåêòîðíîãî êàíàëà ïðèåìíèêà ëèäàðà ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàþò ýôôåêòèâíîñòü 
çîíäèðîâàíèÿ — ñîâîêóïíîñòü ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè, ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ðàçðåøåíèé. 
Òðåáîâàíèÿ æå êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé, ê êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîôèëåé 
êîíöåíòðàöèè îçîíà ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ (ÄÏ), ê êà÷åñòâó ëèäàðíîé èíôîðìà-
öèè ïîñòîÿííî ïîâûøàþòñÿ. Ïîýòîìó ïëîäîòâîðíà èäåÿ ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîé ìàðêîâñêîé ôèëüò-
ðàöèè ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ, ïðåäëîæåííàÿ è ðàçðàáîòàííàÿ â [1—3]. Ýòîò âèä îáðàáîòêè ïîâûøàåò 
ýôôåêòèâíîñòü çîíäèðîâàíèÿ ôëóêòóèðóþùèõ ïðîôèëåé îïòèêî-ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çà ñ÷åò ïðè-
âëå÷åíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èõ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå. 

Ýòà ðàçðàáîòêà ïðîäîëæåíà â [4—7] ïðèìåíèòåëüíî ê ëèäàðíîìó çîíäèðîâàíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ 
ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû, â [8. 9] — ê ëèäàðíîìó çîíäèðîâàíèþ àýðîçîëÿ, â [10] — ê òðàññîâîìó èçìåðå-
íèþ ãàçîâîãî ñîäåðæàíèÿ, â [11. 12] — ê âðåìåííîé ôèëüòðàöèè ïðèíèìàåìûõ ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ. 

Â äàííîé ñòàòüå íåëèíåéíàÿ ìàðêîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî âûäåëåíèÿ 
ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè ãàçà ïðè åãî çîíäèðîâàíèè ìåòîäîì ÄÏ, à êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ 
ïðèìåíèòåëüíî ê çîíäèðîâàíèþ îçîíà â ïîëîñàõ Õàðòëè è Õèããèíñà. 

Ôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè. Ðàññìîòðèì íàçåìíûé ìîíîñòàòè÷åñêèé ëèäàð. èçëó÷àþùèé èìïóëüñû 
ñ íîðìèðîâàííîé ôóíêöèåé ìîùíîñòè f() íà äëèíå âîëíû  è çîíäèðóþùèé àòìîñôåðó â âûñîòíîì 
èíòåðâàëå [h0, hmàõ]. Ìîùíîñòü Ps(h) ñèãíàëüíîé êîìïîíåíòû íà âõîäå äåòåêòîðà â ïðèáëèæåíèè îä-
íîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íà äàëüíîñòè h îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ëèäàðà [13]. 
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ãäå 1 — ñóììàðíûé êîýôôèöèåíò ïîòåðü â ïðèåìíîé è ïåðåäàþùåé îïòèêå: Å0 — ýíåðãèÿ èçëó÷àå-
ìîãî èìïóëüñà; Sa — ýôôåêòèâíàÿ ïëîùàäü ïðèåìíîé àïåðòóðû; , ,a R gY Y Y   — ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ, 

îáóñëîâëåííûå àýðîçîëüíî-ìîëåêóëÿðíûì ðàññåÿíèåì è ïîãëîùåíèåì ãàçîì ñîîòâåòñòâåííî; ñ —
 ñêîðîñòü ñâåòà; ( )h — ïðîôèëü êîýôôèöèåíòà îáðàòíîãî àýðîçîëüíîãî è ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ; 
 = 2h/c, çíàêîì  îáîçíà÷åíû åñòåñòâåííûå ïðîôèëè. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìû ðåàëüíûõ èìïóëüñîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ñëåäóþ-
ùåãî âèäà [13]: 
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ãäå m = 1, 2 è 0 > 0 — ïàðàìåòðû; (m) — ãàììà-ôóíêöèÿ. Ýôôåêòèâíóþ äëèòåëüíîñòü çîíäè-
ðóåìîãî èìïóëüñà îïðåäåëèì êàê è = f—1(màx; m). 

Òàê êàê Ps(h) îáóñëîâëåíî îáðàòíûì ðàññåÿíèåì â ýôôåêòèâíîì âûñîòíîì èíòåðâàëå [h—L, h], 
ãäå L = ñè/2, ïðè óñëîâèè L n h â (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì ôàêòîðà 1/(h)2 è 2 2,a RY Y   ïîä 
èíòåãðàëîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîôèëè îáðàòíîãî àýðîçîëüíîãî è ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ìîæíî 
ñ÷èòàòü äåòåðìèíèðîâàííûìè çà âðåìÿ îäíîãî ñåàíñà çîíäèðîâàíèÿ, íî íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè 
âûñîòû. Â ýòîì ñëó÷àå ñãëàæèâàíèå íà ñêîëüçÿùåì èíòåðâàëå [h—L, h] ñóùåñòâåííî èçìåíèò ëèøü 
ïðîôèëü (0, )gY h  è ñâÿçàííûå ñ íèì âûñîòíûå ðåàëèçàöèè êîíöåíòðàöèè è õàðàêòåðèñòèê ïîãëîùå-

íèÿ ãàçîì. Â ðåçóëüòàòå (1) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: 
 



 

 Íåëèíåéíàÿ ìàðêîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ 659 

P
s
(h) = 

1
E

0
S

a h
–2

 
c
2 (h) Y

a

2
(0, h) Y

R

2
(0, h) J(h) , (3) 

 

J(h) = 
2
c 

0

h

 dh f [2(h – h)/c] Y


g

2
(0, h) . (4) 

 
Ñëåäóÿ ïîäõîäó [14, 15], ðàññìîòðèì ìîäåëè ôëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, ÷åðòû ñòîõàñòè÷íîñòí 

êîòîðûõ ïðîÿâëÿþòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî è çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èëè äàëüíîñòè äîëæíà áûòü ðåàëè-
çàöèåé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ( )N h  â âèäå 

( ) ( ) ( ),N h N h N h     ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ. 

Ðàçëîæèì 2(0, )gY h  â ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî ïðîôèëþ ( )N h   â îêðåñòíîñòè ñãëàæåí-

íîé çîíäèðóþùèì èìïóëüñîì âûñîòíîé ðåàëèçàöèè 
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Ââèäó áëèçîñòè ïðîôèëåé ( )N h   è N(h; m) äëÿ ôóíêöèîíàëà (4) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æåíèå: 
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ãäå g(h) — ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ãàçîì; (0, )gY h — ïðîïóñêàíèå, îáóñëîâëåííîå ïîãëîùåíèåì ìîëåêó-

ëàìè ãàçà ñî ñðåäíåé êîíöåíòðàöèåé N(h). Òàêèì îáðàçîì, ôëóêòóàöèè P
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Ìîäåëü ñèãíàëîâ è øóìîâ. Óñòàíîâèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðîöåññà N(h, m). Äëÿ ýòîãî 
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äëÿ  çàïèñàòü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÑÄÓ) ñëåäóþùåãî âèäà [15]: 
 

() = A() + w() . (6) 
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òóàöèé N(h, m) òàêæå ãàóññîâñêîå ïðè ëþáûõ L. 
Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî èçìåðåíèÿì ðàäèîçîíäàìè ïîñëå 

ñèëüíîãî âðåìåííîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî ñãëàæèâàíèÿ, êîíå÷íî, íå ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü âèä ðàñ-
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íîãî ðàñïðåäåëåíèé íà âñåõ óðîâíÿõ èçìåðåíèé [16] ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåííûõ 
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èíòåðâàëàõ ðàñïðåäåëåíèå ôëóêòóàöèé N(h, m) êîíöåíòðàöèè O3 áëèçêî ê íîðìàëüíîìó. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè m = 1 

m
() = 

1
() — ãàóññîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, à ïðè m  1 m() àïïðîêñèìèðó-

åòñÿ êîìïîíåíòîé m-ìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. 
Â ìîíîñòàòè÷åñêîì ëèäàðå ñ ïðèåìíèêîì, ðàáîòàþùèì íà çîíäèðóåìîì èíòåðâàëå âûñîò â ðåæè-

ìå ïðÿìîãî äåòåêòèðîâàíèÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñëàáîêîãåðåíòíîãî îòáîðà 
[14], ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ôîòî-
ýëåêòðîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè çàäàííîé ðåàëèçàöèè ïðîôèëÿ ìîùíîñòè P

s
(h) ðàñïðåäåëåíèå ñèãíàëü-

íûõ ÷èñåë ôîòîýëåêòðîíîâ íà çàäàííîì èíòåðâàëå  âðåìåíè îòáîðà — ïóàññîíîâñêîå. Ðåçóëüòè-
ðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âíåøíèõ è âíóòðåííèõ øóìîâûõ ôîòîýëåêòðîíîâ, îáóñëîâëåííûõ ôîíîâûì 
èçëó÷åíèåì è òåìíîâûì òîêîì ôîòîäåòåêòîðà, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïóàññîèîâñêèì. 

Ñ÷èòàÿ èíòåíñèâíîñòü îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé , íà âûõîäå ôîòîäåòåêòîðà áó-
äåì èìåòü äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, óñëîâíàÿ ñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ äðîáîâûõ 
ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ìîäóëèðóåòñÿ âåêòîð-ïðîöåññîì (). Â ðåçóëüòàòå ñóììàðíàÿ 
ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè çàäàåòñÿ â âèäå 
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c
2 Y

–


2
(0, h)/h (8) 

 

— ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëüíûõ ôîòîýëåêòðîíîâ ïðè ó÷åòå ïîãëîùåíèÿ ãàçîì ñî ñðåäíèì çíà-

÷åíèåì êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ –(h); (h) — êîýôôèöèåíò âàðèàöèè êîíöåíòðàöèè ãàçà íà âûñîòå 

h; Y
–


(0; h) = Y

a
Y

R
 exp {–

0

h
dh –(h)}; 


 = 

d 1
; 

d
 – êâàíòîâàÿ ýôôåêòèâíîñòü ôîòîäåòåêòîðà; 


N
 = [

d
P

Ô
  

Ò
] — ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü òåìïîâûõ ñ èíòåíñèâíîñòüþ 

Ò
 è ôîíîâûõ ôîòîýëåêòðîíîâ, 

ãäå P
Ô
 — ìîùíîñòü ôîíîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîáèðàåìàÿ ïðèåìíîé àïåðòóðîé. 

Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ðåæèìîâ ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ, ââåäåííîé â [14], äëÿ ñ÷åòíîôîòîííîãî 

ðåæèìà ñðåäíÿÿ ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü –

() = –

s
() + 

N
 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 

 

–

(2h/c)  –ln q/

î.è.
 , (9) 

 

ãäå q — ïîðîãîâîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ïðîâàëà; 
î.è.

 = 
g
 + 

ô
 — ýôôåêòèâíàÿ äëèòåëüíîñòü îä-

íîýëåêòðîííîãî èìïóëüñà; 
g
 — ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ôîòîäåòåêòîðà; 

ô
 = 1/2Ï, Ï — ïîëîñà ïîñëåäå-

òåêòîðíîãî ôèëüòðà. 
Óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè. Ïóñòü (h) = 

0
 = const íà çîíäèðóåìîì èíòåðâàëå âûñîò. Ââåäåì ïåðå-

ìåííóþ ñîñòîÿíèÿ 
m+1

(), ÑÄÓ äëÿ êîòîðîé èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
 


m+1

 = c –(h) 
m
()/2 . (10) 

 

Â ýòîì ñëó÷àå ôëóêòóàöèè (0, h) îïòè÷åñêîé òîëùèíû ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç 
m+1

() êàê 

(0, h) = 
0


m+1
(), à ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëüíûõ ôîòîýëåêòðîíîâ îïðåäåëèòü ÷åðåç ðàñøè-

ðåííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 
0
 = {

1
, 

m+1}
T
, èñïîëüçóÿ (8), 

 


s
(; ) = –

s
() exp{– C

T


0
} , (11) 

 

ãäå C = {0, – 2
0
}
T
. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ðàñøèðåííûé âåêòîð 

0
() óäîâëåòâîðÿåò 

ÑÄÓ âèäà (6) ñ êîýôôèöèåíòíîé ìàòðèöåé 
 

A0 = 



 A                 0

c –(h)/2   0
 

 

è (m + 1)-ìåðíûì ãàóññîâñêèì øóìîì 
0
() = {(), 0}

T
 ñ ìàòðèöåé b

0
 = {b

0ij
} äâóõñòîðîííèõ ñïåê-

òðàëüíûõ ïëîòíîñòåé, ãäå b
0ij 

= 0 ïðè (i, j)  (1, 1) è b
011

 = 2
0
. 
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Â ñèëó âûøåïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé N(h) è 
s
(, 

0
) îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 

0
. Çàäà-

÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì îöåíèâàíèè ðåàëèçàöèè 
0
(c/2) ïî âõîäíûì äàííûì. Â ñ÷åòíîôîòîííîì 

ðåæèìå ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ âûáîðî÷íûìè äàííûìè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà N(; 0) ñ ôóíêöèåé èíòåíñèâíîñòè 

s
(, 

0
) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë 

 

n

(; ) = n

s
(; ) + n

ôò
() (12) 

 

ôîòîýëåêòðîíîâ. Íàéäåì îáðàáîòêó ñîâîêóïíîñòè n

(, ), äîñòàâëÿþùóþ îïòèìàëüíóþ îöåíêó *

0
 

ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. 
Àïðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè W

0
(

0
), ñâÿçàííàÿ ñ ìàðêîâñêèì âåêòîð-ïðîöåññîì 

0
( â ìî-

ìåíò âðåìåíè , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, èçâåñòíîìó êàê 
óðàâíåíèå Ôîêêåðà—Ïëàíêà—Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ) [17]:  
 

W
0
(

0
)

  = L
pr
{W

0
(

0
)} , 

 

ãäå Lpr — àïðèîðíûé îïåðàòîð ÔÏÊ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ñíîñà 0 ëèíååí ïî 0, à êîýôôèöèåíò 
äèôôóçèè íå çàâèñèò îò íåãî. Ñëåäóÿ [18, 19], ìîæíî îïèñàòü ýâîëþöèþ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè 
âåðîÿòíîñòè (ÀÏÂ) ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ìîäóëèðóþùåãî ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòè íåîäíîðîäíîãî 
ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà. Ñîãëàñíî [18, 19] äëÿ ÀÏÂ W(

0
/N()) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ 

0
() èìååì 

 

dW(
0
/N()) = L

pr
[W(

0
/N())]d + W(

0
/N()) [(; 

0
) – –] –

–1
(; 

0
) [dN() – –(; 

0
)d] , (13) 

 

ãäå (; 
0
) — óñëîâíàÿ îöåíêà ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè; dN() — ïðèðàùåíèå ïóàññîíîâñêîãî ïðî-

öåññà N(). Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà—Ôåëëåðà (13) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, ðåøàþùèì çà-
äà÷ó ôèëüòðàöèè 

0
 ïðè íàáëþäåíèè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà N( 

0
). Ïðÿ-

ìîé ïóòü ðåøåíèÿ (13), êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ íåðàöèîíàëüíûì [18, 19], ïîýòîìó áîëåå öåëåñîîá-
ðàçíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå (13) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ îïðåäåëÿòü îöåíêó ïðîöåññà 

0
(), íå ïðèáåãàÿ ê ïðÿìîìó ðåøåíèþ (13). Îäíèì èç åñòåñò-

âåííûõ ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïàðàìåòðèçà-
öèè ÀÏÂ. Â ÷àñòíîñòè, â ãàóññîâñêîì ïðèáëèæåíèè ÀÏÂ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà *

0
, ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíà êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÄÓ êâàçèîïòèìàëüíîé íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè äëÿ óñëîâíîãî 

ñðåäíåãî *
0
 è êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K = (

0
 – *

0
)(

0
 – *

0
)
T
 [18]. Îäíàêî ââèäó ñëîæíîñòè 

ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 
0
() â îáùåì ñëó÷àå, îãðàíè÷èìñÿ âàðèàíòîì ôèëüòðà-

öèè Êàëìàíà—Áüþñè, êîãäà â (11) ìîæíî îñóùåñòâèòü ëèíåàðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî 
0
. Óðàâíåíèÿ 

êâàçèîïòèìàëüíîé ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä [19]: 
 

d*
0
 = A

0
(h) 

0
 d + 

KC

–

()

[dN() – –

() d – C

T
*

0
 d] , (14) 

 

K = A
0
(h)K + KA

T
(h) + b

0
 – KCC

T
K/–


(), (15) 

 

à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ — *(
0
)  0K

mm
(

0
) = 1; K

ij
(

0
) = 0 ïðè (i, j)  (m, m). 

Îïòèìàëüíàÿ îáðàáîòêà ñîñòîèò â ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ñèñòåìû (14), (15) ïî ìåðñ ïîñòóïëåíèÿ 

âõîäíûõ äàííûõ n

(, ) ïðè àïðèîðíî çàäàííûõ ïðîôèëÿõ N

–
(h), L

0
, –


() è ò.ä. ñ óêàçàííûìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè ïîäõîäÿùèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì íà ÝÂÌ. Ðåêóððåíòíîå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå 
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò îïòèìàëüíóþ îöåíêó *

0m
, òåì ñàìûì îöåíêó ïðîôèëÿ N(h): 

 

N*(h) = N
–

(h) [1 + 0*
0m

()] , (16) 
 

è îöåíêó K
mm

() äèñïåðñèè ðåàëèçàöèè *
0m

(), òåì ñàìûì — äèñïåðñèè D[N*(h)] = 
2

0
N
–2

(h)K
mm

() 

ïðîôèëÿ N*(h). 

Íåîáõîäèìîñòü àïðèîðíîãî çàäàíèÿ ñðåäíèõ N
–

(h), –

() îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ 

ñòðóêòóðà ïðîôèëåé, íà îñíîâå êîòîðîé ïðîâåäåíà îïòèìèçàöèÿ îáðàáîòêè, óñòàíîâëåíà îòíîñèòåëüíî 
ôëóêòóàöèé è íå êàñàåòñÿ ñðåäíèõ ïðîôèëåé. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñðåä-
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íèõ ïðîôèëåé — âêëþ÷èòü â ñîñòàâ ïðèåìíèêà ïàðàëëåëüíûé íåîïòèìèçèðîâàííûé êàíàë ïîñëåäå-
òåêòîðíîé îáðàáîòêè. Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ñãëàæèâàíèÿ â ýòîì êàíàëå âàðèàöèè 

îöåíîê, îáóñëîâëåííûå ôëóêòóàöèÿìè N
–

(h) êîíöåíòðàöèè ãàçà, áóäóò ïîäàâëåíû, à òî÷íîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê ñòàíåò äîñòàòî÷íîé’ äëÿ âíåñåíèÿ èõ âìåñòî àïðèîðíûõ ñðåäíèõ ïðîôèëåé. 

Ñäåëàåì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè Êàëìàíà—
Áüþñè (14), (15) â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ìåòîäà ÄÏ ïðè çîíäèðîâàíèè â ïîëîñàõ ïîãëîùåíèÿ Õàðòëè 
è Õèããèíñà. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ äâå äëèíû âîëíû: ìåíüøàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîìó ïîãëîùå-
íèþ, áîëüøàÿ — ñëàáîìó. Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòåé ìàðêîâñêîé ôèëüòðàöèè ðàññìîòðèì ðåàëèçóå-
ìûé íà ïðàêòèêå âàðèàíò, êîãäà â ïîëîñàõ Õàðòëè è Õèããèíñà áåðåòñÿ îäíà äëèíà âîëíû (íàïðèìåð, 
 = 308 íì), à òðåáóåìàÿ èíôîðìàöèÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ îöåíèâàåòñÿ èç äàííûõ 
îäíîâðåìåííîãî çîíäèðîâàíèÿ â âèäèìîì ( = 532 íì) èëè áëèæíåì ( = 351, 353 íì) ÓÔ- äèàïàçî-
íàõ äëèí âîëí,ãäå ïîãëîùåíèåì îçîíà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 

Ïðè ýòîì ëèíåéíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ 
s
(; 

0
) ïî ñòåïåíÿì 

m+1
 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
 

2 (h
0
, h)]

1/2
 g 2

0
 
h0

h

 dh –(h)  1. (17) 

 

Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ôèëüòðàöèè. Êàê ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè ôèëüòðàöèè ðàññìîòðèì çà-
âèñèìîñòü äèñïåðñèè îöåíêè êîíöåíòðàöèè îçîíà îò âûñîòû. Ñîãëàñíî (16) 
 

D[N*(h)] = 
2

0
 N
–2

(h) D{*
0m

 (h)} , (18) 
 

ãäå D{*
0m

 (h)} = K
mm

(h) — ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû Ê, óäîâëåòâîðÿþùåé 

äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ (15). Â ñâîþ î÷åðåäü èç (18) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ K
mm

(h) â 

ñëåäóþùåì âèäå: 
 

K
mm

(h) = 
D[N*(h)]
D[N(h)]  , 

 

òàê êàê D[N(h)] = 
2

0
 N
–2

(h). Òàêèì îáðàçîì, K
mm

(h) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì àïîñòåðèîðíîé äèñïåðñèè 

îöåíêè N*(h) ê àïðèîðíîé äèñïåðñèè ôëóêòóèðóþùåãî ïðîôèëÿ N(h) êîíöåíòðàöèè ãàçà. 
Îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè äèíàìèêè ýôôåêòèâíîñòè ôèëüòðàöèè óäîáíî âûÿñíèòü íà îäíîé èç 

âîçìîæíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé ñãëàæåííûõ çîíäèðóþùèì èìïóëüñîì ôëóêòóàöèé êîíöåíòðàöèè N(h), 
â ÷àñòíîñòè, ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà (m = 1) è äâóìåðíîì âåêòîðå 


0
 = {

1
, 

2
}
T
. Ñîãëàñíî (15) ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû Ê óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: 
 





 dK

11
(h)

dh  = – 
2
L

0
 K

11
(h) + 

2
L

0
 – 

4–
s

2
(h) 

0

2

–

(h)

 K
12

2 (h);  

dK
12
(h)

dh  = – 
2
L

0
 K

12
(h) + –(h) K

11
(h) – 

4–
s

2
(h) 

0

2

–

(h)

 K
12
(h) K

22
(h) ;

dK
22
(h)

dh  = –(h) K
12
(h) – 

4–
s

2
(h) 

0

2

–

(h)

 K
22
(h) ,  

 (19) 

 
ãäå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âûñîòà h = c/2, ïîýòîìó ïðîôèëè îòíîñèòåëüíûõ äèñïåðñèé 
K

11
(h), K

22
(h) õàðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâíîñòü ôèëüòðàöèè è åå äèíàìèêó â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû. 

Ó÷èòûâàÿ ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü –
s
(h) è –


(h) îò h, íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü íà èñ÷åðïûâàþùåå èçó÷åíèå 

çàâèñèìîñòåé K
11
(h), K

12
(h), K

22
(h) àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü ïðîôèëè –

s
(h), 

–
N
 ñ ó÷åòîì âñåõ ôàêòîðîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ çîíäèðîâàíèå O3 â ÓÔ-äèàïàçîíå, è ïðîâîäèòü ÷èñëåí-

íîå èíòåãðèðîâàíèå (19). 
Âûñîòíóþ çàâèñèìîñòü K

11
(h) ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, åñëè â ïåðâîì óðàâíåíèè (19) çàìåíèòü 

K
12
(h) ïðèáëèæåíèåì 
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K
~

12
(h) g –(h) L

0 K11
(h), 

 

êîòîðîå ïîëó÷åíî äëÿ L
0
  h – h

0
. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ K

11
(h) ìîæíî èíòåãðèðîâàòü íåçàâè-

ñèìî îò äðóãèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (19). Â ðåçóëüòàòå èìååì 
 

dK
11
(h)

dh  = – 
2
L

0
 K

11
(h) + 

2
L

0
 – 

2
L

0
 Q(h; ) K

11

2 (h) , (20) 

 

ãäå 
 

Q(h; ) = 
2–

s

2
(h) 

0

2
L

0

–

(h)

 [ –(h)L
0
]
2
 . (21) 

 

Âåëè÷èíó Q(h, ), çíà÷åíèå êîòîðîé' íà çîíäèðóåìîì èíòåðâàëå âûñîò, êàê áóäåò îòìå÷åíî íèæå, âî 
ìíîãîì îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü ôèëüòðàöèè, íàçîâåì îáîáùåííûì îòíîøåíèåì ñèãíàë-øóì, àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [2, 14, 15] ïðèìåíèòåëüíî ê îäíî-è äâóõêàíàëüíîé ôèëüòðàöèè 
ñèãíàëîâ ëèäàðà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Âèäíî, ÷òî Q(h, ) âèäà (21) îòëè÷àåòñÿ îò îòíîøåíèÿ Q(h), 
ââåäåííîãî â [2, 15], ìíîæèòåëåì 
 

–
O3

(0, L
0
) = –(h)L

0, 

 

ó÷èòûâàþùèì ýôôåêòèâíîå ïîãëîùåíèå îçîíîì íà èíòåðâàëå L
0
, îïðåäåëÿþùåì ïðîñòðàíñòâåííîå 

ðàçðåøåíèå ëèäàðà. 
Êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ K

11
(h) â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ çîíäèðîâàíèÿ îäèíàêîâ [15]: 

áûñòðîå óáûâàíèå îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ K
11
(h) = 1 äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ K

–
11
 (ïåðåõîäíîé ðå-

æèì), çàòåì çíà÷èòåëüíî áîëåå ìåäëåííîå âîçðàñòàíèå ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì â K
11
() = 1. 

Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (20) äàåò äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà 
 

h – h
0
 g {2Q(h

0
; )}

–1
 . 

 

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ïðîôèëåé –
s
(h), –(h; ), êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëü-

íî áîëüøå L
0
, ìîæíî íàéòè òàê íàçûâàåìîå êâàçèñòàöíîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20). Äëÿ ýòîãî 

ïîëîæèì dK
11
(h)/dh = 0 è çàïèøåì ðåøåíèå K

–
11
(h) êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî K

–
11
(h) â 

ñëåäóþùåì âèäå: 
 

K
–

11(h) = 
1

2Q(h; ) { 1 + 4Q(h; ) – 1} . (22) 

 

Åñëè Q(h; )  0,25, òî K
–

11
(h) g {Q(h; )}

–0,5
. Èç (22) âèäíî, ÷òî Q(h; ) ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïàðà-

ìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ýôôåêòèâíîñòü ôèëüòðàöèè. Äëÿ àíàëèçà âûñîòíî-ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè 
Q(h; ) ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðîôèëåé Q(h; ) íà âûáðàííûõ äëèíàõ âîëí èçëó÷åíèÿ ýêñèìåðíîãî ëà-
çåðà íà KrF ñ ÿ÷åéêàìè ÂÊÐ íà Í2 è D2, ýêñèìåðíûõ ëàçåðîâ íà XeCl è ÕåÂr ñ ðåàëüíûìè ïàðàìåò-
ðàìè ëèäàðà. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà Q(h; ) ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: ÷òîáû îáåñïå÷èòü Q(h; )  1, 

íåîáõîäèìî ïîëèèìïóëüñíîå çîíäèðîâàíèå â îäíîì ñåàíñå èçìåðåíèÿ. 
Î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ èìååò ñìûñë ëèøü äëÿ òåõ âûñîò, ãäå K

11
(h)  1, ïîñêîëüêó 

àïðèîðè çàäàííûé ïðîôèëü N
–

(h) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðèâèàëüíóþ îöåíêó ðåàëèçàöèè N(h)  ñ 

äèñïåðñèåé, ðàâíîé àïðèîðíîé D[N(h)], ò.å. ñ K
11
(h) = 1. Èç (22) âèäíî, ÷òî K

–
11
(h) íàõîäèòñÿ â îáðàò-

íîé çàâèñèìîñòè îò Q(h; ), ïîýòîìó äëÿ ýôôåêòèâíîé ôèëüòðàöèè íåîáõîäèìî Q(h; )  1. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîñòè çîíäèðîâàíèÿ áûëè âûáðàíû ÷åòûðå ãèïîòåòè÷åñêèõ 

ëèäàðà, çîíäèðóþùèõ íî÷üþ, ñ ïàðàìåòðàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå, è  = 5  10
7
 Ãö,  = 10

2
 ñ

–1
. 

Ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ Ýëüòåðìàíà [20] è ïîãëîùåíèÿ îçîíîì â ïîëîñàõ 
Õàðòëè è Õèããèíñà [21, 23] íà äëèíàõ èçëó÷åíèÿ ëàçåðîâ À—D ðàññ÷èòûâàëèñü çàâèñèìîñòè Q(h; ) 
äëÿ L

0
 = 300 ì ïðè óñðåäíåíèè ïî Ì = 104 àêòàì çîíäèðîâàíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ïðè 

÷àñòîòå ïîâòîðåíèÿ çîíäèðóþùèõ èìïóëüñîâ fï = 50 Ãö, èíòåðâàëó tñ = 200 ñ îäíîãî ñåàíñà çîíäè-
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ðîâàíèÿ. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû âûñîòíûå çàâèñèìîñòè K
11
(h), ðàññ÷èòàííûå ïî (22) ïðè çîíäèðî-

âàíèè ëèäàðàìè À—D. 
 

Ïàðàìåòðû ãèïîòåòè÷åñêèõ ëèäàðîâ 
 

Ëèäàð 
 

A B C D 

, нм 282 291.6 308 313 
Ëàçåð XeBr Kr–F íà D

2

2 XeCl Kr–F íà H
2

2

E
0
, Äæ 0,1 0,057 0,4 0,095 

Sa, ì
2
 0,785 0,785 0,785 0,785 


d
 0,2 0,2 0,2 0,2 


1
 9,35  10

–2
1,02  10

–1
 1,15  10

–1
1,15  10

–1
 

 

 
 

Ïðîôèëè ïîêàçàòåëÿ K
–

11
(h) ýôôåêòèâíîñòè ôèëüòðàöèè êîíöåíòðàöèè îçîíà ïðè çîíäèðîâàíèè ëè-

äàðàìè íà äëèíàõ âîëí  = 282 íì (1), 291,6 íì (2), 313 íì (3), 308 íì (4) 
 

Äëÿ ïðèíÿòûõ â ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ ýôôåêòèâíà äî âûñîò  12, 
16, 20, 9 êì ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëèäàðîâ À—D, à âûøå — ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìåòîäà 
ÄÏ ê îïòè÷åñêîé òîëùèíå ïîãëîùåíèÿ â ñòðîáå è ôëóêòóàöèîííîé òî÷íîñòè îöåíêè êîíöåíòðàöèè 
îçîíà — ôèëüòðàöèÿ íåýôôåêòèâíà. 

Çà ñ÷åò óõóäøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî ðàçðåøåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü ìåíüøèõ çíà÷å-

íèé K
–

11
(h), òåì ñàìûì óâåëè÷èòü òî÷íîñòü îöåíêè N*(h) êîíöåíòðàöèè N(h) îçîíà ñîãëàñíî (18), èëè 

áîëüøèõ âûñîò çîíäèðîâàíèÿ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ. 
Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, îáîñíîâàíà ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü ôëóêòóàöèé êîíöåíòðàöèè ãàçà, 

ñãëàæåííûõ ïðè åãî çîíäèðîâàíèè ìåòîäîì ÄÏ. Íàéäåíû àëãîðèòìû îáðàáîòêè ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ â 
ñ÷åòíîôîòîííîì ðåæèìå ôîòîäåòåêòèðîâàííÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ôèëüòðàöèè ôëóêòóè-
ðóþùåãî ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ãàçà çàâèñèò îò îáîáùåííîãî îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì, ââåäåííîãî â 
ðàáîòå. Äàííûé ïîäõîä ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé çîíäèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÄÏ äðóãèõ ãàçîâ 
êàê â ïîëîñàõ, òàê è â ëèíèÿõ ïîãëîùåíèÿ. 
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G . N .  G l a z o v ,  G . Ì  I g o n i n .  Nonlinear Marcovian Filtration in Application to Processing DIAL 
data on Ozone Sensing. 
 

A possibility of using optimal Marcovian filtration in processing DIAL sensing data is shown based on the use of 
a Marcovian model of altitude fluctuations of an atmospheric gas concentration smoothed by a sounding laser pulse. 
Algorithm of optimal estimation of the fluctuating profile of a gas and the variance of estimate are proposed. The 
analysis of the efficiency of the algorithms is carried out using numerical simulations for four hypotetic lidars possess-
ing the energy potentials sufficient for sounding ozone in the Hartley and Higgins absorption bands. 


