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Ðàññìîòðåíû èñêàæåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïðè åãî äèñêðåòèçàöèè ñ ÷àñòîòîé, ìåíüøåé ÷àñòîòû Íàéêâèñòà. 
Ïîêàçàíà öåëåñîîáðàçíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîé íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèé. Ïðåäëîæåí ìåòîä 
âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåñêîëüêèì èçîáðàæåíèÿì, äèñêðåòèçîâàííûì ñî ñìåùåíèåì, ïîçâîëÿþùèì óìåíüøèòü 
ýôôåêòû íàëîæåíèÿ ñïåêòðîâ. 

 
Àíàëîãî-öèôðîâîå ïðåîáðàçîâàíèå èçîáðàæåíèé, çàêëþ÷àþùååñÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòè-

çàöèè è êâàíòîâàíèè èíòåíñèâíîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèé, ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíîé îïåðàöèåé ñîâðåìåí-
íûõ îïòèêîâû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ. Òî÷íîñòü åå âûïîëíåíèÿ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòè 
ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé. Òàê, åñëè ôîðìèðóþùàÿ èçîáðàæåíèå îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì /D, ãäå  — äëèíà âîëíû ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ, D — äèàìåòð 
àïåðòóðû ñèñòåìû, òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè ñ ýòèì ðàçðåøåíèåì øàã äèñêðåòèçàöèè  íå äîë-
æåí ïðåâûøàòü âåëè÷èíó 0 = /2D. Ýòî óñëîâèå èçâåñòíî êàê êðèòåðèé Íàéêâèñòà. Ïðè åãî íàðó-
øåíèè ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå ñïåêòðîâ èçîáðàæåíèÿ, ïðîÿâëÿþùååñÿ â èñêàæåíèè ìåëêèõ äåòàëåé è 
èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì ìóàð-ýôôåêòà [1].Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè 
êîìïåíñàöèè ýòîãî ýôôåêòà. Ïðè ýòîì ðàäè ïðîñòîòû ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê îãðàíè÷èìñÿ îäíî-
ìåðíûì àíàëèçîì. 

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äèñêðåòèçàòîðà âûõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå Iä(õ) ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì èçîáðàæåíèÿ I0(õ) êàê 
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Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ Ôóðüå ñïåêòðîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïî ïðàâèëó âèäà 
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òî åñòü ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïîâòîðåíèåì ñïåêòðà èñõîä-
íîãî èçîáðàæåíèÿ ñî ñäâèãîì íà âåëè÷èíû, êðàòíûå –1. Ïîñêîëüêó ñïåêòð îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ 
îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè ,Df f  ãäå fD = D/ — äèôðàêöèîííàÿ ÷àñòîòà îòñå÷êè, òî ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèÿ Íàéêâèñòà   0, ãäå 0 = (2fD)–1, ñëàãàåìîå íóëåâîãî ïîðÿäêà â (3) ëåãêî âûäåëèòü, 
íàïðèìåð, ïðîïóñêàÿ Iä(f) ÷åðåç ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò 0( ),P f  ðàâíûé åäèíèöå â îáëàñòè 1(2 )f    è 

íóëþ âíå åå. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå. Â ñëó÷àå  > 0 ïðîèñõîäèò 
íàëîæåíèå ñëàãàåìûõ íóëåâîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ èíôîðìàöèè íà ÷àñ-
òîòàõ, îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåíñòâîì 1

0( ) ,Df f f     è ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè íà èçîáðàæåíèè 

ëîæíûõ äåòàëåé. Ýôôåêò íàëîæåíèÿ ìîæíî óñòðàíèòü, åñëè ïåðåä äèñêðåòèçàöèåé èçîáðàæåíèå ïðî-
ïóñòèòü ÷åðåç óïîìÿíóòûé âûøå ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò [1]. Ïðè ýòîì áóäåò ïîòåðÿíà èíôîðìàöèÿ íà 

÷àñòîòàõ 
11 / 2 .Df f
    Ïîñêîëüêó –1/2 > (–1—fD), òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì èçîáðàæåíèå 

îêàçûâàåòñÿ áîëåå òî÷íîé âåðñèåé èñõîäíîãî. 
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ïîäîáíàÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ ôèëüòðàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì çà ñ÷åò óñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè â ïðåäåëàõ ôîòî÷óâñòâèòåëüíîé ïî-
âåðõíîñòè ýëåìåíòàðíîãî äàò÷èêà äèñêðåòèçàòîðà (ðåãèñòðàòîðà). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ýêâèâàëåíòíî 
äèñêðåòèçàöèè íå I0(x), à ñãëàæåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
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ãäå Ð(õ) — ýôôåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà äàò÷èêà. Äëÿ ñïåêòðà ( )I f  èç (4) ñëåäóåò ðàâåíñòâî 
 

 (5) 
 

Îáû÷íî ïîëàãàþò Ð(õ) ðàâíûì –1 â ïðåäåëàõ îáëàñòè / 2x    è íóëþ âíå åå, òàê ÷òî äëÿ ( )P f  
îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì âûðàæåíèå 
 

 (6) 
 

Òàêîé ôèëüòð äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåò èñêàæåíèÿ ïðè íàëîæåíèè ñïåêòðîâ, íî îäíîâðåìåííî îí 
îñëàáëÿåò íåèñêàæåííóþ ÷àñòü. Â ðåçóëüòàòå êà÷åñòâî èçîáðàæåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòîëü æå íèç-
êèì. Íà ðèñ. 1 äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû äèñêðåòèçàöèè èçîáðàæåíèÿ: à — èñõîäíîå ìîäåëüíîå èçîáðàæåíèå; á — åãî 
ïðîñòàÿ âûáîðêà ÷åðåç îòñ÷åò, â — âûáîðêà ñî ñãëàæèâàíèåì ïî ýëåìåíòàì 22 

 

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå à, çàäàâàåìîå ìàññèâîì ÷èñåë ðàçìåðîì 6464 ïðè 0 = 1, áûëî äèñêðåòèçîâà-
íî ñ øàãîì  = 2 äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: á — ïðîñòîé âûáîðêîé ÷åðåç øàã, â — ñ ïðåäâàðè-
òåëüíûì ïðîïóñêàíèåì ÷åðåç ôèëüòð P(fx)  P(fy). Íîðìèðîâàííàÿ îøèáêà  èçîáðàæåíèé á è â ïî 
ñðàâíåíèþ ñ à îïðåäåëÿåòñÿ êàê 
 

 = 
 I

0
(f) – I

Ä
(f)

2
df

 I
0
(f)

2
df

 . (7) 

 

Ýòà îøèáêà îêàçàëàñü ðàâíîé äëÿ èçîáðàæåíèé á è â ñîîòâåòñòâåííî 0,163 è 0,167. Íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîå ðàçðåøåíèå â èçîáðàæåíèè íå ëó÷øå 2. 

Ìîæíî ïðåäëîæèòü èíîé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ îøèáîê íàëîæåíèÿ ñïåêòðîâ. Îí îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ âåðñèé èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ 
ïîëîæåíèÿõ äèñêðåòèçàòîðà è èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Òàê, åñëè äèñêðåòèçàòîð ñìåùåí íà âåëè÷èíó 
0, òî äëÿ ñïåêòðà íîâîãî èçîáðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 
 

I


Ä
(f) = 

–1


j=–


 I


0
(f – j

–1
) exp





– 

2i
  j  . (8) 

 

Ïðè èçâåñòíîì  è 20   > 0, êîãäà íà êàæäîé ÷àñòîòå f â (3) è (8) ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå äâóõ 
ñëàãàåìûõ, (3) è (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ 
íåèçâåñòíûõ. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò òî÷íî íàéòè èñõîäíûé ñïåêòð 0( ).I f  Â ÷àñòíîñòè, ïðè 

 = /2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 
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Åñëè âåëè÷èíà  ñëó÷àéíà, íî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â èíòåðâàëå ; ,
2 2
   

 
 òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî 

âîññòàíîâëåíèÿ 0( )I f  äîñòàòî÷íî óñðåäíèòü (8) ïî ñåðèè ðåàëèçàöèé. Ïîñêîëüêó 
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Â ñëó÷àå, êîãäà íà  ñìåùàåòñÿ íå äèñêðåòèçàòîð, à ñàìî èçîáðàæåíèå, ñïåêòð ðàâåí 
 

 (12) 
 

Ïðè èçâåñòíîì  äëÿ íàõîæäåíèÿ 0( )I f  îïÿòü íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) è (12), à 
ïðè ñëó÷àéíîì è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîì — óñðåäíÿòü ñïåêòðû. Îäíàêî â îòëè÷èå îò (11) óñðåä-
íåíèþ ïîäëåæàò íå ñàìè ñïåêòðû, à ïðîèçâåäåíèå âèäà ä ( ) exp{ 2 },I f if     èíà÷å â ðåçóëüòàòå óñðåä-

íåíèÿ ìû ïðèäåì ê ñïåêòðó âèäà (3) äèñêðåòèçîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû  â ýòîì 
ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ñäâèãà öåíòðà òÿæåñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä îñ-
íîâàí íà èçìåðåíèè ñìåùåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ñäâèíóòîãî èçîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî. 
Öåíòð òÿæåñòè èçîáðàæåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå: 
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Îøèáêà îïðåäåëåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè äàííûì ìåòîäîì ìàëà ïðè øàãå äèñêðåòèçàöèè   20. Äåéñò-
âèòåëüíî, èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (13) è (14), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå â òî÷êå fx = 0, fy = 0, à çíà÷åíèå ëîæíûõ ñïåêòðîâ â ýòîé òî÷êå ïðè   20 ðàâíî 0. 
Åñëè  > 20, òî îøèáêà â îïðåäåëåíèè öåíòðà òÿæåñòè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì . Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò 
äàííûé ìåòîä. 
 

 
 

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïî ñìåùåííûì äèñêðåòèçîâàííûì èçîáðàæåíèÿì: à — èñõîäíîå 
ìîäåëüíîå èçîáðàæåíèå; á — åãî õàðàêòåðíàÿ âûáîðêà ÷åðåç îòñ÷åò, â — âîññòàíîâëåííîå èçîáðà-
æåíèå ïî 50 ñìåùåííûì âûáîðêàì âèäà á 

 

Òàê, íà ðèñ. 2, à ïîêàçàíî èñõîäíîå èçîáðàæåíèå, á — èçîáðàæåíèå ïðè  = 20, â — ðåçóëüòàò 
âîññòàíîâëåíèÿ ïî 50 ïîäîáíûì èçîáðàæåíèÿì. Îøèáêà  ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 0,413 è 0,147. Òàêèì 
îáðàçîì, ïóòåì îáðàáîòêè íåñêîëüêèõ èçîáðàæåíèé, äèñêðåòèçîâàííûõ ñ øàãîì , âîçìîæíî âîññòà-
íîâëåíèå èçîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî øàãó äèñêðåòèçàöèè ïî êðàéíåé ìåðå /2. 
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K . R .  L î z i n ,  A . D .  R y a k h i n . Compensation for the Moire-Effect in Image Sampling. 
 

The discrete image degradation by moire-effect is considered. Usefulness of the low-frequency image filtration is dem-
onstrated. The new method of image restoration from few discrete images which are shifted before sampling is proposed. 


