
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 24, ¹ 7 (2011) 

 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôàçîâîãî íàáåãà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîäíîðîäíîé ðåôðàêöèîííîé ñðåäå 555 
 

 

ÓÄÊ 535.31; 535.361.22 
 

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôàçîâîãî íàáåãà  
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí  

â íåîäíîðîäíîé ðåôðàêöèîííîé ñðåäå 
 

Â.Â. Äóäîðîâ, Â.Â. Êîëîñîâ* 
 

Èíñòèòóò îïòèêè àòìîñôåðû èì. Â.Å. Çóåâà ÑÎ ÐÀÍ  
634021, ã. Òîìñê, ïë. Àêàäåìèêà Çóåâà, 1 

 

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9.02.2011 ã. 
 

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà ôàçîâîãî íàáåãà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ  
â íåîäíîðîäíîé ðåôðàêöèîííîé ñðåäå. Ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ëèíèé òîêà ýíåðãèè, êàñàòåëüíûå  
ê êîòîðûì ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ 
äàííîãî ìåòîäà äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. 
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phase incursion, ray-tracing technique, refractive medium, atmospheric turbulence. 

 

Ââåäåíèå 

Îïòè÷åñêîå èçëó÷åíèå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè  
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå íà ïðîòÿæåííûõ òðàññàõ 
ïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå ôàçîâûå èñêàæåíèÿ. 
Èíôîðìàöèÿ î âåëè÷èíå äèñïåðñèè ôàçîâîãî íàáåãà 
îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ àòìîñôåð-
íûõ óñëîâèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé 
ïðè êîíñòðóèðîâàíèè àäàïòèâíûõ ñèñòåì, ðàáî-
òàþùèõ íà îñíîâå îáðàùåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà îò 
íåêîòîðîãî îïîðíîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ [1–4].  
 Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî îñóùåñòâëåíèå 
ôàçîâîé êîððåêöèè â äèàïàçîíå, ïðåâûøàþùåì 
èíòåðâàë (0, 2π), ìîæåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü äè-
íàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ñèñòåì. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ îòñóòñòâèåì ñêà÷êà êîððåêòèðóþùåé ôàçû 
ïðè ïðåâûøåíèè çíà÷åíèÿ 2π. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå 
ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèñòåì ôàçîâûå èñêàæåíèÿ ðà-
äèîñèãíàëà ïðèâîäÿò ê îøèáêàì èçìåðåíèÿ êîîð-
äèíàò îáúåêòîâ è ñíèæåíèþ êà÷åñòâà ðàäèîëîêàöè-
îííîãî èçîáðàæåíèÿ [5, 6]. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèÿ òàêæå íåîáõîäèìû èçìå-
ðåíèÿ èçìåíåíèé íàáåãà ôàçû çà ïðåäåëàìè èíòåð-
âàëà (0, 2π).  

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ðàáîòû ðàäèîñèíòåçèðî-
âàííûõ àíòåíí èñêàæåíèÿ òðàåêòîðíîãî ñèãíàëà, 
îáóñëîâëåííûå ôëóêòóàöèÿìè ñðåäû ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ðàäèîâîëí, òàêæå äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííû. 
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîãåðåíòíîãî 
èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ îáû÷íî èñïîëü-
çóþò ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ [7]. Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ÷èñëåííûìè 
ìåòîäàìè ïîçâîëÿåò íàéòè â çàäàííîé ïëîñêîñòè 
ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè è ôàçû ïîëÿ. Îäíàêî 
â ýòîì ñëó÷àå öåëîå ÷èñëî íàáåãîâ ôàçû, êðàòíûõ  
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2π, îòáðàñûâàåòñÿ è ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî çíà-
÷åíèÿ «ïðèâåäåííîé ôàçû» â èíòåðâàëå îò íóëÿ äî 
2π. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèòü äëèíó ôàçîâîãî ïóòè 
(ôàçîâûé íàáåã) îò èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ äî çàäàí-
íîé òî÷êè íåâîçìîæíî. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòì 
ðàñ÷åòà ôàçîâîãî íàáåãà ðàäèîâîëí îò ïðîèçâîëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ â íåîäíîðîäíîé (ñëó-
÷àéíîé è ðåãóëÿðíîé) ðåôðàêöèîííîé ñðåäå,  
à òàêæå àïðîáàöèÿ äàííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíò-
íîé àòìîñôåðå. 

Ìåòîä 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî ïóòè ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [8–10]. Ñóòü ìåòîäà 
ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ýëåêòðè÷åñêîé (îïòè÷åñêîé) 
äëèíû ëèíèè òîêà ýíåðãèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó íà-
áëþäåíèÿ ñ èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì 
îáðàçîì, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå òðàåêòî-
ðèé, êàñàòåëüíûå â êàæäîé òî÷êå ê êîòîðûì ñîâïà-
äàþò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà. 

Äàííûå òðàåêòîðèè äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ 
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ: 
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ãäå k = 2π/λ – âîëíîâîå ÷èñëî; E(z, ρ) – êîìïëåêñ-

íàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ â òî÷êå (z, ρ); z – êîîðäèíàòà 
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âäîëü îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ; ρ = {x, y} = 
= ix + jy – ðàäèóñ-âåêòîð â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ; ;
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I = A2 è ϕ – èíòåíñèâíîñòü è ôàçà ïîëÿ E = Aeiϕ. 
Îïðåäåëèì âûðàæåíèå äëÿ ôàçîâîãî íàáåãà 

âäîëü ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòó-
äû ïîëÿ: 
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ãäå ε – ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé 
ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïîäñòàâèâ 
â äàííîå óðàâíåíèå âûðàæåíèå êîìïëåêñíîé àì-
ïëèòóäû ïîëÿ ÷åðåç âåùåñòâåííûå àìïëèòóäó  
è ôàçó E = Aeiϕ è äàëåå ðàçäåëÿÿ ìíèìóþ è âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü 
ñëåäóþùóþ èçâåñòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé [7]: 
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1) âòîðîå óðàâíåíèå 
äàííîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ ïîëíîé 
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïàðàêñèàëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ ôàçû ïîëÿ, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåãîñÿ èç ïëîñêîñòè z = 0 â ïëîñêîñòü z = L,  
ñ ó÷åòîì äèôðàêöèîííûõ ýôôåêòîâ ñëåäóåò âûðà-
æåíèå [11]: 
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ãäå 
1

( , ) ( , )z z
k

⊥= ∇ ϕθ ρ ρ  – âåêòîð, íàïðàâëåíèå êî-

òîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà Óìîâà–
Ïîéíòèíãà, îïðåäåëÿåò íàêëîí ëèíèè òîêà ýíåðãèè 
ρ(z). 

Òðåòüå ñëàãàåìîå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæå-
íèè (6) îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíûé äèôðàêöèîí-
íûé íàáåã ôàçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëÿ â íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è òîãäà 
âûðàæåíèå (6) áóäåò èìåòü âèä 
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Äàííîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàêñèàëü-
íîìó ïðèáëèæåíèþ èçâåñòíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 

ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî ãåîìåòðè÷åñêóþ ôàçó  
ñ äëèíîé ëèíèè òîêà ýíåðãèè l [12]:  

 ( , ) ,d kn z dlϕ = ρ  (8) 

ãäå n = 1 + Δn – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ (ε = 2Δn). Âûðàæåíèå (7) ïîëó÷àåòñÿ 
èç (8) ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà äëè-
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è îãðàíè÷åíèè äî ñëàãàåìûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.  
Ðåøåíèÿ äëÿ ëèíèé òîêà ýíåðãèè ρ(z) ìîãóò 

áûòü ïîëó÷åíû ìåòîäîì äèôðàêöèîííûõ ëó÷åé, 
êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê [8–10] . Áûëî 
ïîêàçàíî, ÷òî äèôðàêöèîííûå ëó÷è (ëèíèè òîêà 
ýíåðãèè) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó óðàâíåíèþ [8]: 
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (6), (9) ñ ó÷åòîì 
âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî íàêëîí 

ëèíèè òîêà ýíåðãèè 
( )

( , ) ,
d z

z
dz

=

ρ
θ ρ  ïîçâîëÿþò âû-

÷èñëèòü ôàçîâûé íàáåã ïîëÿ ïðè åãî ðàñïðîñòðàíå-
íèè â ñðåäå ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ëó÷å-
âîãî óðàâíåíèÿ (9) íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå 

óñëîâèÿ äëÿ ρ(0) è dρ(0)/dz íà ñåòêå, ïëîòíî ïå-
ðåêðûâàþùåé îáëàñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî 
ïîëÿ èçëó÷åíèÿ [1]. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü òðàåêòîðèè ëèíèé òîêà ýíåðãèè îò âñåãî èñ-
òî÷íèêà èçëó÷åíèÿ è óñòàíîâèòü îáëàñòè ëîêàëüíûõ 
ôîêóñèðîâîê è äåôîêóñèðîâîê èçëó÷åíèÿ ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.  

Îäíàêî åñëè íàì íåîáõîäèìî çíàòü íàáåã ôàçû 
òîëüêî â îäíîé çàäàííîé òî÷êå, òî íåò ÿâíîé íåîá-
õîäèìîñòè ðåøàòü ëó÷åâûå óðàâíåíèÿ (9) äëÿ âñåãî 
ìíîæåñòâà ëó÷åé, çàäàííîãî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 
è îáåñïå÷èâàþùåãî íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ 
ñèñòåìû ëó÷åâûõ óðàâíåíèé. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ëèíèè òîêà 
ýíåðãèè ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (1), 

ãäå ôóíêöèÿ ( , )z⊥∇ ϕ ρ  îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ 

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3), ò.å. 

 
*

*

Im ( , ) ( , )1 1
( , ) .

( , ) ( , )

E z E zd
z

dz k k E z E z

⊥

⊥

⎡ ⎤∇⎣ ⎦= ∇ ϕ =
ρ ρρ

ρ
ρ ρ

 (10) 

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôàçû ïîëÿ, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåãîñÿ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå. Äëÿ ðåøåíèÿ 
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) âîñïîëüçóåìñÿ ìå-
òîäîì ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ôàêòîðàì, êîãäà 
ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû ìîäåëèðóåòñÿ  
ñ ïîìîùüþ ôàçîâûõ ýêðàíîâ [13, 14]. Íà ðèñ. 1 
èçîáðàæåíà ñõåìà ðàñ÷åòà ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû 
ïðåäñòàâëåííûì ìåòîäîì.  
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Ïîâåðõíîñòü íà÷àëüíîé ôàçû Ëèíèÿ òîêà ýíåðãèè

Ôàçîâûå ýêðàíû
z = 0 

x 

ϕ0(x, y) 
ϕ(z = L, x, y) 

ϕturb1 
ϕturb2 ϕturbN

z
 

z 

z = L 

∇⊥ϕ 
Δl = ∇⊥ϕΔz 

 
 

Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàñ÷åòà ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû ìåòîäîì äèôðàêöèîííûõ ëó÷åé 

 

Âñÿ äèñòàíöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà Nz ÷àñòåé, ó÷åò 
òóðáóëåíòíûõ èñêàæåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì 
ïîñòàíîâêè ôàçîâûõ ýêðàíîâ â öåíòð êàæäîãî èç 
Nz ñëîåâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ëó÷åâûõ óðàâíåíèé (ïî-
ñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè ëèíèè òîêà ýíåðãèè) äèñòàí-
öèÿ ìåæäó ýêðàíàìè ðàçáèâàåòñÿ íà Nd øàãîâ. Òà-
êèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî øàãîâ ïî ýâîëþöèîííîé 
ïåðåìåííîé z ñîñòàâëÿåò Nzd = Nz ⋅ Nd. 

Â âûðàæåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàáåãà ôàçû 
âäîëü ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé (6) ïåðâûå äâà ñëàãàå-
ìûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðîîïòè÷åñêèé íàáåã 
âäîëü äàííîé òðàåêòîðèè. Òðåòüå ñëàãàåìîå ó÷èòû-
âàåò èçìåíåíèÿ ôàçû, âûçâàííûå äèôðàêöèåé ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôàçà ïîëÿ 

â íåêîòîðîé òî÷êå ρ(z = L) â íàøåì ñëó÷àå îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê 

 
2

2 turb
0 2

10

( , ) ,
2

z
L N

k

k

k A
z L dz

k A

⊥

=

⎛ ⎞∇
ϕ = = ϕ + + + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ρ θ  (11) 

ãäå ϕ0 – íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôàçû ïîëÿ, îïðåäå-
ëÿåìîå êðèâèçíîé íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ôðîíòà; 
âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëó÷åâûõ 

óðàâíåíèé; turb

1

zN

k

k=

ϕ∑  – ñóììàðíûé íàáåã ôàçû ïîëÿ 

â òóðáóëåíòíîé ñðåäå âäîëü ëèíèè òîêà ýíåðãèè, 
îïðåäåëÿåìûé ôàçîâûìè ýêðàíàìè, ìîäåëèðóþùè-
ìè òóðáóëåíòíûå íåîäíîðîäíîñòè. 

Â ñëó÷àå åñëè íàì íåîáõîäèìî íàéòè íàáåã ôà-

çû â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (z = L, ρ) îò èñòî÷íèêà, 
ðàñïîëîæåííîãî â ïëîñêîñòè z = 0, íóæíî âíà÷àëå 
ðåøèòü ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) ìåòîäîì ðàñ-
ùåïëåíèÿ èç ïëîñêîñòè z = 0 â ïëîñêîñòü z = L, 
çàòåì âûïîëíèòü îáðàùåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà è íàé-
òè ðåøåíèå ëó÷åâîãî óðàâíåíèÿ (10) â îáðàòíóþ 

ñòîðîíó äëÿ ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè (z = L, ρ). 

Àïðîáàöèÿ ìåòîäà è ðåçóëüòàòû 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè ëó÷åâîãî ìåòîäà  
â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå áûëî âûïîëíåíî ñðàâíå-
íèå ðåøåíèé äëÿ ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû ñ àíàëè-
òè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà 
ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé èíòåíñèâ-
íîñòè 

 ( 0, ) ( 0, ) ( 0, ),I z E z E z
∗

= = = =ρ ρ ρ  (12) 

ãäå  

 
2 2

2
0

( 0, ) exp .
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⎝ ⎠
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Â ðàáîòå [7] ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ êàê äëÿ 
ñàìèõ ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé, òàê è äëÿ íàáåãà ôàçû 
âäîëü ýòèõ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ. 2, a è á ïîêàçàíî 
ðåøåíèå ëó÷åâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñåìåéñòâà ëó÷åé, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèþ ñôîêóñèðîâàí-
íîãî ïó÷êà.  

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ïó÷êà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå îøèáêà ïðåäñòàâ-
ëåííîãî ìåòîäà â îïðåäåëåíèè êàê ëó÷åâûõ òðàåê-
òîðèé, òàê è ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû âäîëü íèõ íå 
ïðåâûøàåò äîëåé ïðîöåíòà äëÿ çíà÷åíèé Nzd < 40. 
 Íà ðèñ. 2, â è ã ïîêàçàíî ðåøåíèå ëó÷åâûõ 
óðàâíåíèé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïó÷êà â òóðáó-
ëåíòíîé ñðåäå. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, õàðàêòåðè-
çóþùåãî ñèëó ïðîÿâëåíèÿ òóðáóëåíòíûõ ýôôåêòîâ, 
áûëî âûáðàíî îòíîøåíèå äèàìåòðà ïðèåìíîé àïåð-

òóðû ê ðàäèóñó Ôðèäà D/r0 ( )2 2 3/5
0 (0,423 ) ,

n
r k C L

−

=  

øèðîêî ïðèìåíÿåìîå èññëåäîâàòåëÿìè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. Ôàêòè÷åñêè 
äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî õàðàêòåð-
íûõ ðàäèóñîâ êîððåëÿöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû, ïðîøåäøåé ñëîé òóðáóëåíòíîé ñðåäû, íà ðàç-
ìåðå ïðèåìíîé àïåðòóðû. Äëÿ òóðáóëåíòíîé ñðåäû 
îòñóòñòâóþò íåîáõîäèìûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, 
êîòîðûå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå 
òåñòîâûõ, ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ òåñòèðîâàíèå 
ëó÷åâîãî ìåòîäà áûëî âûïîëíåíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ 
ðàçíîñòè ôàç â äâóõ òî÷êàõ, ïîëó÷åííîé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ëó÷åâîé òåõíèêè, ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì 
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî 
ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà. Çíàÿ ðåøåíèå ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé 

àìïëèòóäû ïîëÿ E(z, ρ), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæå-

íèå äëÿ ðàçíîñòè ôàç â äâóõ òî÷êàõ (z, ρ1) è (z, ρ2) 
â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ðèñ. 2. Ðåøåíèå ëó÷åâûõ óðàâíåíèé (9) ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñôîêóñèðîâàííîãî ïó÷êà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (a), (á) 
è òóðáóëåíòíîé ñðåäå D/r0 = 4 (â), D/r0 = 16 (ã). Äèñòàíöèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ L = 0,1ld (a), (â), (ã), L = 1,0ld (á), 2

0/2dl ka=  
 
Âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ðàçíîñòü ôàç ìî-

æåò îòëè÷àòüñÿ íà 2πn îò èñòèííîãî èç-çà ïåðèî-
äè÷íîñòè ôóíêöèè arctan.  

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî 
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà D/r0 = 8 ïðè Nzd = 1000 
îøèáêà â îïðåäåëåíèè ðàçíîñòè ôàç ñîñòàâëÿåò ìå-
íåå 0,05 ⋅ 2π. Ïðè ýòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû â ïðîâåäåííûõ 
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñîñòàâëÿëî íåñêîëüêî 2π. 
 Î÷åâèäíî, ÷òî íà äèñòàíöèÿõ, êîãäà ôàçîâûå 
ôëóêòóàöèè ïîëÿ òðàíñôîðìèðóþòñÿ â àìïëèòóä-
íûå, äèôðàêöèîííûå ýôôåêòû âíîñÿò ñóùåñòâåí-
íûé âêëàä â èçìåíåíèå ôàçîâîãî ôðîíòà âîëíû  
è ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëüíîãî íàáåãà ôàçû. Äëÿ 
îöåíêè äàííîãî âêëàäà áûëî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå 
ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé ôëóêòóàöèé íàáåãà ôàçû, 
âû÷èñëåííûõ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè è ïðåäñòàâëåííûì â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîäîì, 
ó÷èòûâàþùèì ðåôðàêöèîííûå è äèôðàêöèîííûå 
èñêðèâëåíèÿ ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ èñêàæåíèé èñïîëüçî-
âàëñÿ ìåòîä ãåíåðàöèè áåñêîíå÷íûõ ôàçîâûõ ýêðà-
íîâ, ïîçâîëÿþùèé çàäàâàòü ñïåêòð ôëóêòóàöèé 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñ âíåøíèì ìàñøòàáîì 
òóðáóëåíòíîñòè L0, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèì 
ðàçìåð ðàñ÷åòíîé ñåòêè [15]. 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñòàíäàðòíîãî 
îòêëîíåíèÿ ôëóêòóàöèé ôàçû îò ïàðàìåòðà L0/r0, 
õàðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü ïðîÿâëåíèÿ òóðáóëåíò-
íûõ ýôôåêòîâ.  

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ 
ôëóêòóàöèé ôàçû, ðàññ÷èòàííîãî â ïðèáëèæåíèè 
ãåîìåòðè÷åñêîé  îïòèêè  (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ),  õîðîøî 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ôëóêòóàöèé 
ôàçû îò ïàðàìåòðà L0/r0. Óñðåäíåíèå âûïîëíåíî ïî 20 
ðåàëèçàöèÿì òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé äëÿ äèñòàí-
öèè L = 0,1ld. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå íîðìèðî-
âî÷íîãî ïàðàìåòðà èñïîëüçîâàëñÿ ðàäèóñ ïðèåìíîé àïåð-
òóðû a, L0 = 5a, èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ çà-
äàâàëàñü â âèäå 2 2( ) exp( / ),

n
I r r a= −  0,1

n
a a=  (à);  

 16( ) exp{ ( / ) },
w

I r r a= −  5
w

a a=  (á) 
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ñîãëàñóåòñÿ ñî çíà÷åíèåì ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, 
ðàññ÷èòàííîãî ñ ó÷åòîì äèôðàêöèè (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ). Îäíàêî äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè 
òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé (ïðè èñïîëüçîâàíèè 
îäíèõ è òåõ æå ôàçîâûõ ýêðàíîâ) íàáëþäàåòñÿ ñó-
ùåñòâåííîå îòëè÷èå â çíà÷åíèÿõ ïðîäîëüíîãî íàáå-
ãà ôàçû, ðàññ÷èòàííûõ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè è ñ ó÷åòîì äèôðàêöèè.  

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêè ìû èñïîëüçîâàëè ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêîå îòêëîíåíèå ( )2
GO diferror ( )= ϕ − ϕ  ïðî-

äîëüíîãî íàáåãà ôàçû ϕGO, ïîëó÷åííîãî â äàííîì 
ïðèáëèæåíèè, îò ϕdif, ïîëó÷åííîãî ñ ó÷åòîì äè-
ôðàêöèè (íà ðèñ. 3 îòìå÷åíî øòðèõïóíêòèðíîé 
ëèíèåé). Îñíîâíàÿ îøèáêà ðàñ÷åòà íàáåãà ôàçû 
ìåòîäîì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî  
â äàííîì ñëó÷àå íàáåã ôàçû ðàññ÷èòûâàåòñÿ âäîëü 
îñåâîé ëèíèè, à â ìåòîäå äèôðàêöèîííûõ ëó÷åé –
âäîëü ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé, ïðåòåðïåâàþùèõ ñóùå-
ñòâåííûå èñêàæåíèÿ ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó-
÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2). Ïðè ýòîì äëÿ óçêîãî èñòî÷íèêà 
èçëó÷åíèÿ (ðèñ. 3, à) îøèáêà ïðè ðàñ÷åòå ïðîäîëü-
íîãî íàáåãà ôàçû â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè øèðîêîãî 
èñòî÷íèêà (ðèñ. 3, á). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ 
óçêîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà 
îñè îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, ëó÷åâàÿ òðàåêòîðèÿ, èñõî-
äÿùàÿ èç îñåâîé òî÷êè â ïëîñêîñòè ïðèåìíèêà, 
ïðîõîäÿ ÷åðåç òóðáóëåíòíûå íåîäíîðîäíîñòè, âîç-
âðàùàåòñÿ â ïðèîñåâóþ îáëàñòü. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè øèðîêîãî îïîðíîãî èñòî÷íèêà ëó÷åâàÿ òðàåê-
òîðèÿ, âäîëü êîòîðîé èíòåãðèðóåòñÿ ôàçà, çà÷àñòóþ 
çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïåðèôåðèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ 
âäàëè îò îñè. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñ÷åò ãåîìåòðîîïòè-
÷åñêîãî íàáåãà ôàçû, ðàññ÷èòàííîãî âäîëü îñè, 
áëèæå ê íàáåãó ôàçû, ðàññ÷èòàííîìó âäîëü òðàåê-
òîðèè, íà÷èíàþùåéñÿ è çàêàí÷èâàþùåéñÿ íà îñè 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ 
îöåíêè äèñïåðñèè ôëóêòóàöèé íàáåãà ôàçû ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. 
Îäíàêî åñëè íóæíî âûïîëíèòü ÷èñëåííîå ìîäåëè-
ðîâàíèå äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîãî íàáåãà 
ôàçû ïðè ïîïåðå÷íîì ñäâèãå òóðáóëåíòíûõ íåîä-
íîðîäíîñòåé, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äèôðàêöè-
îííûé íàáåã ôàçû, ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè â äàííîì ñëó÷àå 
ñóùåñòâåííà. 

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ì.À. Âîðîí- 
öîâó çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. 

 
1. Vorontsov M.A., Lachinova S.L. Laser beam projection 

with adaptive array of fiber collimators. I. Basic consi- 
 

derations for analysis // J. Opt. Soc. Amer. A. 2008. 
V. 25, N 8. P. 1949–1959. 

2. Lachinova S.L., Vorontsov M.A. Laser beam projection 
with adaptive array of fiber collimators. II. Analysis of 
atmospheric compensation efficiency // J. Opt. Soc. 
Amer. A. 2008. V. 25, N 8. P. 1960–1973. 

3. Ëóêèí Â.Ï. Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àäàïòèâ-
íûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 
2010. Ò. 23, ¹ 11. Ñ. 1027–1035. 

4. Êîïûëîâ Å.À., Ëóêèí Â.Ï. Ñòàòè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè áèìîðôíîãî çåðêàëà DM2-100-31 è âîçìîæíîñòü 
åãî ïðèìåíåíèÿ â àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé ñõåìå Áîëü-
øîãî ñîëíå÷íîãî âàêóóìíîãî òåëåñêîïà // Îïòèêà àò-
ìîñô. è îêåàíà. 2010. Ò. 23, ¹ 12. C. 1111–1113. 

5. Çàãîðèí Ã.Ê., Çðàæåâñêèé À.Þ., Êîíüêîâ Å.Â., Ñî-
êîëîâ À.Â., Òèòîâ Ñ.Â., Õîõëîâ Ã.È., ×åðíàÿ Ë.Ô. 
Ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ðàñïðîñòðàíåíèå ìì-âîëí â 
ïðèçåìíîì ñëîå àòìîñôåðû // Æ. ðàäèîýëåêòðîí. 
2001. ¹ 8.  

6. Àíäðååâ Ã.À., ×åðíàÿ Ë.Ô. Ôëóêòóàöèè ïó÷êà ìèë-
ëèìåòðîâûõ âîëí â òóðáóëåíòíîé ïîãëîùàþùåé òðîïî-
ñôåðå Çåìëè // Ðàäèîòåõíèêà. 1978. Ò. 33, ¹ 1. 
Ñ. 16–29. 

7. Âèíîãðàäîâà Ì.Á., Ðóäåíêî Î.Â., Ñóõîðóêîâ À.Ï. 
Òåîðèÿ âîëí. Ì.: Íàóêà, 1979. 363 ñ.  

8. Áåñïàëîâ Â.È., Ëèòâàê À.Ã., Òàëàíîâ Â.È. Ñàìî-
âîçäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â êóáè÷íûõ ñðå-
äàõ. Íåëèíåéíàÿ îïòèêà. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1968. 
428 ñ. 

9. Êîëîñîâ Â.Â. Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ 
ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 
1992. Ò. 5, ¹ 4. Ñ. 397–403. 

10. Äóäîðîâ Â.Â., Êîëîñîâ Â.Â. Èññëåäîâàíèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ñèëüíî ïîãëî-
ùàþùèõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ìåòîäîì äèôðàêöèîí-
íûõ ëó÷åé // Îïòèêà àòìîñô. è îêåàíà. 1997. Ò. 10, 
¹ 12. Ñ. 1561–1567.  

11. Êîëîñîâ Â.Â. Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòè÷íî 
êîãåðåíòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíûõ 
ñðåäàõ ëó÷åâûìè ìåòîäàìè: Àâòîðåô. äèñ. … äîêò. 
ôèç.-ìàò. íàóê. Òîìñê: Èí-ò îïòèêè àòìîñôåðû, 1998. 
31 ñ. 

12. Æóðàâëåâà Â.À., Êîáîçåâ È.Ê., Êðàâöîâ Þ.À. Ïî-
òîêè ýíåðãèè â îêðåñòíîñòè äèñëîêàöèé ôàçîâîãî ïîëÿ 
âîëíîâîãî ôðîíòà // Æ. ýêñïåðèì. è òåîð. ôèç. 1993. 
Ò. 104, âûï. 5. Ñ. 3769–3783 

13. Fleck J.A., Morris J.R., Feit M.D. Time-dependent 
propagation of high energy laser beams through the at-
mosphere // Appl. Phys. 1976. Ò. 10, N 2. Ñ. 129–
160. 

14. Êîíÿåâ Ï.À. Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ 
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êâàçèîïòè÷åñêèõ çàäà÷: Òåçèñû 
äîêë. // VI Âñåñîþç. ñèìïîç. ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå. ×. III. Òîìñê, 1981. 
Ñ. 195–198. 

15. Âîðîíöîâ À.Ì., Ïàðàìîíîâ Ï.Â. Ãåíåðàöèÿ áåñêî-
íå÷íûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðåç òóðáóëåíò-
íîñòü // Èçâ. âóçîâ. Ðàäèîôèç. 2006. Ò. 49, ¹ 1. 
Ñ. 21–34. 

 
V.V. Dudorov, V.V. Kolosov. Algorithm for calculation of phase incursion of electromagnetic waves 

in the inhomogeneous refractive medium. 
The new algorithm for calculation of phase incursion of coherent electromagnetic waves propagating 

through inhomogeneous refractive medium is considered. The method is based on construction of energy-flux 
trajectories, which tangent coincides with Umov–Poynting vector. Availability of this method is shown for the 
case of propagation through turbulent atmosphere. 


