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Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ýíåðãèè íåãàóññîâñêîãî ïîëÿ ñ ëîãíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èí-
òåíñèâíîñòè, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü ëþáûå ìîìåíòû ÷èñåë ôîòîýëåêòðîíîâ ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè âðå-
ìåíè îòáîðà ê ðàäèóñó êîððåëÿöèè ïîëÿ. Âûâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ, óòî÷íÿþùèå 
èçâåñòíóþ àñèìïòîòèêó è ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùèå íå òîëüêî îò äèñïåðñèè ëîãàðèôìà èíòåíñèâíîñòè, íî è 
îò îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíè îòáîðà, îïðåäåëåíû èõ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè. 

 
 

Ââåäåíèå. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå ñëó÷àéíîå 
ïîëå â ìåñòå ïðèåìà ìîæåò áûòü íåãàóññîâñêèì âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ ïðåäïîñûëîê öåíòðàëüíîé 
êâàíòîâîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû [1], íàïðèìåð, èç-çà êîððåëÿöèé: òðàåêòîðèé ðàññåèâàòåëåé — ïðè 
îäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè â òóðáóëåíòíîñòè [2], àêòîâ ðàññåÿíèÿ — ïðè ìíîãîêðàòíîì ðàññåÿíèè [3], 
ôàç — ïðè ïðîõîæäåíèè ïó÷êà â òóðáóëåíòíîñòè [4, 5], èëè èç-çà ìàëîãî ÷èñëà àýðîçîëåé â ðàññåè-
âàþùåì îáúåìå [2]. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû ïî ñòàòèñòèêå ôîòîýëåêòðîíîâ (ÔÝ) â ãàóññîâñêèõ 
ïîëÿõ [6] íåñïðàâåäëèâû. 

Íàèáîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè â ñëó÷àÿõ íåãàóññîâñêîãî ïîëÿ èìååò ëîãíîðìàëüíàÿ 
àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñâåòà [4, 5, 7—9]. Îòâå÷àþùàÿ åé ñòàòèñòèêà ÷èñëà ï 
ÔÝ â èíòåðâàëå îòáîðà Ò èçó÷åíà â [10, 11] äëÿ T n ñ (ñ — âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîëÿ). Â äàííîé 
ñòàòüå ýòà ñòàòèñòèêà îïèñàíà íà óðîâíå ìîìåíòîâ äëÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé Ò è ñ. 

«Òî÷íîå» ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïóñòü P(t) — ïðèíèìàåìàÿ ìîùíîñòü; ( )
t T

t

U P t dt


    — ýíåðãèÿ 

íà [t, t+T], mp, p — ïàðàìåòðû ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ð. «Óðîâåíü» V(t) = lnP(t) — ãàóñ-
ñîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì è äèñïåðñèåé 
 

 
 

è êîýôôèöèåíòîì àâòîêîððåëÿöèè V(t), ãäå p = p/mp. 
Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìîìåíòû ýíåðãèè 

 

 (1) 
 

Â ÷àñòíîñòè, 
 

 
 

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ [1] ñâÿçü ìåæäó ôàêòîðèàëüíûìè ìîìåíòàìè ÔÝ è íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè 
ýíåðãèè 
 

 
 

( — êâàíòîâàÿ ýôôåêòèâíîñòü äåòåêòîðà), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ, öåíòðàëüíûõ, 
ôàêòîðèàëüíûõ ìîìåíòîâ è êóìóëÿíòîâ n ëþáîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, 
 

 
 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîâ / kkU U  ýíåðãèè ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì 

[12], èñïîëüçóþùèé ñèììåòðèè â èíòåãðàëàõ òèïà (1). ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ìîìåíòîâ ÔÝ äî 15 ïîðÿäêà 
ïðîâåäåíû äëÿ äâóõ V. 
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äëÿ êîòîðûõ 
 

 
 

ãäå  = a/b. 
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ kd è êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè ka ÔÝ äëÿ îáîèõ 

âèäîâ V. Â ñëó÷àå ïðèåìà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òóðáóëåíòíóþ àòìîñôåðó, ïàðà-
ìåòð V õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü òóðáóëåíòíîñòè àòìîñôåðû [4]. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè kd è êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè ka ðàñïðåäåëåíèÿ ÔÝ 
îò îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíè îòáîðà L (êðèâûå 1, 2, 3) ïðè V = 1 è îò ñòåïåíè òóðáóëåíòíîñòè àòìî-

ñôåðû V (êðèâûå 4, 5) ïðè L = 1. Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè: ( )a
V  (1, 4); ( ),b

V   = 2 (2, 5) è 

 = 1 (3); 1n   
 

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà L = T/c âðåìåííûõ ôàçîâûõ ÿ÷ååê kd è ka ñòðåìÿòñÿ 
ê ñâîèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì â [10, 11], à ñ ðîñòîì L — ê çíà÷åíèÿì, ñîîòâåòñò-
âóþùèì ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà [6]. Ïóàññîíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÔÝ ïðèìåíèìà 
ïðè óìåðåííî áîëüøèõ L äëÿ ( )a

V  è ( )b
V  ñ ìàëûìè  è ïðè î÷åíü áîëüøèõ L äëÿ ( )b

V  ñ  > 1. Àï-

ïðîêñèìàöèÿ [10, 11] íàîáîðîò, ïðèìåíèìà ïðè óìåðåííî ìàëûõ L äëÿ ( )b
V  ñ  > 1 è ïðè î÷åíü ìà-

ëûõ L äëÿ ( )a
V  è ( )b

V  ñ ìàëûìè . Ñ ðîñòîì V çíà÷åíèÿ kd è ka ñóùåñòâåííî ðàñòóò, íà÷èíàÿ ñ 

V 0,50,7, íàçûâàåìûõ â [5] «ñðåäíåé» ñòåïåíüþ òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè V = 0 àòìîñôåðà íå ìîäó-
ëèðóåò àìïëèòóäíî-ñòàáèëèçèðîâàííîå èçëó÷åíèå ëàçåðà è ïîýòîìó kd è ka ñîîòâåòñòâóþò ïóàññîíîâ-
ñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïðè V  0,3 ðàñïðåäåëåíèå ÔÝ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèåì 
Ïóàññîíà äàæå äëÿ L  1. Ðèñ. 1 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ 
ïðèáëèæåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ìîìåíòîâ ÔÝ [10, 11] îãðàíè÷åíà çíà÷åíèÿìè L  0,20,5 è çàâè-
ñèò îò âèäà V. 

Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðèìåì àïïðîêñèìàöèþ 2 2
*( ) 1 / ,V t t     ãäå 

2
* 2 / (0),V     ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî V(t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå. Òîãäà èìååì [13] 

 

 (3) 
 

ãäå 
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Ïðè k = 2 
 

 
 

ãäå 
 

 
 

Ïðè k  3 è k

a
U  íå âûðàæàåòñÿ â òàáóëèðîâàííûõ ôóíêöèÿõ, ïîýòîìó ñäåëàåì â Ik ïðèáëèæåíèå. 

Çàìåíèì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ó = uòi, ãäå u — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëèçèðóþùàÿ 
u–1Mu = diag (k, k, , k, 0) ñèììåòðè÷íóþ, íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííóþ, öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó 
Ì ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè  = k, 1, 1,k    k = 0. Ïðè ýòîì îñòàâèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ áåç 
èçìåíåíèé. Òîãäà 
 

 (3) 
 

ãäå z = k1/2V*/2. 
 

 
 

Ðèñ. 2. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòè á àíàëèòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ýíåðãèè: 
 = 5%, k = 5 (1), 10 (2);  = 10%, k = 5 (3), 10 (4) 

 

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñäåëàííîå ïðèáëèæåíèå îçíà÷àåò òàêîé ïîâîðîò k-ìåðíîãî êóáà 
èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî åãî ðåáðà ñòàíîâÿòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû Ì. Ïðè 
z n 1 ýòîò ïîâîðîò ïî÷òè íå ìåíÿåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà, òî åñòü Ik èìååò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó  

.k
kI   Ïðè z   ýëëèïñîèäû ðàâíûõ çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â Ik ñòÿãèâàþòñÿ ê ïðÿìîé, íà 

êîòîðîé ëåæèò ñîáñòâåííûé âåêòîð b = {bi  const), 1, ,i k  ñîîòâåòñòâóþùèé k = 0, è âêëàä â èíòå-
ãðàë ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì äëèíå îòðåçêà ýòîé ïðÿìîé â îáúåìå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñäåëàííûé 
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ïîâîðîò óìåíüøàåò ýòó äëèíó â k1/2 ðàç: îò äëèíû äèàãîíàëè k1/2* äî äëèíû ðåáðà *. Ïîýòîìó àñèì-
ïòîòèêà 1/2 1 1

*[( / ) ]k
VkI k        ïðè z . 1 ìåíüøå ïðàâèëüíîé â k1/2 ðàç. Äëÿ óòî÷íåíèÿ Ik åå ìîæíî 

ñêîððåêòèðîâàòü, íàïðèìåð, ,k kI I f  ãäå f = 1+(k1/2—1)(àkz), êîýôôèöèåíòû ak, k = 2, 3, , íàõî-
äÿòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ ïîìîùüþ [12]. 

Ïðèìåíèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Àíàëèç ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ,kU  îñ-

íîâàííîãî íà ïðèáëèæåíèÿõ (2) è (3), âûïîëíåí äëÿ ( ) ( ),a b
V V  } è çíà÷åíèé *, îáóñëîâëåííûõ âûáîðîì 

ïàðàáîëû â êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè V ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé (òåéëîðîâñêàÿ ïàðàáîëà — ò) è 
ïî ðàâåíñòâó ðàäèóñîâ êîððåëÿöèè (ìàäåëåâñêàÿ ïàðàáîëà — ì). Â ñëó÷àå (ò)

*  çàâåäîìî çàíèæàåòñÿ 

êîððåëÿöèÿ, à â ñëó÷àå (ì)
*  èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ôîðìà êîððåëÿöèè ïðè îäèíàêîâûõ ðàäèóñàõ: 

(ò, à) 1/2
* ñ2(2 / ) ;     (ò, â) 1/2 2 1/2 2

* ñ2(2 / ) (1 / 2) exp( / 2) ;        ( , à, â)
* ñ(15,8) ;ì    ãäå [6] 

 

 
 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè <.Uk>a ñ Ik âìåñòî Ikäëÿ (a)
V  è (ì)

* . Äàííûå îáëàñòè ëå-

æàò íèæå ïðèâåäåííûõ êðèâûõ è îáåñïå÷èâàþò ïîãðåøíîñòü ( ) /k k k

a
U U U    íå õóæå çàäàí-

íîé, äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ, íå âûøå ïðèâåäåííûõ. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ óõóäøàåòñÿ ñ ðîñòîì k, L, V. Äëÿ k  5 ñ 5% k

a
U   ïðèìåíèìî â îáëàñòè 

ñëàáûõ 0 < V < 0,5, ñðåäíèõ 0,5  V  0,9 è ñèëüíûõ 0,9 < V < 1,5 ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïðè 
L > 1,3; 0,66  L  1,3 è 0,37 < L < 0,666 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ k = 2   5% ïðè 0 < L  1, 0 < V  4. 

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñåë ÔÝ íà óðîâíå ìîìåíòîâ ñïðà-
âåäëèâû äëÿ íåãàóññîâñêèõ ïîëåé ñ ëîãíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè íà òî÷å÷íîé àïåð-
òóðå ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè L âðåìåíè îòáîðà è ðàäèóñà êîððåëÿöèè ïîëÿ. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ïà-
ðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿò îò L è V, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç ñòàòèñòèêè ÔÝ îò óñëîâèé ïðèåìà 
ëàçåðíûõ ñèãíàëîâ è ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è ñòàòèñòèêè ÔÝ. Ïðåäëîæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëè-
æåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ÔÝ èìåþò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè 
[10, 11], ïðîñòû â èñïîëüçîâàíèè. 
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G . N .  G l a z o v ,  V . Ì .  D u b ó a g i n . Statistics of Photoelectrons Produced by Laser Signals with Log-
normal Intensity Distribution. 
 

Expressions for the energy moments of a nongaussian field with the lognormal intensity distribution are obtained. The 
expressions enable one to calculate any moments of the photoelectrons numbers at an arbitrary relationship between the 
sampling interval and the field radius of correlation. Analytical approaches to description of the moments are derived that 
make the known asymptotics more correct. The approaches depend not only on the variance of the intensity logarithm, but 
on the relative value of the sampling time. The applicability limits of the approaches are determined. 


