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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâèòü 
ðåøåíèå çàäà÷è î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè (ÃÂÃ) ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîîñíîì íåëèíåéíîì êðè-
ñòàëëå â âèäå äâóêðàòíîãî èíòåãðàëà. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò áîëåå ïðîñòûì  
è óäîáíûì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ îöåíîê ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Áîéäà–Êëåéíìàíà.  
Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíà çàäà÷à î ÃÂÃ ïðè ôîêóñèðîâêå ëàçåðíîãî ïó÷êà â êðèñòàëë äâóìÿ 
ñêðåùåííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ëèíçàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå – ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè, ïðåäñòàâëÿþùåì îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè çà-
ïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è íå ñîäåðæèò êâàäðàòóð. 

 

 Ââåäåíèå 

Áëàãîäàðÿ óíèêàëüíîìó íàáîðó âûõîäíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ëàçåðû íà ïàðàõ ìåòàëëîâ íàõîäÿò äîñòà-
òî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ 
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Äèàïàçîí ïîñëåäíèõ 
ìîæíî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü 
íå òîëüêî îñíîâíûå ÷àñòîòû óêàçàííûõ ëàçåðîâ, íî 
è èõ ãàðìîíèêè, ëåæàùèå, êàê ïðàâèëî, â áëèæíåì 
ÓÔ-äèàïàçîíå ñïåêòðà. Â ýòîì ïëàíå íàèáîëåå ïåð-
ñïåêòèâíûìè (íàèáîëåå ìîùíûìè) îêàçûâàþòñÿ ëà-
çåðû íà ïàðàõ ìåäè [1], ãåíåðèðóþùèå îäíîâðåìåí-
íî äâå äëèíû âîëíû: çåëåíóþ (510,6 íì) è æåëòóþ 
(578,2 íì). Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ îäíîãî íåëèíåéíîãî 
êðèñòàëëà β-BaB2O4 (BBO) ìîæíî ðåàëèçîâàòü äèñ-
êðåòíî ïåðåñòðàèâàåìóþ ãåíåðàöèþ íà òðåõ äëèíàõ 
âîëí: 255,3 íì (âòîðàÿ ãàðìîíèêà (ÂÃ) çåëåíîé 
ëèíèè), 289,1 íì (ÂÃ æåëòîé ëèíèè) è 272,2 íì 
(ñóììàðíàÿ ÷àñòîòà). Ïîíÿòíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå 
çíà÷åíèå òàêîãî ïîäõîäà âïðÿìóþ çàâèñèò îò òîãî, 
íàñêîëüêî âûñîêîé îêàæåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü íåëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. È âîò çäåñü âîçíèêàþò 
îïðåäåëåííûå ïðîáëåìû. 

Äåëî â òîì, ÷òî èìïóëüñíàÿ ìîùíîñòü ëàçåðîâ 
íà ïàðàõ ìåòàëëîâ, ãåíåðèðóþùèõ â êèëîãåðöîâîì 
äèàïàçîíå ÷àñòîò ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ, íå äîñòà-
òî÷íî âûñîêà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñò-
âåííîå ïðîÿâëåíèå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â èçâåñò-
íûõ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò êðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåäàõ. 
Òåì íå ìåíåå è ñ ýòèìè ëàçåðàìè ñèòóàöèþ ìîæíî 
èñïðàâèòü è ðåàëèçîâàòü ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûå 
çíà÷åíèÿ êïä íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (äàæå  
ñ èçëó÷åíèåì ìàëîé ìîùíîñòè [2, 3]), åñëè ëàçåð-
íûé ïó÷îê ñôîêóñèðîâàòü â êðèñòàëë îïòèìàëüíûì 
îáðàçîì. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà 
è îïðåäåëÿåò öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû. 

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî 
ìàêñèìàëüíûå êïä ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè ãàðìîíèê 

ñëåäóåò îæèäàòü ïðè öèëèíäðè÷åñêîé ôîêóñèðîâêå 
ëàçåðíîãî ïó÷êà â íåëèíåéíûé êðèñòàëë. Ïîä òåð-
ìèíîì «öèëèíäðè÷åñêàÿ ôîêóñèðîâêà» â ñàìîì îá-
ùåì ñìûñëå áóäåì ïîíèìàòü ñîçäàíèå òàêèõ óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ ðàñõîäèìîñòü ëàçåðíîãî ïó÷êà 
îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîé äëÿ äâóõ âçà-
èìíî îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé. Â êà÷åñòâå îäíîé 
èç ýòèõ ïëîñêîñòåé âûáèðàåòñÿ ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ 
ïëîñêîñòü àíèçîòðîïíîãî íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà. 
Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ 
ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îäíîîñíûõ êâàäðàòè÷íî íå-
ëèíåéíûõ ñðåä. Ðåàëèçîâàòü öèëèíäðè÷åñêóþ ôî-
êóñèðîâêó ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èñïîëü-
çóÿ ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, íî 
ìû ðàññìîòðèì îäèí, íàèáîëåå îáùèé (âêëþ÷àþ-
ùèé âñå îñòàëüíûå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé), ïðåäïîëà-
ãàþùèé, ÷òî ëàçåðíûé ïó÷îê ôîêóñèðóåòñÿ äâóìÿ 
ñêðåùåííûìè ïîä 90° öèëèíäðè÷åñêèìè ëèíçàìè  
ñ ðàçëè÷íûìè ôîêóñíûìè ðàññòîÿíèÿìè.  

Âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðèáëèæåíèè çà-
äàííîãî ïîëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ [4, 5], à â êà÷å-
ñòâå îñíîâû èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Áîéäà–Êëåéíìàíà 
[6], íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ óïðîùåíèÿ 
ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî 
÷òîáû êàê ìîæíî ëó÷øå ñîãëàñîâàòü èñïîëüçîâàí-
íûå ìîäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ðåàëüíûå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå óñëîâèÿ, çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ó÷åòîì 
ïðåëîìëåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà âõîäíîé è âûõîäíîé 
ãðàíÿõ êðèñòàëëà. Äëÿ ýòîé öåëè ïðèâëåêàëèñü ðå-
çóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â [7]. Ëà-
çåðíîå èçëó÷åíèå ïðåäïîëàãàëîñü ïîëíîñòüþ ïðî-
ñòðàíñòâåííî êîãåðåíòíûì. Ïðèìåíèòåëüíî ê ëàçå-
ðàì íà ïàðàõ ìåòàëëîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû 
ðàñ÷åòîâ áóäóò íàèáîëåå òî÷íî îòîáðàæàòü ðåàëü-
íóþ ñèòóàöèþ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ýêñïåðèìåí-
òàõ ïðåäïðèíèìàëèñü ñïåöèàëüíûå ìåðû äëÿ óâå-
ëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Èìåþòñÿ â âèäó íåóñòîé÷èâûå 
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ðåçîíàòîðû ñ áîëüøèì êîíôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì, 
ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïó÷êà è ò.ä. 

 1. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ëàçåðíûì 
ïó÷êîì, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â âàêóóìå 
(n = n0 = 1) â íàïðàâëåíèè îñè Z è íà äîñòàòî÷íî 
áîëüøîì ïðîòÿæåíèè èìååò ïëîñêèé ôàçîâûé 
ôðîíò. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîïåðå÷íûé ðàäèóñ 
ïó÷êà a0 (îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ïîëåé) äîñòàòî÷íî âåëèê ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äëèíîé âîëíû. Ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî 
ìíîæèòåëÿ exp(ikz) âûðàæåíèå äëÿ òàêîãî ïó÷êà  
â ñàìîì îáùåì èç èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àåâ áóäåì 
çàïèñûâàòü â âèäå 

 ( ) ( )
2 2

0 0 0( ) exp[ / ]exp[ / ],x ym m

A A x a y a= − −r  (1) 

ãäå k = 2π/λ;   mx, my = 1, 2, 3, …;  

 0 8 / ,A P cI= π   
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0 0exp[ 2( / ) ] exp[ 2( / ) ] ;yx
mmI x a dx y a dy

+∞ +∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫  

Ð – ëèáî ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü (Ðñð), ëèáî èìïóëüñíàÿ 
(Ðè), ïðè÷åì â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ Pè = Pñð/τF, τ – äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà;  
F – ÷àñòîòà ïîâòîðåíèÿ; c– ñêîðîñòü ñâåòà. 

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïó÷îê 
ôîêóñèðóåòñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òîíêèõ 
ñêðåùåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ëèíç Ëx è Ëy, îòñòîÿ-
ùèõ íà ðàññòîÿíèè Lxy äðóã îò äðóãà. Ëèíçà Ëõ 
èìååò ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå fx è ôîêóñèðóåò ïó÷îê  
â ïëîñêîñòè XZ, Ëó, ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì fy, 
ñæèìàåò ïó÷îê â ïëîñêîñòè YZ. Ðàññòîÿíèå Lxy 
ìåæäó ëèíçàìè âûáèðàåì äëÿ ïðîñòîòû òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ïëîñêîñòè ïåðåòÿæåê îáåèõ ëèíç ñîâ-
ïàäàëè. 

Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî áåñêîíå÷íûé ñëîé, 
çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = zc è z = zc 

+ L, 
ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé ñðåäîé ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîì-
ëåíèÿ, ðàâíûì n. Ïîãëîùåíèåì ïðåíåáðåãàåì, ò.å. 
ïîëàãàåì, ÷òî n – äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñ÷è-
òàåì, ÷òî Ëõ è Ëó ðàñïîëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 
ðàññòîÿíèÿõ zñx è zñy äî íà÷àëà ýòîãî ñëîÿ (áóäåì 
íàçûâàòü ýòîò ñëîé êðèñòàëëîì è ïîêà ñ÷èòàòü èçî-
òðîïíûì). Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîëÿ íà 
ïðîèçâîëüíîì ðàññòîÿíèè z0 îò âûõîäà èç êðèñòàëëà. 
 Îãðàíè÷èâàåìñÿ êâàçèîïòè÷åñêèì ïðèáëèæå-
íèåì, ò.å. ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 

 0 0
1.x y

x y

a a

f f
α = ∼ α = <<   (2) 

Ïðèâëåêàåì ðåçóëüòàòû èç [7] è ïîëó÷àåì äëÿ êîì-
ïëåêñíîé àìïëèòóäû èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ 
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0/ ,j cjz z L n z= + +  

ïðè÷åì î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ  

 ;x y xyz z L− =  1 2/( 1),T n= +  2 2 /( 1)T n n= +  

– êîýôôèöèåíòû Ôðåíåëÿ äëÿ ïðåëîìëåíèÿ íà 
âõîäíîé è âûõîäíîé ãðàíÿõ êðèñòàëëà, çàïèñàííûå 
â ïðèáëèæåíèè íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ [ïîñëåäíåå 
èìååò ìåñòî â ñèëó (2)]. 

Ïóñòü âåëè÷èíà Δf îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò 
îáùåé ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè ëèíç äî öåíòðà êðè-
ñòàëëà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Δf > 0, 
åñëè ëàçåðíûé ïó÷îê ôîêóñèðóåòñÿ äî öåíòðà êðè-
ñòàëëà). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Δf ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì, 
èçâåñòíûì ïàðàìåòðîì, ò.å. ïîëîæåíèå ïåðåòÿæêè 
ïî îòíîøåíèþ ê êðèñòàëëó çàäàíî. Â ýòîì ñëó÷àå 
äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ (3), íåîáõîäèìî 
îïðåäåëèòü äèñòàíöèè zcx è zcy. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàòû èç [7], íàõîäèì 
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1 1
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 (4) 

ãäå zpj – ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè j-é ëèíçû 
(îòñ÷èòûâàåìîå îò ëèíçû) â âàêóóìå. 

Àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ zp èçâåñòíû 
òîëüêî äëÿ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ (ñì., íàïðèìåð, [5]), 
ò.å. åñëè â (3) mx = my = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 

  2

0(2 / ) 1,j jD f ka= <<  (5) 

òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ îöåíîê â (4) ìîæíî ñ õîðîøåé 
òî÷íîñòüþ ïîëîæèòü 

  .pj jz f≈  (6) 

Â äàëüíåéøåì ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî 
ïðèáëèæåíèå (ñëó÷àé äîñòàòî÷íî îñòðîé ôîêóñè-
ðîâêè), ïîñêîëüêó èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò äëÿ íàñ íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ïëàíå ðåøåíèÿ 
íåëèíåéíûõ çàäà÷. 

Èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëîâ â (3) âîçìîæíî, ïî-
âèäèìîìó, òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî åñëè (1) 
îïðåäåëÿåò ãàóññîâ ïó÷îê [5], ëèáî åñëè ðåøåíèå 
çàäà÷è èñêàòü â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè. Îñòàíîâèìñÿ íà ïîñëåäíåé âîçìîæíîñòè ÷óòü 
áîëåå äåòàëüíî. 

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ (5), äèñòàíöèþ zj ìîæíî, óâåëè÷èâàÿ z0, 
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âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî îêàæåòñÿ âûïîë-
íåííûì óñëîâèå 
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z f ka
− >>   (7) 

Ïîñëåäíåå è îçíà÷àåò, ÷òî ìû èíòåðåñóåìñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è â îáëàñòè, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò 
ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè ëèíç, ò.å. òàì, ãäå ïðèáëèæå-
íèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè áóäåò äàâàòü ðåçóëüòàò, 
áëèçêî ñîâïàäàþùèé ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è.  
Â ñïðàâåäëèâîñòè ñêàçàííîãî ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè 
óñëîâèå (7) èñïîëüçîâàòü äëÿ õîðîøî èçâåñòíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ãàóññîâà ïó÷êà [5]. 
 Èñïîëíåíèå (7) ïîçâîëÿåò â (3) èíòåãðàëû ïî 

dxdy  âû÷èñëèòü àñèìïòîòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ ìåòîä 

ñòàöèîíàðíîé ôàçû [8], è â ðåçóëüòàòå çàïèñàòü äëÿ 

íàèáîëåå èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ /2f LΔ <  (ïîñòîÿí-

íûé íàáåã ôàçû, ðàâíûé π, íå óêàçûâàåì): 

  ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , , ,x yA x y z A x z A y z=  (8) 
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ïðè÷åì ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì (6).  
 Âûðàæåíèå (8), îïðåäåëÿþùåå â ïðèáëèæåíèè 
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ñâîéñòâà ïàðàêñèàëüíûõ 
ïó÷êîâ, ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì  
â êà÷åñòâå îäíîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåëèíåé-
íîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ 
ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå 
óðàâíåíèÿ, ìîäèôèöèðîâàííûå äëÿ ñëó÷àÿ áåñêî-
íå÷íî êîðîòêèõ äëèí âîëí. Óêàçàííàÿ âîçìîæíîñòü 
ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [5]. 

 2. Ïðèáëèæåíèå çàäàííîãî ïîëÿ  
äëÿ ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè. 

Îáùåå ðåøåíèå 

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû íàñ áóäåò èíòåðå-
ñîâàòü ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ãåíåðàöèè âòîðîé ãàð-
ìîíèêè (ÃÂÃ) â êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíîì îäíîîñ-
íîì, îäíîðîäíîì êðèñòàëëå. Ëàçåðíûé ïó÷îê, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü îñè Z äåêàðòîâîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò, ñ÷èòàåì ïðîñòðàíñòâåííî êîãåðåíòíûì 
ìîíîõðîìàòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì. Êðîìå òîãî, îãðà-
íè÷èâàåìñÿ ïðèáëèæåíèåì çàäàííîãî ïîëÿ è ñêà-
ëÿðíûì «îîå»-âçàèìîäåéñòâèåì. Ïåðâîå îãðàíè÷å-
íèå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, à îáîáùåíèå íà 
äðóãèå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî áóäåò ëåãêî 
ïîëó÷èòü ïî àíàëîãèè. Äëÿ âûáðàííîãî ñëó÷àÿ 
êîìïëåêñíûå ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ àìïëèòóäû  
(â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü 

òåðìèí «ïîëå») íà îñíîâíîé ÷àñòîòå A1(x, y, z)  
è âòîðîé ãàðìîíèêå – A2(x, y, z) ÿâëÿþòñÿ, êàê 
èçâåñòíî, ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé [4, 5]: 
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ãäå  

 ( ) ( )1 2, 2 2 , , / ;e e

o o
k kn k kn k ñ= ω = ω θ = ω  

θ – óãîë ìåæäó îïòè÷åñêîé îñüþ êðèñòàëëà, ëåæà-
ùåé â ïëîñêîñòè XZ, è îñüþ Z ñèñòåìû êîîðäèíàò; 

2 12
e

ok k kΔ = −  – âîëíîâàÿ ðàññòðîéêà; ρ – óãîë äâó-

ëó÷åïðåëîìëåíèÿ; σ – êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé 
ñâÿçè. 

Óðàâíåíèÿ (9) çàïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-
ãàåìûõ ïîðÿäêà μ2, ãäå âåëè÷èíà ìàëîãî ïàðàìåòðà 
μ << 1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòüþ (2) îñíîâíîãî 
èçëó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàëîé 

âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ è óãîë àíèçîòðîïèè ( ).ρ ∼ μ  

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñèòóàöèÿìè, äëÿ êîòîðûõ èìååò 
ìåñòî 

  ,

k

k

Δ
∼ μ  (10) 

òî â (9) âíå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû ìîæåì èñïîëü-
çîâàòü 

   ( ) ( )2 , .
e

o
n n nω ≈ ω θ ≡  (11) 

Èëè äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë 

  1 22 2 .e

o
k k k≈ ≡   (12) 

Ïóñòü ïëîñêîñòü z = 0 ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé ãðà-
íüþ íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà è ïóñòü íà ýòîé ïëîñ-
êîñòè  

  ( )2 , ,0 0.A x y =   (13) 

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì (9.2), óäîâëåòâîðÿþùèì 
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (13), áóäåò ôóíêöèÿ 
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∫ ∫

 (14)

 

ãäå z – ïðîèçâîëüíàÿ äèñòàíöèÿ, êîòîðóþ ëàçåðíûé 
ïó÷îê ïðîõîäèò âíóòðè êðèñòàëëà. 

Ñïðàâåäëèâîñòü ñêàçàííîãî ëåãêî ïðîâåðèòü 
ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé (14) â (9.2). Ïðè çàïèñè (14) 
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ëàçåðíîãî 
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ïó÷êà âíóòðè íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà ìíîãî ìåíüøå 
ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ ñàìîãî êðèñòàëëà, ÷òî ïîçâî-
ëèëî äëÿ èíòåãðàëîâ ïî dx è dy èñïîëüçîâàòü áåñ-
êîíå÷íûå ïðåäåëû. 

Ïóñòü äëèíà íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà ðàâíà L. 
Òîãäà äëÿ âñåõ z ≤ L (14) áóäåò îïðåäåëÿòü òó ÷àñòü 
ïîëÿ ÂÃ, êîòîðàÿ ñôîðìèðîâàëàñü íà äèñòàíöèè z. 
Ýòó ñîñòàâëÿþùóþ òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü âïîëíå 
ñàìîñòîÿòåëüíîé íåîáûêíîâåííîé âîëíîé, ëèíåéíî 
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè Z è ñîâåðøåííî íå 
çàâèñÿùåé îò òåõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå áóäóò ïðîèñ-
õîäèòü íà äèñòàíöèè îò z äî âûáðàííîé ïëîñêîñòè 
íàáëþäåíèÿ (âíóòðè èëè ïîçàäè êðèñòàëëà). Ïóñòü 
ïðîñòðàíñòâî z > L ÿâëÿåòñÿ âàêóóìîì (n =  
= n0 = 1), è íàñ èíòåðåñóåò, êàê áóäåò âûãëÿäåòü 
ïîëå (14) íà ïëîñêîñòè L0 

= L + z0, ò.å. íà ðàññòîÿíèè 
z0 îò âûõîäà èç êðèñòàëëà. Ðåçóëüòàò òàêîãî «ëè-
íåéíîãî» ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ÂÃ îò ïðîèçâîëü-
íîé ïëîñêîñòè z äî L0 áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèåé  
A2(x, y, z; L0). Ïîñëå ñîâåðøåííî ñòàíäàðòíûõ 
ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì, 
íàõîäèì, ÷òî 
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⎡ ⎤
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(15)

 

ãäå ( )0 / .Lt z L t n= + −  Ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, 

÷òî äèñòàíöèþ L – z ïîëå (15) ïðîõîäèò â àíèçî-
òðîïíîé ñðåäå, è ó÷ëè ïîòåðè íà îòðàæåíèå îò âû-
õîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà.  

Âûðàæåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èñ-
êîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ÃÂÃ â ïðèáëèæåíèè çà-
äàííîãî ïîëÿ, íî îíî èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé 
íåäîñòàòîê. Äåëî â òîì, ÷òî ýòî ðåøåíèå îêàçûâàåò-
ñÿ âåñüìà ñëîæíûì è â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò 
âû÷èñëåíèå ïÿòèêðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Èñêëþ÷åíè-
åì, ïî-âèäèìîìó åäèíñòâåííûì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à  
î ÃÂÃ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ – â ýòîì ñëó÷àå âèä ôóíê-
öèè A1(x, y, t) èçâåñòåí, à èíòåãðàëû èç (15) ïî 
ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî. Óêà-
çàííûé ðåçóëüòàò íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Áîéäà–
Êëåéíìàíà. Ïîñêîëüêó ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé íå ÿâ-
ëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì, òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñî-
îáðàçíûì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé 
ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé (15), íî â çàìåò-
íî áîëåå ïðîñòîì âèäå. Ðàññóæäàåì ñëåäóþùèì 
îáðàçîì. 

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñ-
òîòå [ò.å. äëÿ óðàâíåíèÿ (9.1)] ìîæíî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îïðåäåëèòü ãäå óãîäíî, ïîñêîëüêó â äàííîì 
ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ÷èñòî ëèíåéíîé çàäà÷åé. 
Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ A1 îêàçûâàåò-
ñÿ èçâåñòíîé íà ïëîñêîñòè L0 [äëÿ êîòîðîé ìû  
è çàïèñàëè ðåøåíèå (15)]: 

  ( ) ( )1 0 1 0, , , , .A x y z L A x y L= ≡  (16) 

Òîãäà, î÷åâèäíî, âíóòðè êðèñòàëëà 
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ãäå âåëè÷èíà Lt  îïðåäåëåíà â (15). 

Äâàæäû ïîäñòàâëÿåì (17) â (15) è ïîñëå äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó ðåçóëüòàòó: 
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ãäå ( )t L tγ = ρ − . 

Âûðàæåíèå (18) è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì îáùèì 
ðåøåíèåì íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîë-
íîñòüþ ýêâèâàëåíòåí (15) è ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ 
çàìåòíî áîëåå ïðîñòûì, ïîñêîëüêó òåïåðü âèä ïîëÿ 
íà îñíîâíîé ÷àñòîòå íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî â îä-
íîé ïëîñêîñòè – L0. 

Ðåøåíèå (18) ìîæíî ïðèâåñòè è ê åùå áîëåå 
ïðîñòîìó âèäó, åñëè ïîëàãàòü, ÷òî ïëîñêîñòü íà-
áëþäåíèÿ óäàëåíà íà áåñêîíå÷íîå ðàññòîÿíèå (èëè, 
ïî êðàéíåé ìåðå, î÷åíü áîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ  
ñ äëèíîé êðèñòàëëà) îò ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè. Â ýòîì 
ñëó÷àå [ñì. êîììåíòàðèè ê (7)] äëÿ ãðàíè÷íîãî óñ-
ëîâèÿ (16) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (8). 
Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííûì  
â àíàëîãè÷íîì âèäå èñêàòü ðåøåíèå è äëÿ ïîëÿ ÂÃ, 
ò.å. ïîëàãàòü, ÷òî 
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ãäå ðàäèóñ âîëíîâîãî ôðîíòà îïðåäåëåí â (8). 
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïîäñòàâëÿåì (8) è (19)  

â (18), óñòðåìëÿåì z0 ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì  
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Òåïåðü â (20) âû÷èñëÿåì èíòåãðàë ïî dt è â ðå-
çóëüòàòå ïðèõîäèì ê íàèáîëåå ïðîñòîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ ïîëÿ íà óäâîåííîé ÷àñòîòå 
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, íî äëÿ áîëåå îáùåãî 
ñëó÷àÿ, ïðèâîäèòñÿ â [9]. 

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïîçâîëÿþùèé çà-
ïèñàòü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò áåç êâàäðàòóð. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïåðåòÿæêà ëàçåðíîãî ïó÷êà íàõîäèòñÿ 
âíå êðèñòàëëà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, 
÷òî Δf > 0). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìû ñíîâà ïðèõîäèì  
ê ðåøåíèþ (20), ãäå òåïåðü âåëè÷èíà Vt (ñ ó÷åòîì 
(4)) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

  ( ) 2

0/2 / / .t fV L t n z= Δ − +  (22) 

Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî îêàçûâàåòñÿ âûïîë-
íåííûì óñëîâèå (ðàññòîÿíèå Δf äîñòàòî÷íî âåëèêî) 
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ãäå , ;j jx x y= α  îïðåäåëåíû â (2). 

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåïåðü èíòåãðàëû ïî ïîïå-
ðå÷íûì êîîðäèíàòàì â (20) ìîæíî îöåíèòü àñèì-
ïòîòè÷åñêè. Ïðîäåëàâ ýòî, ïîëó÷àåì 
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èñïîëüçîâàííûõ óñëîâèé 
âïîëíå ïðîçðà÷åí. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (24) – ýòî 
ðåøåíèå çàäà÷è î ÃÂÃ äëÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ïó÷êà  
â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Óñëîâèå 
(23), ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçûâàåò, êàê äàëåêî îò ïå-
ðåòÿæêè äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ íåëèíåéíûé êðè-
ñòàëë äëÿ òîãî, ÷òîáû âëèÿíèåì äèôðàêöèè ìîæíî 
áûëî ïðåíåáðå÷ü. Âûïîëíåíèå (25) ïîçâîëÿåò, êðî-
ìå òîãî, íå ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå àìïëèòóäû â ïðå-
äåëàõ íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà, ñâÿçàííîå ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòüþ ïó÷êà íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. 
 

Çàêëþ÷åíèå 

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îáùåãî õàðàêòå-
ðà, íå îòíîñÿùèõñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê òåìå íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû, íî èìåþùèõ, íà íàø âçãëÿä, îï-
ðåäåëåííîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå. 

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ (14) è îòìåòèì, ïðåæäå 
âñåãî, ÷òî ñòðóêòóðà ýòîãî âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþ-
ùåãî âîëíó ÂÃ, î÷åâèäíî íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû 
îòêàæåìñÿ îò ïðèáëèæåíèÿ çàäàííîãî ïîëÿ, ò.å. 
âìåñòî (9) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëíóþ ñèñòåìó 
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [4]). Äðó-
ãîå äåëî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå (14) óæå áóäåò íå ðå-
øåíèåì, à èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (A1(x, y, t) 
òåïåðü çàâèñèò îò A2(x, y, t)) äëÿ îïðåäåëåíèÿ àì-
ïëèòóäû ÂÃ. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íå 
ïðèíöèïèàëüíûì îêàçûâàåòñÿ è ïðèáëèæåíèå êâà-
çèîïòèêè, êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè ïðè âûâîäå 
(14) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà ôóíêöèè Ãðèíà. Ðàç-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäíåé ïîäðîáíî ðàññìîòðå-
íû â [10], è çäåñü ìû ýòè ìîìåíòû çàòðàãèâàòü íå 
áóäåì. Èíûìè ñëîâàìè, ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, 
÷òî âûðàæåíèå (14) îïðåäåëÿåò òî÷íóþ ñòðóêòóðó 
ïðåäñòàâëåíèÿ àìïëèòóäû ïîëÿ ÂÃ. Ïîêàæåì òå-
ïåðü, ÷òî ýòî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñêàåò î÷åíü 
ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. 

Êàê èçâåñòíî [4], êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïëî-
ñêîé âîëíû ÂÃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ  
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1

( )
e ( ),ki tdA t

i A t
dt

− Δ
= σ   (28) 

êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ èç (9.2), åñëè  
â ïîñëåäíåì ìû ïðåíåáðåãàåì äèôðàêöèåé (àìïëè-
òóäà ïëîñêîé âîëíû íå çàâèñèò îò ïîïåðå÷íûõ êî-
îðäèíàò x, y) è íå ó÷èòûâàåì (ïî òîé æå ïðè÷èíå) 
ñíîñ ýíåðãèè çà ñ÷åò äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ. Ñ äðóãîé 
ñòîðîíû, (28) ìîæíî ïðèáëèæåííî èñïîëüçîâàòü  
è äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïó÷êîâ â àíèçîòðîïíîé ñðåäå 
ïðè óñëîâèè, ÷òî äèñòàíöèÿ Δt, íà êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå, î÷åíü 
ìàëà. Â ýòîì ñëó÷àå íè äèôðàêöèÿ, íè àíèçîòðîïèÿ 
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íå ñìîãóò çàìåòíî èñêàçèòü ôîðìó ïó÷êà. Ñêàçàí-
íîå ïðèîáðåòàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü, åñëè 
ìû çàÿâëÿåì, ÷òî âåëè÷èíà Δt ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.  
 Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíîå ïðèðàùåíèå àì-
ïëèòóäû ÂÃ, îáóñëîâëåííîå íåëèíåéíûì âçàèìî-
äåéñòâèåì íà áåñêîíå÷íî ìàëîé äèñòàíöèè dt â ëþ-
áîì êðèñòàëëå ëþáûõ ïó÷êîâ (ñî ñêîëüêî óãîäíî 
ìàëûìè, íî êîíå÷íûìè ðàçìåðàìè â ïîïåðå÷íîì 
ñå÷åíèè), ìîæíî, èñïîëüçóÿ (28), ñîâåðøåííî ñòðî-
ãî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: 

 2

2 1( ) e ( , , ) .ki tdA x,y,t i A x y t dt− Δ
= σ   (29) 

Ðàññìîòðèì òåïåðü (29) â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî 
óñëîâèÿ äëÿ âîëíû ÂÃ, îïðåäåëåííîãî íà ïëîñêîñòè 
z = t, è âûÿñíèì, êàê â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿ-
äåòü ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ýòîé âîëíû äî ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè z t≥ . Èñ-
ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [10], ïîëó÷èì, ÷òî â êâàçèîï-
òè÷åñêîì, íàïðèìåð, ïðèáëèæåíèè 
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(30)

 

Íàéäåì òåïåðü ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ÂÃ â ýòîé 
ïëîñêîñòè, êîòîðîå áóäåò, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿòüñÿ 
ñóììèðîâàíèåì âñåõ ýëåìåíòàðíûõ âêëàäîâ âèäà 
(30), îáðàçîâàííûõ íà äèñòàíöèè îò 0t = äî t z= . 

Äëÿ ýòîãî, èíòåãðèðóÿ (30) ïî dt  â óêàçàííûõ 
ïðåäåëàõ, ïîëó÷àåì òî÷íî âûðàæåíèå (14).  

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íàøè â äîñòàòî÷íîé ñòå-
ïåíè óìîçðèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâåëè ê ðåçóëü-
òàòó (14), ñëåäóþùåìó èç ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿåò 
ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó 
ïðîöåññà ÃÂÃ. Ïîä âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî èçëó÷å-
íèÿ â êðèñòàëëå íàâîäèòñÿ âîëíà íåëèíåéíîé  
(â íàøåì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé) ïîëÿðèçàöèè. Ïðè 

ýòîì êàæäûé ñëîé dz ñðåäû îêàçûâàåòñÿ èñòî÷íè-
êîì ýëåìåíòàðíîé âîëíû ÂÃ, àìïëèòóäà êîòîðîé 
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (29). Îäíàæäû âîçíèê-
íóâ, ýòè ýëåìåíòàðíûå âîëíû çàòåì ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Z, íå 
âçàèìîäåéñòâóÿ íè ñ ïîëåì íà îñíîâíîé ÷àñòîòå, íè 
äðóã ñ äðóãîì. Ïîä âçàèìîäåéñòâèåì â äàííîì ñëó-
÷àå ïîíèìàåì ëþáîå èçìåíåíèå ôîðìû èëè âåëè÷è-
íû àìïëèòóäû ýëåìåíòàðíîé âîëíû ÂÃ, íå ñâÿçàí-
íîå ñ ëèíåéíûìè ìåõàíèçìàìè, – äèôðàêöèîííîå 
ðàñïëûâàíèå, ñíîñ ýíåðãèè çà ñ÷åò äâóëó÷åïðåëîì-

ëåíèÿ, ïîãëîùåíèå è ò.ä. Â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé 
ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ constz =  (âíóòðè èëè ïîçà-
äè êðèñòàëëà) âñå ýëåìåíòàðíûå âêëàäû ñóììèðó-
þòñÿ (èíòåðôåðèðóþò äðóã ñ äðóãîì), ÷òî è ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ A2(x, y, z).  
 Ïðèáëèçèòåëüíî òàêèì îáðàçîì ðàññóæäàëè  
è àâòîðû ðàáîòû [6], â ñâÿçè ñ ÷åì íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü ñëåäóþùåå. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäõîä ê ðåøåíèþ 
çàäà÷è î ÃÂÃ, ñ ñàìîãî íà÷àëà áàçèðóþùèéñÿ íà 
ñõåìå (28)–(30), äîëæåí âûçûâàòü âïîëíå çàêîí-
íûå ñîìíåíèÿ, åñëè îí íå ïîäòâåðæäàåòñÿ, êàê  
â íàøåì ñëó÷àå, ðåçóëüòàòàìè ñòðîãîé òåîðèè. 
Êðîìå òîãî, â [6] è ñàì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ýëåìåíòàðíîé âîëíû ÂÃ ðàññìàòðèâàëñÿ íå ñòðîãî, 
à ñ ïðèâëå÷åíèåì ðÿäà äîñòàòî÷íî èíòóèòèâíûõ 
äîãàäîê. Íàêîíåö, â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëîñü, 
÷òî êðèñòàëë îêðóæåí íå âîçäóõîì, à íåêîé âîîá-
ðàæàåìîé èçîòðîïíîé ñðåäîé ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ (11), 
÷òî ïîçâîëÿëî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýôôåêòû 
ïðåëîìëåíèÿ. Âñå ýòî è ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ñàìè 
àâòîðû [6] íàçâàëè ñâîé ìåòîä ðåøåíèÿ «ýâðèñòè-
÷åñêèì», ÷òî, ðàçóìååòñÿ, íè â êîåé ìåðå íå óìàëÿ-
åò èõ çàñëóãè. 

Îäíàêî íàçûâàòü ýòîò ïîäõîä «êâàçèãåîìåòðè-
÷åñêèì», êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [4] íà òîì ëèøü 
îñíîâàíèè, ÷òî â åãî îñíîâå ëåæèò óðàâíåíèå (29), 
áóäåò, íà íàø âçãëÿä, íåâåðíûì. Îáîñíîâàííîñòü 
èñïîëüçîâàíèÿ (29) óæå îáñóæäàëàñü âûøå. Ñîîò-
âåòñòâåííî íå ñîâñåì âåðíûì ÿâëÿåòñÿ è çàÿâëåíèå 
î òîì [4], ÷òî êâàçèãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä Áîéäà–
Êëåéíìàíà áóäåò ñîâïàäàòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì 
òîëüêî íà áîëüøîì óäàëåíèè îò êðèñòàëëà. Ýòî íå 
òàê, ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî, ðåçóëüòàò èí-
òåãðèðîâàíèÿ (30) âñåãäà ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì (14). Äðóãîå äåëî, ÷òî â [6] ïëîñêîñòü íàáëþ-
äåíèÿ äåéñòâèòåëüíî îòîäâèãàëàñü íà áîëüøîå ðàñ-
ñòîÿíèå, íî äåëàëîñü ýòî òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû 
ïðèâåñòè èíòåãðàë ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå ê áî-
ëåå ïðîñòîìó âèäó. Ðàçóìååòñÿ, â ñèëó ýòîãî äàí-
íûé ðåçóëüòàò íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ 
ÂÃ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âûõîäíîé ãðàíè êðè-
ñòàëëà. 

Àíàëîãè÷íàÿ âîçìîæíîñòü óïðîùåíèÿ êîíå÷íî-
ãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçîâàíà è â íàñòîÿùåé ðàáîòå. 
Èìåííî çà ñ÷åò óäàëåíèÿ ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ 
óäàåòñÿ âìåñòî (18) ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå âûðà-
æåíèÿ (20)–(21), à äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 
èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (8). Âîîáùå, åñëè ñðàâ-
íèòü ðåøåíèå (14), ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî (ãà-
óññîâ ïó÷îê) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Áîéäà–Êëåéíìàíà, 
è (18) – îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû, òî 
îêàæåòñÿ, ÷òî ýòî, ïî ñóùåñòâó, ðàçíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ îäíîãî è òîãî æå ñòðîãîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. 
Åäèíñòâåííî, ÷òî (18) îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðî-
ùå è äîñòàòî÷íî òî÷íî ó÷èòûâàåò âëèÿíèå íà ÃÂÃ 
ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåëîìëåíèåì ïó÷êîâ îáåèõ 
âîëí íà âõîäíîé è âûõîäíîé ãðàíÿõ êðèñòàëëà. 
Ïîíÿòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ñêàçàííîãî [ò.å. ýêâè-
âàëåíòíîñòü ðåøåíèé (14) è (18)] íåîáõîäèìî ïîä-
òâåðäèòü êîíêðåòíûìè ðàñ÷åòàìè â ðàìêàõ ïîäõî-
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äÿùèõ òåñòîâûõ çàäà÷. Îäíàêî ýòè ìîìåíòû òðåáó-
þò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è çäåñü îáñóæäàòüñÿ  
íå áóäóò. 
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V.O. Troitskii. Second-harmonic generation for a beam focused by crossed cylindrical lenses into  
a monoaxial crystal. Preset field approach. 

The method is proposed which allows a solution of the second-harmonic generation (SHG) problem in the 
uniaxial nonlinear crystal to be presented as a double integral in the preset field approach for fundamental ra-
diation. This fact results in analytical relationship more simple and convenient for practical estimations than 
the known Boyd–Kleinman’s formula. Within the frameworks of the proposed method the SHG problem for  
a laser beam focused by crossed cylindrical lenses into a crystal is solved. It is shown that the formula for the 
second-harmonic field obtained in the particular case (the ray optics approximation) of certain practical interest 
contains the elementary functions and is free of quadratures. 
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