
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 19, ¹ 8 (2006) 

 Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà ðÿäîâ… 713 
 

 

ÓÄÊ 539.193 
 

À.Ä. Áûêîâ, Ò.Â. Êðóãëîâà 
 

Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  
Ýéëåðà ðÿäîâ â ïðèìåíåíèè ê êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûì 

óðîâíÿì ýíåðãèè ìîëåêóë 
 

Èíñòèòóò îïòèêè àòìîñôåðû ÑÎ ÐÀÍ, ã. Òîìñê 
 

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.05.2006 ã. 
 

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà (GET), òàêèå êàê âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà, ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, åãî íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðèâî-
äÿòñÿ íåêîòîðûå êðèòåðèè ñõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, è óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ 
ìåòîä Ýéëåðà äàåò êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû ðÿäà. Àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà 
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â GET èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå, 
Ïàäå–Áîðåëÿ èëè Ïàäå–Ýðìèòà, à òàêæå ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïàðàìåòðèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçî-
âàííîãî ðÿäà. Â çàêëþ÷åíèå ñòàòüè ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà íà ïðèìåðå òî÷íî ðåøàåìîé 
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà. 

 

Ââåäåíèå 

Ðàñ÷åòû óðîâíåé ýíåðãèè âûñîêîâîçáóæäåííûõ 
ñîñòîÿíèé ìîëåêóë ìåòîäîì ýôôåêòèâíîãî âðàùà-
òåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà òðåáóþò ïðèìåíåíèÿ ìåòî-
äîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ. Êàê èçâåñòíî, ðÿäû, 
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýôôåê-
òèâíîãî âðàùàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, ðàñõîäÿòñÿ 
äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë óãëîâîãî 
ìîìåíòà [1–10]. Ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1–22]) áû-
ëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñóììèðîâàíèÿ, 
ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü ðàñ÷åòû äëÿ âûñîêîâîçáóæ-
äåííûõ ñîñòîÿíèé. Îäíàêî ïîÿâëåíèå íîâûõ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îá óðîâíÿõ âûñîêîýíåðãåòè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðÿäà ìîëåêóë, íàïðèìåð Í2Î, 

H2S, H3

+

 è ò.ä., òðåáóåò ñîçäàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ íî-
âûõ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ, ó÷èòûâàþùèõ ïëîõóþ ñõî-
äèìîñòü ðÿäîâ.  

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå 
ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà (GET) 
[23, 24], òàêèå êàê âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî 
çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà, ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàííî-
ãî ðÿäà, åãî íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå 
Ýéëåðà ðàíåå óñïåøíî ïðèìåíÿëîñü äëÿ ñóììèðî-
âàíèÿ ðÿäîâ â íåêîòîðûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ 
çàäà÷àõ, íàïðèìåð äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ýíåð-
ãèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ðàñ÷åòîâ ýô-
ôåêòà Øòàðêà è Çååìàíà äëÿ àòîìà âîäîðîäà, ñóì-
ìèðîâàíèÿ 1/Z-ðàçëîæåíèÿ â òåîðèè àòîìîâ (ñì., 
íàïðèìåð, [24, 25]). Ìåòîä òàêæå ïðèìåíÿëñÿ  
è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÂ-óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû 
Í2Î [15] è ðàäèêàëà ÑÍ2 [16], äâóõàòîìíûõ ìîëå-
êóë [26, 27]. Êðàòêîå îïèñàíèå ìåòîäà GET äàíî  
â äàííîé ñòàòüå.  

Îäíî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìåòîäà Ýéëåðà – 
ýòî òî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì [23], ò.å. ìåòîä 

äàåò ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ ñóìì äëÿ ñõîäÿùèõñÿ 
ðÿäîâ. Òàêîå ñâîéñòâî ó äðóãèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð 
Ïàäå, íå íàáëþäàëîñü. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî 
GET íå äàåò êàêèõ-ëèáî ñâåäåíèé î ñõîäèìîñòè 
ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà. Ñõîäèìîñòü â ëþáîì ìåòîäå 
ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæíûì ìîìåí-
òîì, â ñëó÷àå åãî ðàñõîäèìîñòè íåâîçìîæíî ïîëó-
÷èòü îïðåäåëåííûé ðåçóëüòàò. Òåì íå ìåíåå â áîëü-
øèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ 
ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïðè âû÷èñëå-
íèè êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè, 
íå ïðèâîäÿòñÿ êàêèå-ëèáî àðãóìåíòû â ïîëüçó ñõî-
äèìîñòè. Ïîýòîìó óêàçàíû íåêîòîðûå êðèòåðèè 
ñõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà è óñòàíîâëåíû 
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìåòîä Ýéëåðà äàåò êîíå÷íîå 
âûðàæåíèå äëÿ ñóììû. 

Ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà 
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ 
â GET èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå àïïðîêñèìàíòû Ïà-
äå, Ïàäå–Áîðåëÿ èëè Ïàäå–Ýðìèòà, à òàêæå ðàç-
ëè÷íûå ñïîñîáû ïàðàìåòðèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ 
ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà íà ïðèìåðå òî÷íî ðåøàåìîé 
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è îá îñöèëëÿòîðå 
Êðàòöåðà.  

1. Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå  
Ýéëåðà 

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ óäîáñòâà êðàòêî ïðèâî-
äÿòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà GET [24]. 
Ïóñòü ôóíêöèè f(z) ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå  

 
0

( ) n

n

n

f z f z
=

=∑  (1) 



714 Áûêîâ À.Ä., Êðóãëîâà Ò.Â. 

 

è èçâåñòíà åå íåêîòîðàÿ îöåíêà − àïïðîêñèìèðóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ 
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Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäà ñëåäóþùèì 
îáðàçîì. Äîáàâèì ê ïðàâîé ÷àñòè (1) àïïðîêñèìàíò 
è âû÷òåì åãî, íî â âèäå ðÿäà. Çàòåì äîáàâèì âåëè-

÷èíó 
( )dg z

z
dz

 è âû÷òåì åå òàêæå â âèäå ðÿäà. Ïî-

âòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìîæíî èñêëþ÷èòü âñå ñòå-
ïåííûå âûðàæåíèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè (1) è ïðåâðà-
òèòü, òàêèì îáðàçîì, ðÿä (1) â ôóíêöèîíàëüíûé. 
Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä èìååò âèä  
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Óêàçàííûå çäåñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ 
ôîðìàëüíî òîæäåñòâåííûìè, è ïðåîáðàçîâàííîå 
âûðàæåíèå ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà âîçâðà-
ùàåò èñõîäíûé ðÿä (1). Ýòî âûðàæåíèå è íàçûâà-
åòñÿ «ñóììîé ðÿäà».  

2. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè  
ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà  

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî åñëè àïïðîêñèìàíò 
âûáðàí «ïðàâèëüíî», òàê ÷òî êîýôôèöèåíòû òåéëî-
ðîâñêèõ ðàçëîæåíèé f(z) è g(z) â êàêîì-òî ñìûñëå 
ïîäîáíû, òî «íîâûé» ðÿä (3) äîëæåí èìåòü ëó÷øèå 
ñâîéñòâà, ÷åì èñõîäíûé, ò.å. îí äîëæåí ñõîäèòüñÿ 

áûñòðåå â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ( )
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êî æåëàòåëüíî èìåòü áîëåå îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ 
ñõîäèìîñòè. Ìû óêàæåì íà äâà òàêèõ íåîáõîäèìûõ 
óñëîâèÿ.  

1) Åñëè ïðè z ≤ z0  
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òî ðÿä (3) ñõîäèòñÿ â óêàçàííîé îáëàñòè.  
Äåéñòâèòåëüíî, 
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Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì z, 
òî, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ è ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ïðè 

0.z z≤  

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâîäíûå àïïðîêñè-

ìàíòà è êîýôôèöèåíòû ,
n n n

a f g=  ðàññìàòðèâàåìûå 

êàê ôóíêöèè èíäåêñà n, âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì n íå 
áûñòðåå, ÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, òî ïðå-
îáðàçîâàííûé ïî Ýéëåðó ðÿä ñõîäèòñÿ.  

2) Åñëè ïðè z ≤ z0 

 
( )

!,

n

n

n n

d g z
D AB n

dz
≤   (6) 

òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè (3) { }0min , 1z z B≤ .  

Äîêàæåì ýòî:  
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Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 1 ,z B≤  

òî îòñþäà è ñëåäóåò ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà.  
Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ g(z) ìîæåò áûòü 

âûáðàíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Êàê ñëåäñòâèå, 
âåëè÷èíû ar = fr/gr ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ çàâè-
ñèìîñòü îò r. Ïîëåçíî ââåñòè îöåíêè êîýôôèöèåí-
òîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, ïðåäïîëàãàÿ îïðåäå-
ëåííóþ çàâèñèìîñòü îòíîøåíèé ar = fr/gr îò èíäåê-
ñà r. Ýòî ïîìîæåò óñòàíîâèòü íåêîòîðûå êðèòåðèè, 
îïðåäåëÿþùèå «êà÷åñòâî» àïïðîêñèìàíòà, è äàòü 
óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà. 
Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îöåíêè êîýôôèöè-
åíòîâ fr èñõîäíîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèÿ (ÒÂ) 
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, íà îñ-
íîâå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, îïèñàííîãî, íà-
ïðèìåð, â [28]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷èòü êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ àïïðîêñèìàíòà gr â ðÿä Òåé-
ëîðà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Îäíàêî ñíà÷àëà óñòà-
íîâèì ñëåäóþùèé ôàêò.  

3) Åñëè àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ g(z) âû-
áðàíà òàê, ÷òî  
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òî GET äàåò êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû ðÿäà.  
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå  
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Ïðè âûïîëíåíèè (8) îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå 
Ýéëåðà äàåò äëÿ ñóììû ðÿäà êîíå÷íîå âûðàæåíèå 
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è ðÿä ñóììèðóåòñÿ òî÷íî. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîê-
ñèìàíò ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òîáû òîëüêî êà÷å-
ñòâåííî âîñïðîèçâîäèòü ïðîèçâîäíûå èñõîäíîé 
ôóíêöèè fr, îíè äîëæíû áûòü ïðèìåðíî ïðîïîð-
öèîíàëüíû, òîãäà GET äàåò êîíå÷íîå âûðàæåíèå 
äëÿ ñóììû ðÿäà. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå â âåëè÷èíå 
èñõîäíîé ôóíêöèè è àïïðîêñèìàíòà ìîæåò áûòü 
ïðîèçâîëüíûì è äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ýòî ñâîéñòâî 
GET âåñüìà ïîëåçíî, òàê êàê ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü «ãðóáûå» ïðèáëèæåíèÿ, åñëè òîëüêî îòíîøå-
íèå fr/gr íå ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì èíäåêñà r ñëèøêîì 
áûñòðî.  

3. Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä 

Â ìåòîäå ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ îáû÷íî 
èçâåñòíî òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî 
ðàçëîæåíèÿ (1) (ò.å. êîýôôèöèåíòû fr, r = 0, …, N), 
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîäãîíêîé ê ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì óðîâíÿì ýíåðãèè èëè ÷àñòîòàì ïåðåõîäîâ. 
Ïîýòîìó âåñüìà ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå 
ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè îòíîøåíèé ar = fr/gr, ÷òî-
áû ïîëó÷èòü íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ 
ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîäåðæàùèå íîâûå 
ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû.  

Â êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ, îñîáåííî äëÿ ëåãêèõ 
íåæåñòêèõ ìîëåêóë, èìåþùèõ ìàëûå ìîìåíòû 
èíåðöèè, èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå [2], 
Ïàäå–Áîðåëÿ [6] èëè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè [10]. 
Ýòè àïïðîêñèìàíòû îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, 
÷òîáû òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü N ïåðâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ f0, f1, f2, …, fN èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ (1). 
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ àïïðîêñèìàíòîâ â êà÷åñòâå 
íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòîäå Ýéëåðà ïðåîáðàçî-
âàííûé ðÿä óïðîùàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó 
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è ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä (3) èìååò âèä 
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Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Dn ïðåîáðàçî-
âàííîãî ðÿäà òàêæå óïðîùàþòñÿ.  

Â (13) ïåðâîå ñëàãàåìîå g(z) åñòü àïïðîêñè-
ìàíò, ò.å. ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ êîëåáà-

òåëüíî-âðàùàòåëüíîé ýíåðãèè. Âòîðîå ñëàãàåìîå 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïðàâêè ê ýòîìó ïðèáëèæåíèþ, 
ñëåäóþùèå èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà. Êîýôôèöè-
åíòû ðÿäà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ çàâèñÿò îò íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ 1 1 2 2, , ...,N N N Nf g f g
+ + + +

 è æåëà-

òåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííûå îöåíêè ýòèõ îòíî-
øåíèé, ïðîâåñòè íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðåîáðàçî-
âàííîãî ðÿäà, èìåÿ â âèäó ïîäãîíêó ïàðàìåòðîâ 
íîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäà ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì 
äàííûì. Î÷åâèäíî, ýòî ìîæåò óëó÷øèòü ðàñ÷åòû 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè.  

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âåëè-
÷èí ar = fr/gr: 
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Çäåñü ω(r) – «ãëàâíàÿ» ÷àñòü îòíîøåíèé êîýôôè-
öèåíòîâ ñóììèðóåìîãî ðÿäà è àïïðîêñèìàíòà (êî-
òîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé); γi – íåêîòîðûå 
êîýôôèöèåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû 
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Òåïåðü ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íîâîå ïðåäñòàâëåíèå 
ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, â êîòîðîì ââåäåíû íîâûå 
ïàðàìåòðû γi. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì 
àíàëîãîì ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ, èçâåñòíîãî êàê «íå-
ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé» 
[29]. Â ýòîì ìåòîäå îñòàòîê ïðè îöåíêàõ ñóììû 
ðÿäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå â âèäå (12).  

Â ìåòîäå ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñóì-
ìèðóåìûå ðÿäû (ò.å. â íàøåì ñëó÷àå f(z)) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, 
äëÿ ìîëåêóë òèïà âîäû íàèáîëåå âàæíàÿ ÷àñòü 
ñóììèðóåìûõ ðÿäîâ – ýòî òàê íàçûâàåìàÿ Jz-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [9], âêëþ÷àþùàÿ âðàùàòåëüíóþ 
ïîñòîÿííóþ A è ïîñòîÿííûå öåíòðîáåæíîãî èñêà-
æåíèÿ Δk, Δjk, Δj, Hk è ò.ä. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ω(r)  
â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü r-é ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ 

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè { }2(2/ ) 1 1
z

G J= α +α −  â ðÿä 

Òåéëîðà. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû γi ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå ïîäãîíêîé ê ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì óðîâíåé ýíåðãèè. Òà-
êèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèé âèäà (15) 
ïîçâîëÿåò ââåñòè íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ â ýôôåê-
òèâíîì ãàìèëüòîíèàíå.  

6. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8. 
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Ðàññìîòðèì äàëåå íåêîòîðûå íàèáîëåå ïðîñòûå 
ñëó÷àè.  

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Åñëè àï-
ïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî  
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òî êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà óïðîùà-
þòñÿ. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ r 
ðàçëè÷èå ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ àï-
ïðîêñèìàíòà è èñõîäíîãî ðÿäà ñòàíîâèòñÿ áëèçêèì 
ê γ0β

r ïðè âîçðàñòàíèè r. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè [31]:  
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Òîãäà ïîëó÷èì 
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Ôàêòîðèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì òåïåðü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè 
àïïðîêñèìàíòà è èñõîäíîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ôàê-
òîðèàëüíîé ôóíêöèåé 
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Òàêîãî ðîäà îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà 
ÒÂ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå 

âû÷èñëèòü òî÷íî ñóììû (17) íå óäàåòñÿ è n

iT  íåîá-

õîäèìî îïðåäåëÿòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Â ìåòîäå 
ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè âû÷èñëåíèè êî-
ëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ôîðìó-
ëà (23) äàåò óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðåîáðàçî-
âàííîãî ðÿäà. Âåëè÷èíû β, γi ìîæíî îïðåäåëÿòü 
ïîäãîíêîé ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì óðîâíåé.  

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íå-
çàâèñèìî îò ñêîðîñòè ðàñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà 
ìåòîä Ýéëåðà ìîæåò äàòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò, 
åñëè àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ âûáðàíà óäà÷íî, 
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ëèáî (4) ëèáî (6). Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà âàæíûì, è çàäà÷à, òàêèì 

îáðàçîì, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïîäáîðó àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ôóíêöèè íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè ðàñõî-
äèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé. 

4. Ïðèìåíåíèå ê òî÷íî ðåøàåìûì  

ìîäåëÿì 

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå GET äëÿ ñóììèðîâà-
íèÿ ðÿäîâ â òî÷íî ðåøàåìîé çàäà÷å îñöèëëÿòîðà 
Êðàòöåðà.  

Ïîòåíöèàë Êðàòöåðà èìååò âèä 

 
2

( ) .
A B

V r
rr

= −  

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ýòèì ïîòåíöèà-
ëîì ìîæåò áûòü íàéäåíî â çàìêíóòîì âèäå, âûðà-
æåíèå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè èìååò âèä [30]: 
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(24) 

Çäåñü μ – ïðèâåäåííàÿ ìàññà, ýíåðãèÿ îòñ÷èòûâàåò-
ñÿ îò íóëåâîãî óðîâíÿ ν = 0, J = 0.  

Ìû èñïîëüçóåì çàäà÷ó îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà 
äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà GET. Â êà÷åñòâå àïïðîê-
ñèìàíòîâ èñïîëüçóåì ïðîñòåéøèé àïïðîêñèìàíò 
Ïàäå [1/1]. Ïðè x = – b ôóíêöèÿ Êðàòöåðà (24) 
èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è ðÿä, íà-
÷èíàÿ ñ J = 23, ðàñõîäèòñÿ (ðèñ. 1). 

 

 
Ðèñ. 1. Óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà (1) è cóì- 
 ìà ðÿäà (1) (2) 
 

Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó 
EKr[J(J + 1]/EPade[J(J + 1)] ïðè ðàñ÷åòå âðàùà-
òåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè V = 0 è 10 îñöèëëÿòîðà 
Êðàòöåðà ìåòîäîì GET (êðèâûå 1–4) è ðàñ÷åò  
ñ àïïðîêñèìàíòîì Ïàäå [1/1] (5).  
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Ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà EKr[J(J + 1]/EPade[J(J + 1)] ïðè ðàñ÷åòå âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè V = 0 (a) è V = 10 (á) 

 

Çàâèñèìîñòü âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 
êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ V = 10 îò êâàíòîâîãî 
÷èñëà J ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.  

 

 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè êîëå-
áàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ V = 10 îò êâàíòîâîãî ÷èñëà J: 1 – 
òî÷íàÿ ôîðìóëà; 2–5 – ðàñ÷åò ìåòîäîì GET, N = 5, 10, 
  15, 20; 6 – ðàñ÷åò ñ àïïðîêñèìàíòîì Ïàäå [1/1] 
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A.D. Bykov, T.V. Kruglova. On some properties of the generalized Euler series transformation as  
applied to rovibrational energy levels of molecules. 

Properties of the generalized Euler transformation (GET) are considered, such as possibility to obtain an 
exact sum of series, convergence of a transformed series, and its new representations. Certain convergence crite-
ria for a transformed series are given and conditions are established under which the Euler method gives a finite 
expression for the sum of series. Properties of a transformed series are analyzed for the case when the well 
known Pade, Pade–Borel or Pade–Hermite approximants are used as a null GET approximation as well as dif-
ferent ways of parametrization of the transformed series coefficients. In conclusion of the work, the results  
of the method testing are given for the exactly solvable quantum-mechanics problem of the Kratzer oscillator. 


