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Локальным методом Чернова получено замкнутое интегродифференциальное уравнение для среднего поля в среде с 
веретенообразными неоднородностями, вытянутыми вдоль направления распространения падающей волны. Учтены ди-
фракция на неоднородностях и изменение силы рассеяния при малых изменениях углов распространения волны.  

Проведен анализ уравнения в случаях слабой и сильной анизотропии. Результаты работы предлагается использовать 
при анализе данных по дистанционному зондированию случайно-неоднородных сред. 

 
 

Статистика волн различной природы в крупномас-
штабных случайно-неоднородных средах исследована к 
настоящему времени достаточно подробно. Как правило, 
анализ основывается на уравнениях для моментных функ-
ций волн. Такие уравнения, выведенные в малоугловом 
приближении квазиоптики и марковском приближении, 
стали классическими и приведены во многих монографиях 
(см., например, [1–3]). Однако они становятся непримени-
мыми в средах, где случайные неоднородности вытянуты 
вдоль направления распространения волны, так как не 
описывают существенное изменение силы рассеяния при 
малом изменении угла распространения волн, а также ос-
лабления рассеяния при дифракции на неоднородностях 
среды. Между тем ситуации, когда среда является стати-
стически анизотропной, встречаются достаточно часто. 
Так, кристаллы льда в облаках имеют форму цилиндриков, 
случайно ориентированных в пространстве [4]. Примером, 
важным для физики океана, являются случайные внутрен-
ние волны, поскольку известно, что горизонтальный мас-
штаб пространственной корреляции флуктуаций скорости 
звука всегда много больше вертикального [5].  

При выводе уравнений для моментных функций волн 
в таких средах необходимо отказаться от марковского 
приближения, не учитывающего конечного продольного 
масштаба корреляции неоднородностей среды. Уравнения 
для моментных функций волн в подводных звуковых кана-
лах (случай «блинообразных» неоднородностей) рассмат-
ривались в [6]. 

Цель данной работы – получение и анализ уравнения 
для среднего поля в среде с вытянутыми вдоль направления 
распространения волны веретенообразными неоднородно-
стями. Данная модель соответствует структуре облаков с 
высокой степенью ледности, и полученные результаты могут 
быть использованы при их дистанционном зондировании. 
 

1. Уравнение для среднего поля 
 

В малоугловом приближении распространение волны 
описывается параболическим уравнением 
 

u
x

 – 
i

2k  u = ikn(x,  ) u, (1) 

 

где u(x,  ) – комплексная амплитуда волны; x – продоль-
ная;   = {y, z} – поперечные координаты;  – лапласиан в 

поперечной плоскости; k = 2/ – волновое число;  – дли-

на волны; n(x,  ) – флуктуации показателя преломления 
среды с заданной функцией корреляции 
 

n(x,  ) n(x +  7,   + ) = Bn( ) 
 

(угловые скобки означают усреднение по ансамблю реали-
заций случайных неоднородностей среды). 

Получим с помощью (1) уравнение для среднего поля 
u(x,  ) волны в случае вытянутых вдоль оси x неоднород-
ностей среды. Усреднение уравнения (1) дает 
 

 u
x

 – 
i

2k  u = ik n u. (2) 

 

Входящий в (2) смешанный момент  n(x,  ) u(x,  ) выра-
жается через u и Bn локальным методом малых возмуще-
ний Чернова [2, 7]. Следуя этому методу, полагаем, что в 

слое [x – l, x], где l  l7, l7 – масштаб корреляции n вдоль 
оси x, неоднородности среды мало влияют на волну. По-
этому поле в смешанном моменте запишем в борновском 
приближении: 
 
u(x,  ) = u0(x,  ) + u1(x,  ), (3) 
 
где нулевое приближение u0(x,  ) – комплексная амплиту-
да волны в случае, когда неоднородности в слое [x – l, x] 
отсутствуют; 
 

u1(x,  ) = 
k

2

2 
x–l

x

 
dx

x – x 
–



 d  n(x,  ) u0(x,  ) exp 



ik (  –  )

2

2(x – x)  .(4) 

 

Представим u0(x,  ) в виде разложения по плоским 
волнам  
 

u0(x,  ) = 
–



 d 0(x,  ) exp (ik  ),    = (, ) 

 

(угол  отсчитывается в горизонтальной плоскости;  
 – вертикальная компонента). 

Поскольку в однородной среде комплексные ампли-
туды плоских волн меняются по закону 
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0(x,  ) = 0(x,  ) exp [– (ik
2
/2) (x – x)], 

 
то, выразив в (4) u0 через 0 и учтя последнее равенство, 
получим 

u1(x,  ) = ik 
–



 d 0(x,  ) exp (ik  ) 
0

l

 d 7  

 
–



 d  n(x –  7,   –   –   7) 
k

2i7
 exp 



ik 

2


2 7
 . (5) 

 

Пусть l – наименьший масштаб неоднородностей n по 
поперечным координатам. Тогда неравенство 
 

 7 /l n 1 (6) 
 
соответствует геометрооптическому приближению: харак-
терный размер «апертуры» l много больше радиуса первой 

зоны Френеля l 7 . В этом случае  
 

u1(x,  ) = ik 
–



 d 0(x,  ) exp (ik  ) 
0

l

 d 7 n
(x –  7,   –   7). (7) 

 
Заметим, что условие (6) можно переписать в виде 

 

kl
2
/l7 >> 1  или  a >> p, (8) 

 
где величину a = l/l7 назовем углом анизотропии, а 
p = 1/kl – углом рассеяния. Введем параметр анизотро-
пии m = p/a = l7/kl

2
. Будем говорить о слабой анизотро-

пии, если выполняется условие m << 1. Таким образом, пред-
ставление поля в виде (7) возможно как раз в случае слабой 
анизотропии. Например, если l = l7, то условие (8) перехо-
дит в kl7 >> 1 или p n 1 – условие крупномасштабности не-
однородности среды. Выполнение этого условия необходимо 
и для справедливости параболического уравнения (1). По-
этому в случае изотропных крупномасштабных неоднород-
ностей, когда справедливо (1), справедливо и приближение 
(7). Очевидно, что условие (8) и приближение (7) выпол-
нены для «сплющенных» (l7 < l) вдоль оси x неоднородно-
стей. Заметим, что если * – наибольший (по модулю) 
угол распространения волны, отсчитанный от оси x, удов-
летворяет неравенству 
 
* n a ,  (9) 
 
что эквивалентно условию  7  *l7 n l, то приближение 
(7) перейдет в более простое: 
 

u1(x,  ) = ik u0(x,  ) 
x–l

x

 dx n(x,  ). 

 
Подстановка последнего выражения в (3) и (2) приводит к 
уравнению для среднего поля в марковском приближении. 

Ситуация принципиально иная, если случайные неод-
нородности вытянуты вдоль направления распространения 
волны, т.е. если l7 > l и, следовательно, угол анизотропии 
a << 1. При этом условия (8), (9) могут быть нарушены, 
даже если применимо параболическое уравнение (1). По-
этому при выводе уравнения для среднего поля в случае 

вытянутых случайных неоднородностей следует пользо-
ваться не приближением (7), а полным выражением (5), 
учитывающим дифракцию на неоднородностях и измене-
ние силы рассеяния при малых изменениях углов распро-
странения волны. Тогда при условии, что в слое толщиной 
l  l7 ослабление среднего поля за счет рассеяния мало, 
получаем замкнутое интегродифференциальное уравнение 
для среднего поля 
 

 u
x

 – 
i

2k  u + 
k

2

8  
–



 d  u (x,  –  ) a( ) = 0, (10) 

 
где 

a( ) =  
k

2  

2

 
–



 d  A( ) exp (ik   ); 

 

A( ) = 8
0



 d 7 
–



 d Bn( 7,  +   7) 
k

2i 7
 exp 



ik 

2

2 7
 . 

 

2. Анализ ракурсной чувствительности 
 

Вид уравнения (10) для среднего поля различен в слу-
чаях слабой и сильной анизотропии. Чтобы показать это, 
рассмотрим в дальнейшем наиболее интересный для практи-
ческих приложений случай веретенообразных неоднородно-
стей, обладающих масштабом l7 вдоль оси x и масштабом 
l < l7 в поперечной плоскости yz. Для определенности выбе-
рем гауссову функцию корреляции неоднородностей 
 

Bn( 7, ) = 
2
n exp [–  

2
7/2l 

2
7 –  

2
/2l 

2
]. 

 
Это дает 
 

A() = 8 
2
n l7 

0



 
d

1 + im exp 



– 


2

2  



1 + 


2


2
a (1 + im)

 ; (11) 

 

a() = 
k

2 8 
2
n 

0



 
d

m
2 exp 





– 


2

2  





1 + 


2
(1 + im)

l
2
m

2


4  . (12) 

 

Рассмотрим асимптотическое поведение коэффици-
ента A()в случаях слабой и сильной анизотропии. Как 
следует из (11), при m n 1 получим 
 

A() = 4 2 
2
n l7/ 1 + 

2
/

2
a . 

 

Если еще и /a n 1, т.е. распространение происходит под 
малыми углами к оси х, то коэффициент экстинкции ока-
зывается постоянным: 
 

A() = A0  4 2 
2
n l7. 

 

Тогда из (12) получаем 
 

a( ) = A0 ( ). 
 

В результате уравнение для среднего поля будет та-
ким же, как в марковском приближении: 
 

 u
x

 – 
i

2k  u + 
k

2

8  A0 u = 0. (13) 
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В другом предельном случае (m . 1) из (11) находим, 
что коэффициент А перестает зависеть от угла рассеяния: 
 

A() = A(0) = 8 
2
n l7 

0



 
d

1 + im exp 



– 


2

2   , 

 
откуда следует, что уравнение для среднего поля по виду 
похоже на (13), однако коэффициент экстинкции будет 
другим – он уменьшается за счет дифракции на сильно 
вытянутых неоднородностях среды. Сказанное иллюстри-
рует рис. 1, где графики построены при различных значе-
ниях параметра m. 
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Рис. 1. Зависимость действительной и мнимой частей коэффици-
ента экстинкции от угла  при различных значениях пара-
 метра анизотропии 
 

Проанализируем теперь поведение коэффициента 
экстинкции A при  = 0 в зависимости от параметра анизо-
тропии. Из рис. 2 видно, что при сильной анизотропии ко-
эффициент A в направлении падающего излучения резко 
уменьшается по модулю, стремясь к нулю. Поскольку дан-
ный коэффициент учитывает рассеяние на неоднородностях 
среды, то это означает, что поле в направлении  = 0 умень-
шается – лучи отклоняются от первоначального направления. 

Возникновение локального минимума в угловом рас-
пределении лучевой интенсивности в направлении наи-
большего радиуса корреляции неоднородностей действи-
тельно было обнаружено при статистическом моделирова-
нии рассеяния света на вытянутых неоднородностях [8, 9] 
(заметим, что в случае изотропных или «сплющенных» 
неоднородностей эффект не наблюдается). Более детальный 
анализ, основанный на уравнении переноса для лучевой 

интенсивности, выходит за рамки настоящей работы. Одна-
ко можно показать, что полученная угловая зависимость 
коэффициента экстинкции приводит к появлению макси-
мума коэффициента диффузии лучей в направлении  = 0. 
 

20 40 60 80 m 0 

0,4 

0,8 

1,2 Re A(0)/8 
2
n l7 

 
а 
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2

n l7 
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Рис. 2. Зависимость действительной и мнимой частей коэффици-
ента экстинкции от параметра анизотропии при  = 0 
 

Наглядную интерпретацию поведения лучей в среде с 
таким коэффициентом диффузии можно дать, используя 
известную аналогию между оптическими лучами и части-
цами среды [10]. Представим броуновские частицы, нахо-
дящиеся в среде со случайным распределением поля темпе-
ратур. Поскольку при постоянном давлении коэффициент 
диффузии частиц прямо пропорционален температуре, то 
частицы выталкиваются из более нагретых областей в ме-
нее нагретые и там остаются на достаточно долгое время. 
В результате концентрация примеси в среднем минималь-
на в областях, где коэффициент диффузии больше. 

Аналогично этому в рассматриваемой задаче о рас-
пространении волны в статистически анизотропной среде, 
где коэффициент диффузии имеет максимум в направле-
нии падения волны, лучи отклоняются от этого направления, 
в результате образуется двугорбое распределение лучевой 
интенсивности.  

Поскольку найденная угловая зависимость A() явля-
ется следствием вытянутости случайных неоднородностей, 
то полученный здесь результат предлагается использовать 
для анализа данных по рассеянию волн при дистанцион-
ном зондировании случайно-неоднородных сред. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 00-
02-16167) и программы «Ведущие научные школы России» 
(№ 00-15-96619). 
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E.Z. Gribova, A.I. Saichev. The equation for an average field of a wave in statistically anisotropic random medium. 
 

The closed integral-differential equation for the average field in a medium with the spindle-shaped inhomogeneities oriented 
along an incident wave propagation is derived with the local Chernov’s method. The diffraction on inhomogeneities and the altera-
tion of extinction with small changes of propagation angles are taking into account.  

The analysis of the derived equation is made for the cases of weak and strong anisotropy. It is proposed to use the results of 
the investigation for the data analysis of remote sensing of randomly inhomogeneous media. 

 


