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Äàò÷èê Øýêà–Ãàðòìàíà ïðåäñòàâëÿåò èçìåðåííûé âîëíîâîé ôðîíò â âèäå êîîðäèíàò ýíåðãåòè÷åñêèõ 

öåíòðîâ òÿæåñòè ôîêàëüíûõ ïÿòåí. Èíôîðìàöèÿ î âîëíîâîì ôðîíòå ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàêæå êàê ðàçíîñòè 
äàííûõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò öåíòðîâ ñóáàïåðòóð, ëèáî ëîêàëüíûå íàêëîíû âîëíîâîãî ôðîíòà, 
ëèáî êîýôôèöèåíòû áàçèñíûõ ôóíêöèé â ðàçëîæåíèè èçìåðÿåìîãî âîëíîâîãî ôðîíòà, ëèáî çíà÷åíèÿ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé â åãî äâóìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Âû÷èñëÿåìûå ïî èçìåðåíèÿì äàò÷èêà íàïðÿæåíèÿ, óïðàâëÿþ-
ùèå ãèáêèì çåðêàëîì, áóäóò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì âèäå ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ î âîë-
íîâîì ôðîíòå. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ çåðêàëîì 

íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè î âîëíîâîì ôðîíòå. Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû íà 
îñíîâå àíàëèçà äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà àòìîñôåðíîé òðàññå. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå ãèáêèì çåðêàëîì, ôóíêöèè îòêëèêà, äàò÷èê âîëíîâîãî ôðîíòà; flexible mir-
ror control, response function, wavefront sensor. 

 
Ââåäåíèå 

 

Àäàïòèâíàÿ îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÀÎÑ), âêëþ-
÷àþùàÿ â ñåáÿ äàò÷èê âîëíîâîãî ôðîíòà Øýêà–
Ãàòðìàíà è êîððåêòèðóþùåå ãèáêîå çåðêàëî, îñóùå-
ñòâëÿåò âîñïðîèçâåäåíèå ïîâåðõíîñòüþ çåðêàëà ôàçî- 
âîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ñîïðÿæåíî ñ âîëíîâûì 

ôðîíòîì, ïðèõîäÿùèì íà âõîäíóþ àïåðòóðó äàò÷è-
êà [1]. Óïðàâëåíèå ïîâåðõíîñòüþ ãèáêîãî çåðêàëà ðåà- 
ëèçóåòñÿ ïîäà÷åé íàïðÿæåíèé íà óïðàâëÿþùèå ýëå-
ìåíòû. Âåëè÷èíà íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîîð-
äèíàòàì ýíåðãåòè÷åñêèõ öåíòðîâ òÿæåñòè ôîêàëüíûõ 
ïÿòåí (öåíòðîèäîâ) äëÿ èçìåðÿåìîãî è îïîðíîãî âîë-
íîâûõ ôðîíòîâ, à òàêæå ïî ïðåäâàðèòåëüíî èçìåðåí-
íûì ôóíêöèÿì îòêëèêà êàæäîãî óïðàâëÿþùåãî ýëå-
ìåíòà [1]. Ñ öåëüþ ðåêîíñòðóêöèè âîëíîâîãî ôðîí-
òà ïî ðàçíîñòÿì êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ èçìåðÿåìîãî 
âîëíîâîãî ôðîíòà îòíîñèòåëüíî îïîðíîãî (ïëîñêîãî 
èëè óñðåäíåííîãî ïî âûáîðêå) âû÷èñëÿþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ïî áàçèñ-
íûì ôóíêöèÿì, êàê ïðàâèëî ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå, 
îðòîãîíàëüíûì â êðóãå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà [1]. Èí-
ôîðìàöèÿ îá èçìåðÿåìîì äàò÷èêîì âîëíîâîì ôðîí-
òå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ñìåùåíèé êîîðäèíàò öåí-
òðîèäîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ëîêàëüíûì íàêëîíàì 
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âîëíîâîãî ôðîíòà [1, 2], è ñîâîêóïíîñòüþ âû÷èñëåí-
íûõ ïî ñìåùåíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Öåð-
íèêå [3, 4]. 

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû 
îöåíèòü, êàêîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè îá èçìåðÿå- 
ìîì âîëíîâîì ôðîíòå è ôóíêöèÿõ îòêëèêà íàèáîëåå 

ýôôåêòèâíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, óïðàâëÿþ-
ùèõ çåðêàëîì, âûïîëíÿþùèì êîððåêöèþ èñêàæåíèé 
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ëà- 
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ [5]. 

 
Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, 

óïðàâëÿþùèõ ãèáêèì çåðêàëîì 
 

Ñîãëàñíî ìîäàëüíîé èäåîëîãèè ðåêîíñòðóêöèè 
âîëíîâîãî ôðîíòà [6] èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ôàçî-
âîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âè-
äå ðàçëîæåíèÿ ïî íàïðÿæåíèÿì uj, ïîäàâàåìûì íà 

óïðàâëÿþùèå çåðêàëîì ýëåìåíòû, â áàçèñå ôóíêöèé 
îòêëèêà Fj (x, y): 
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y
 – ëîêàëüíûå íàêëîíû j-é 

ôóíêöèè îòêëèêà íà k-é ñóáàïåðòóðå; j = 1, 2, …, Nact; 
k = 1, 2, …, Nlens (Nact – ÷èñëî ôóíêöèé îòêëèêà; Nlens – 

÷èñëî ñóáàïåðòóð). Ëîêàëüíûå íàêëîíû âîëíîâîãî 
ôðîíòà (x, y), ïðèõîäÿùåãî íà âõîäíóþ àïåðòóðó 
äàò÷èêà, ïðîïîðöèîíàëüíû èçìåðåííûì ñìåùåíèÿì 
êîîðäèíàò k-ãî öåíòðîèäà: 
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ãäå f – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû. Âåëè÷èíó 1/f  
ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê âñå èçìåðåííûå ñìåùåíèÿ 
êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ è äëÿ èçìåðÿåìîãî âîëíîâîãî 
ôðîíòà, è äëÿ ôóíêöèé îòêëèêà íîðìèðóþòñÿ íà 
âåëè÷èíó, â êîòîðóþ âõîäèò ïàðàìåòð f. 

Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ 

ïîäãîíêà ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ ðàçëîæåíèÿ W(x, y)  
ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà (2) ê îöåíêàì âîëíîâîãî ôðîí-
òà (x, y) â âèäå ñìåùåíèé êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ, 
ïîëó÷åííûõ â äàò÷èêå (3), ò.å. ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíê-
öèîíàë âèäà 
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 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà    0.ju  

Óðàâíåíèå (4) ðåøàåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì ÷àñòíûõ ïðî- 
èçâîäíûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ uj ê íóëþ. 
Òàê êàê 
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â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé îòêëèêà, òî èìååò ìå-
ñòî ñèñòåìà óðàâíåíèé: 
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èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå 

   .A U B  (5) 

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èìååò ñèñòåìà âèäà 

    T T ,A A U A B  (6) 
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T – îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. 
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìóìà: 
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Âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé îòêëèêà ïîëîæèòåëüíû  
â ñèëó èõ îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,    2 2 0ju  
è ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó îòâå÷àþò óñëîâèÿ â âèäå ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé (5). Óïðàâëÿþùèå çåðêàëîì íàïðÿ-
æåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì: 
U = (AT  A)–1  AT  B. 

Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû À ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå íà-
êëîíû ôóíêöèé îòêëèêà (2), ìàòðèöû Â – èçìåðå-
íèÿ äàò÷èêà (3). Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà çàäàíèÿ 
ýëåìåíòîâ ìàòðèö À è Â ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íû 7 âàðèàíòîâ ñèñòåì óðàâíåíèé (5) è (6). 

1. Ïóñòü èìåþòñÿ äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíê- 
öèé îòêëèêà Fj (x, y). Èõ ëîêàëüíûå íàêëîíû ìîãóò 
áûòü âû÷èñëåíû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé 
â òî÷êå (xk, yk), ò.å. 
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Äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé îòêëèêà çà-
äàíî íà ñåòêå ðàçìåðíîñòüþ N  N, ïîýòîìó ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèðàùåíèé x è y ðàâíî 1/N. 
  2. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà èçìåðÿåòñÿ äàò÷è-
êîì è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíî-

ìàì Öåðíèêå: 
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áóäóò ðåçóëüòàòû ðàçëîæåíèÿ ïî ëîêàëüíûì íàêëî-
íàì ïîëèíîìîâ Öåðíèêå: 
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 3. Åñëè ëîêàëüíûå íàêëîíû êàæäîé ôóíêöèè 

îòêëèêà ïðåäñòàâèòü êàê èçìåðåííûå íàêëîíû, ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå ñìåùåíèÿì êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ 
äëÿ ôóíêöèé îòêëèêà: 
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4. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A – ðåçóëüòàòû 
ðàçëîæåíèÿ ïî ëîêàëüíûì íàêëîíàì ïîëèíîìîâ Öåð- 
íèêå. Â ìàòðèöå B èçìåðåííûå íàêëîíû òàêæå ìî-
ãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî ëîêàëüíûì íàêëîíàì ïîëè-
íîìîâ Öåðíèêå, íî ñ äðóãèìè âåñîâûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ic , ò.å. åñëè 
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òî èìååò ìåñòî ñèñòåìà óðàâíåíèé, ãäå 
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5. Ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíîñòü èõ ïðîèçâîäíûõ [5]. Ïðè óìíî-
æåíèè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî âàðèàíòà 

íà 



( , )j k kZ x y

x
 è 



( , )j k kZ x y

y
 ñîîòâåòñòâåííî è ñ ó÷å-

òîì óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè îðòîãîíàëüíûõ 
ïîëèíîìîâ [5] èìååò ìåñòî ñèñòåìà óðàâíåíèé, ãäå 
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i

cB  ijc  – âåñîâîé êîýôôè-

öèåíò ïðè i-ì ïîëèíîìå Öåðíèêå j-é ôóíêöèè îò-
êëèêà; ci – âåñîâîé êîýôôèöèåíò ïðè i-ì ïîëèíîìå 
Öåðíèêå äëÿ âîëíîâîãî ôðîíòà (x, y), ïðèõîäÿùå-
ãî íà âõîäíóþ àïåðòóðó äàò÷èêà: i = 1, 2, …, Nbas. 
 

6. Åñëè â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ïÿòîãî âàðèàíòà 

çàìåíèòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó íà ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþ- 
ùóþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå  ( , ), ( , ) ,i jk k k kZ x y Z x y   
è ïîäåëèòü íà ( , ),j k kZ x y  òî ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé 
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7. Â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåòüåãî 
âàðèàíòà çàìåíà ñìåùåíèé ( , )x

k kS x y  è ( , )y
k kS x y  íà 

âûðàæåíèÿ 
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ñèñòåìó óðàâíåíèé, ãäå 
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Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B â âèäå 
ñìåùåíèé êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ èëè ëîêàëüíûõ íà-
êëîíîâ âîëíîâîãî ôðîíòà, èëè ñîâîêóïíîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå â ñèñòåìàõ óðàâíå-
íèé (5) è (6) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âû÷èñëÿåìûå 
íàïðÿæåíèÿ uj áóäóò ðàçëè÷íû. 

 
Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, 

ðàññ÷èòûâàþùèõ óïðàâëÿþùèå 
ãèáêèì çåðêàëîì íàïðÿæåíèÿ 

 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, åñëè ìàòðèöà AT  A – êâàäðàòíàÿ è íåâûðî-
æäåííàÿ, ò.å.  Tdet 0.A A  Îáðàùåíèå ìàòðèöû 
AT  A âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà, êîòîðûé îñóùå-
ñòâèì òîëüêî òîãäà, êîãäà ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû 
ìàòðèöû AT  A îòëè÷íû îò íóëÿ [7]. 

Ìàòðèöà AT  A ìîæåò áûòü íåâûðîæäåííîé, íî 
ìåòîä Ãàóññà ïðè îáðàùåíèè ìàòðèöû ïðèìåíèòü 

íåëüçÿ, åñëè ïåðâûé ýëåìåíò â îáðàùàåìîé ìàòðèöå 
ðàâåí íóëþ. Òîãäà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä Ãà-
óññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà: ïîñêîëüêó âñå óðàâ-
íåíèÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé ðàâíîïðàâíû, èõ ìîæíî 

ïðîíóìåðîâàòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: ïðèñâîèòü 
ïåðâûé íîìåð òîìó óðàâíåíèþ, â êîòîðîì êîýôôè-
öèåíò ïðè ïåðâîì íåèçâåñòíîì îòëè÷åí îò íóëÿ. 
Ïîñëå ýòîé ïåðåíóìåðàöèè ìîæåò áûòü âûïîëíåí 
ïåðâûé øàã ïî ìåòîäó Ãàóññà è ò.ä. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ìåòîäîì Ãàóññà–Æîðäàíà [8], ÷òî íå òðåáóåò 
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû, ïðè÷åì 
ìåòîä Ãàóññà–Æîðäàíà ïðèìåíèì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïðèìåíèì ìåòîä Ãàóññà, ò.å. êîãäà ãëàâíûå 

óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû AT  A îòëè÷íû îò íóëÿ. 
  Àëüòåðíàòèâîé ìàòðè÷íîìó ñïîñîáó ðåøåíèÿ ñèñ- 
òåìû óðàâíåíèé (6) ìîæåò ñòàòü ìåòîä ðàçëîæåíèÿ 
íà òðåóãîëüíûå ìàòðèöû [8]. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó 
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AT  A â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöû P ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è âåðõíåé 
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû Q òàêæå ñ åäèíè÷íîé ãëàâ- 
íîé äèàãîíàëüþ, òîãäà AT  A = P  Q è (AT  A)–1 = 
= P–1  Q–1, U = P–1  Q–1  AT  B. Ðàçëîæåíèå íà 

òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, åñëè 

ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû AT  A òàêæå îò-
ëè÷íû îò íóëÿ [8]. 

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñ- 
ëîâèåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ÿâëÿþòñÿ 
óñëîâèå  Tdet 0A A  è óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ 
âñåõ ãëàâíûõ óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû AT  A. 

 
Êðèòåðèè îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè 

àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, 
óïðàâëÿþùèõ ãèáêèì çåðêàëîì 
 

Ðåêîíñòðóèðîâàííûé âîëíîâîé ôðîíò â ÀÎÑ èñ- 
ïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíòðîëÿ óïðàâëåíèåì ãèáêèì çåðêà-
ëîì [1, 9–13]. Îäíèì èç êðèòåðèåâ îöåíêè ýôôåê-
òèâíîñòè ñïîñîáîâ, âû÷èñëÿþùèõ óïðàâëÿþùèå çåðêà- 
ëîì íàïðÿæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ 
ôàçû, ðåêîíñòðóèðîâàííîãî ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå: 

   


  
1

( , ) ( , )
basN

i i

i

x y c Z x y  (7) 

ñ ðàñïðåäåëåíèåì ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà (1). 
Íà ðèñ. 1 êðèâûìè 2 (âàðèàíò 4), 3 (âàðèàíò 5), 4 
(âàðèàíò 6), 5 (âàðèàíò 3) ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè 
ïîâåðõíîñòè çåðêàëà, âîñïðîèçâîäèìîé 19 ôóíêöèÿ-
ìè îòêëèêà [11–13] äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû, èçìå-
ðÿåìîé äàò÷èêîì Øýêà–Ãàðòìàíà. 

 

 
Ðèñ. 1. Ïðîôèëü ôàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðåêîíñòðóèðî-
âàííîãî ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå (êðèâàÿ 1); ïðîôèëè ôàçî-
âîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà, ãäå íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëåíû ðå-
øåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (5): êðèâàÿ 2 – ýëåìåíòàìè 
ìàòðèö A è B ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå íàêëîíû; 3 – êîýôôè-
öèåíòû ïîëèíîìîâ Öåðíèêå; 4 – çíà÷åíèÿ äâóìåðíûõ ðàñ- 
  ïðåäåëåíèé; 5 – ñìåùåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ 

 
Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîôèëþ âîëíîâîãî ôðîí- 

òà, ðåêîíñòðóèðîâàííîãî ïî èçìåðåíèÿì äàò÷èêà. Â øåñ- 
òîì âàðèàíòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), ãäå ýëåìåíòàìè 

ìàòðèö A è B ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ïîâåðõ-
íîñòåé (ðàñïðåäåëåíèé) ïîëèíîìîâ Öåðíèêå è äëÿ 

ôóíêöèé îòêëèêà, è äëÿ èçìåðÿåìîãî âîëíîâîãî ôðîí-
òà, ÷èñëî óðàâíåíèé ìîæíî âàðüèðîâàòü îò 64 (÷èñëî 

ñóáàïåðòóð íà äàò÷èêå), êàê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1, 
äî N = 512 (ðàçìåðíîñòü ñåòêè). Ñèñòåìà èç N = 512 
óðàâíåíèé äàåò íàèáîëåå áëèçêîå ê ðåêîíñòðóèðî-
âàííîìó âîëíîâîìó ôðîíòó ôàçîâîå ðàñïðåäåëåíèå 
çåðêàëà ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì 
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Âàæíûì êðèòåðèåì ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ 
ñëóæèò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå àìïëèòó-
äû êîëåáàíèé ôàçû íà êàæäîì ó÷àñòêå ôàçîâîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ [11, 12]: 
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Â ôîðìóëå (7) ðàçìåðíîñòÿì Nbas = 2, 5, 9, 14, 
20, 27, 35, … ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñ-
øòàáû àáåððàöèé m = 1, 2, 3, …, 7, … . Ïðè Nbas = 5 
m = 2, ò.å. áàçèñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëèíåéíûå è êâàä-
ðàòè÷íûå àáåððàöèè. Åñëè Nbas = 9, òî m = 3 è áà-
çèñ ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íûõ àáåððàöèé, 
à òàêæå àáåððàöèé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðà-
çîì, m ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó àáåð-
ðàöèé, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî 
ôðîíòà ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå. 

Ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè ôàçû íà âõîäíîé àïåð-
òóðå äàò÷èêà âîëíîâîãî ôðîíòà âûðàæàåòñÿ ôîðìó-
ëîé Ôðèäà [14]:   5 32

0( ) ,S Sk D r  ãäå  1;Sk  D – äèà- 

ìåòð âõîäíîé àïåðòóðû; r0 – ðàäèóñ Ôðèäà. Äèñïåð-
ñèè ôàçîâûõ îòêëîíåíèé äëÿ èçìåðÿåìîãî âîëíîâîãî 

ôðîíòà 2
S  è ðåêîíñòðóèðîâàííîãî âîëíîâîãî ôðîí- 

òà 
2

 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì   2 2
S Rk  [11, 12]. 

Ïàðàìåòð kR çàâèñèò îò ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé 

Nbas (7) è ìàñøòàáà áàçèñíûõ àáåððàöèé m: kR = 

  ( – )
0 .basm N mD r  Òàê êàê  2( 3 ) 2,basN m m  òî 

   2 ( 1)
0 .m

Rk D r  

Äèñïåðñèÿ îòêëîíåíèé âîëíîâîãî ôðîíòà, ðå-
êîíñòðóèðîâàííîãî äàò÷èêîì, îò åãî ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ êàê ñòåïåííîé ôóíêöèè îòíîøåíèÿ D ê r0 
èìååò âèä 

   
  (5 –1) (3 3)2

0 ,m m
Sk D r  (8) 

ãäå m = 1, 2, 3, …, 7, … . 
Äèñïåðñèè ôàçîâûõ îòêëîíåíèé äëÿ ðåêîíñòðóè-

ðîâàííîãî âîëíîâîãî ôðîíòà 
2

 è ôàçîâîé ïîâåðõíî-
ñòè çåðêàëà 2

W  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì   2 2 ,P Wk  
ãäå kP çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ðàçìåùåíèÿ óïðàâëÿþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ, ôóíêöèè îòêëèêà êîòîðûõ îáðàçóþò 
áàçèñ ðàçëîæåíèÿ ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà (1). 
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýêñ- 
ïåðèìåíòàõ íà àòìîñôåðíîé òðàññå è óñðåäíåííûå ïî 
50 ðåàëèçàöèÿì. 
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Ðèñ. 2. Äèñïåðñèè îòêëîíåíèé ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çåðêà- 
ëà îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðè âîçäåéñòâèè óïðàâëÿþùèìè 
ýëåìåíòàìè, ðàçìåùåííûìè: ïî ïåðâîìó êîëüöó èç 7 ýëå-
ìåíòîâ (êðèâàÿ 1); ïî äâóì ïåðâûì êîëüöàì èç 19 ýëåìåí-
òîâ (2) [11, 12]; êðèâàÿ 3 – ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè ôàçû 
  íà âõîäíîé àïåðòóðå äàò÷èêà 

 
Äèñïåðñèÿ ôàçîâûõ îòêëîíåíèé äëÿ ôàçîâîé ïî- 

âåðõíîñòè çåðêàëà 2
W  èç óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì 

ôîðìóëû (8) äëÿ ôóíêöèé îòêëèêà êàê ðåçóëüòàòîâ 
ðåêîíñòðóêöèè ïðè åäèíè÷íîì âîçäåéñòâèè îòäåëü-
íîãî óïðàâëÿþùåãî ýëåìåíòà íà çåðêàëî èìååò âèä 
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Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ôóíêöèé îòêëèêà 
èñïîëüçóåòñÿ â óïðàâëåíèè çåðêàëîì [11, 12], ò.å. 
÷åì áîëüøå ðàíã ìàòðèöû AT  A â ñèñòåìå óðàâíå-
íèé (5), òåì ìåíüøå çíà÷åíèå kP, õàðàêòåðèçóþùåãî 
îòëè÷èå äèñïåðñèè ôàçîâûõ îòêëîíåíèé äëÿ ôàçîâî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ çåðêàëà îò äèñïåðñèè ôàçîâûõ îò-
êëîíåíèé äëÿ ðåêîíñòðóèðîâàííîãî âîëíîâîãî ôðîí-
òà. Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ôóíêöèé îòêëèêà îøèáêà 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) áóäåò ïðîïîðöèî-
íàëüíà âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà kP. 

Êðèòåðèåì îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè âàðèàíòîâ 
1–7, âû÷èñëÿþùèõ óïðàâëÿþùèå çåðêàëîì íàïðÿ-
æåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêà [8], ò.å. îøèáêà â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) èëè íîðìà: 

   T T– .mdA A U A B  ×åì ìåíüøå ,md  òåì 
âûøå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ óïðàâ-
ëÿþùèõ íàïðÿæåíèé. 

Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) (ìàòðè-
öà AT  A) è åå ñâîáîäíûå ÷ëåíû (ìàòðèöà AT  B) ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíî-
ñòüþ, ìàëîå èçìåíåíèå èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò 
êàðäèíàëüíî ñêàçàòüñÿ íà ðåçóëüòàòå. Òàêèå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè. 
×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû a = AT  A, îò êî-
òîðîãî çàâèñèò ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïîãðåøíîñòü ïî-
ëó÷åííîãî ðåøåíèÿ [8], åñòü âåëè÷èíà cond(a) = 
    –1T T( ) .A A A A  Åñëè cond(a) íåâåëèêî, òî 
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ áóäåò íå ñèëü-
íî îòëè÷àòüñÿ îò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ. ×åì áîëüøå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, òåì 
áîëüøå áóäåò âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè êîýôôèöèåíòîâ 
íà ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ. 

 
Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ  

è èõ îáñóæäåíèå 
 

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ 
çåðêàëîì íàïðÿæåíèé ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ðàñ÷å-
òîâ ïî äàííûì íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åí-
íûì íà àòìîñôåðíîé òðàññå äëèíîé 100 ì, è äàåò 
ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ ïî 100 ðåàëèçàöèÿì. Ðàñ÷åòû 
ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå, ñîäåðæàùåé 512  512 ïèêñå-
ëåé. Â êà÷åñòâå îïîðíîãî âîëíîâîãî ôðîíòà èñïîëü-
çîâàëñÿ ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ 
ïî âûáîðêå. Âîëíîâîé ôðîíò àíàëèçèðîâàëñÿ äàò÷è-
êîì Øýêà–Ãàðòìàíà ñ ëèíçîâûì ðàñòðîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç 8  8 ñóáàïåðòóð ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 
2 ìì. Ðàçìåð ñóáàïåðòóðû ñîñòàâëÿë 64  64 ïèêñå-
ëÿ è ñîîòâåòñòâîâàë ðàññòîÿíèþ ìåæäó öåíòðàìè 
ñóáàïåðòóð ( = 0,633 ìêì, D = 7,24 ìì). 

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (5) (âà- 
ðèàíòû 1–7) ïî ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ôàçîâîé 
ïîâåðõíîñòè çåðêàëà 2 ,W  ïî äèñïåðñèè 2

 îòêëîíåíèé 

ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà îò ïîâåðõíîñòè ðåêîí-
ñòðóèðîâàííîãî äàò÷èêîì âîëíîâîãî ôðîíòà, ïî ìåðå 

íåâÿçêè md  è ïî âåëè÷èíå îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû 
à = AT  A, ò.å. (cond(a)), ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. 
 

¹ âàðèàíòà 2
W  2  md  cond(a) 

1 1,13863 0,000144 9,83143 1,80Å + 05
2 1,13472 0,000146 9,83790 1,82Å + 05
3 1,16972 0,000175 10,33620 7,88Å + 04
4 0,10208 0,000143 5,26958 2,24Å + 05
5 0,00058 0,000065 7,50418 1,334 + 09
6 0,00058 0,000099 0,49390 9,522 + 07
7 0,15656 0,000196 6,31624 7,88Å + 04

 
Ïî çíà÷åíèÿì äèñïåðñèé 2

 è 2 ,W  ïðåäñòàâ-
ëåííûì â òàáëèöå, íàèáîëåå òî÷íûì àëãîðèòìîì  
âû÷èñëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ çåðêàëîì íàïðÿæåíèé ñòà-
íîâèòñÿ âàðèàíò 5 ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), ãäå ýëå-
ìåíòàìè ìàòðèö A è Â ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïî-
ëèíîìîâ Öåðíèêå. Âàðèàíò 6, ãäå ýëåìåíòàìè ìàòðèö  

11. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 10. 



 

930 Ëàâðèíîâ Â.Â., Ëàâðèíîâà Ë.Í., Òóåâ Ì.Â. 
 

 
A è Â ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå, áóäåò ñàìûì òî÷íûì, åñëè ðåøàòü ñèñòåìó 
èç 512 óðàâíåíèé. Óâåëè÷èòü ÷èñëî óðàâíåíèé äî 

ðàçìåðíîñòè ñåòêè âîçìîæíî òîëüêî â äàííîì âàðè-
àíòå. Íàèìåíåå òî÷íûì àëãîðèòìîì áóäåò âàðèàíò 3, 
ãäå ýëåìåíòàìè ìàòðèö A è Â ÿâëÿþòñÿ ñìåùåíèÿ 
êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ. Ïî âåëè÷èíå íåâÿçêè ñàìûì 
ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ îïÿòü æå âàðèàíò 6, íàèìå-
íåå ýôôåêòèâíûì âàðèàíò 3. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè 

cond(a), îöåíèâàþùåå âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ (ïîãðåøíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû AT  A) 
íà ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, îòíîñèòåëüíî íå âåëèêî 
äëÿ âàðèàíòîâ 3 è 7, ãäå ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A 
ÿâëÿþòñÿ ñìåùåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ. Ñàìîå 
áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè – äëÿ âàðèàíòà 5, 
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû A – êîýôôèöèåíòû ïîëèíî-
ìîâ Öåðíèêå. Äàëåå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îáó-
ñëîâëåííîñòè èäóò âàðèàíòû 1, 2, 4, ãäå ýëåìåíòàìè 
ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå íàêëîíû ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå (âàðèàíòû 2 è 4) èëè ôóíêöèé îòêëèêà (âà-
ðèàíò 1). È íàêîíåö, âàðèàíòû 5 è 6, ãäå ýëåìåíòû 
ìàòðèöû A ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè ðàñïðåäåëå-
íèé ïîëèíîìîâ Öåðíèêå. Òàêèì îáðàçîì, âàðèàí-
òû 5 è 6 ÿâëÿþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ âàðèàíòàìè 3 è 7. 

 
 

Çàêëþ÷åíèå 
 
Àíàëèòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (5) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå èçìåðåíèå 
äàò÷èêà âîëíîâîãî ôðîíòà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìè-
ðóåìî ñóììîé óïðàâëÿþùèõ çåðêàëîì íàïðÿæåíèé, 
óìíîæåííûõ íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îòêëèêà. Çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé îòêëèêà è èíôîðìàöèÿ, ðåãèñòðèðóå-
ìàÿ äàò÷èêîì, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñìåùå-
íèÿ êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ ëèáî êàê ëîêàëüíûå íà-
êëîíû ïîëèíîìîâ Öåðíèêå è ôóíêöèé îòêëèêà, ëèáî 
êàê êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, ëèáî êàê çíà- 
÷åíèÿ äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ôàçîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé, âûðàæåííûõ ÷åðåç ïîëèíîìû Öåðíèêå. Ñìå-
ùåíèå êîîðäèíàòû èçìåðÿåìîãî äàò÷èêîì âîëíîâîãî 

ôðîíòà è ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3) ëîêàëüíûé íàêëîí 
âîëíîâîãî ôðîíòà åñòü ðåçóëüòàò àïïðîêñèìàöèè 
åãî ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå 
òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè çåðêà-
ëà, èçìåðÿåìîãî âîëíîâîãî ôðîíòà, ïîâåðõíîñòåé 

ôóíêöèé îòêëèêà èëè äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé 

ïîëèíîìîâ Öåðíèêå (ñì. òàáëèöó, âàðèàíòû 1–4, 7). 
Â ïÿòîì âàðèàíòå è çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îòêëèêà,  
è èçìåðåíèÿ äàò÷èêà âîëíîâîãî ôðîíòà ïðåäñòàâëå-
íû â âèäå ñîâîêóïíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå. Êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè 
îáùåé âîëíîâîé àáåððàöèè äàåò âêëàä àáåððàöèè çà- 
äàííîãî òèïà è ïîðÿäêà, ñîçäàâàÿ îïðåäåëåííûå ñî-
îòíîøåíèÿ âñåõ òèïîâ àáåððàöèé [11, 12, 15]. Â äàí-
íîì ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèÿ èìååò íåëèíåéíûé õà-
ðàêòåð è àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
çåðêàëà ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ê ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà, ðåêîíñòðóèðîâàííîãî  
 

 
äàò÷èêîì [3, 15]. Äëÿ âàðèàíòà, ãäå çíà÷åíèå ôàçî-
âîé ïîâåðõíîñòè ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé ôàçîâûõ 
ïîâåðõíîñòåé (äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé) ôóíêöèé 
îòêëèêà, óìíîæåííûõ íà âû÷èñëåííûå íàïðÿæåíèÿ, 
àïïðîêñèìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåëèíåéíîé, òàê êàê 
êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè îòêëèêà ïðåäñòàâ-
ëÿåò êîìáèíàöèþ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå. 
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V.V. Lavrinov, L.N. Lavrinova, M.V. Tuev. Numerical simulation of the algorithm to compute the 
voltage  control  for  the  flexible  mirror  depending on the representation of information on the wavefront. 

Shack–Hartmann sensor represents a wavefront as centroids of the focal spots. Wavefront information can 
be presented as the difference of the coordinate data on centers of sub-apertures or the local wavefront tilts, or 
coefficients of the basis functions in the decomposition of the measured wavefront, or the values of the basis 
functions in its two-dimensional distribution. Voltages calculated from the sensor measurements, that control 
for the flexible mirror will change depending on the form of information on the wavefront. The paper presents 
the numerical results giving an assessment of the effectiveness of the algorithm for calculating the mirror con-
trol voltages depending on the presentation of the wavefront. The studies performed are based on the analysis 
of experimental data on an atmospheric path. 
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