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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà äëÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ëþáîé 
íà÷àëüíîé ôîðìû, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ñ ïðîèçâîëüíûìè ñïåêòðîì êîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ïðîôèëåì ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðèâåäåíû 
îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà è íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ïó÷êà. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëàçåðíûé ïó÷îê, òóðáóëåíòíîñòü, ôóíêöèÿ âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè, ðàñïðåäåëåíèå 
Âèãíåðà, ÷èñëåííûå ìåòîäû; laser beam, turbulence, mutual coherence function, Wigner distribution function, 
numerical methods. 

 

Ââåäåíèå 

Èìåÿ èçâåñòíîé ôóíêöèþ âçàèìíîé êîãåðåíò-
íîñòè (ÔÂÊ), ìîæíî ðàññ÷èòàòü ìíîãî÷èñëåííûå 
ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïòè÷åñêîé âîëíû, 
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, 
òàêèå êàê ñðåäíèé ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ, óãëîâàÿ 
ðàñõîäèìîñòü, ïðîôèëü ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè, 
M 2-ôàêòîð [1–5]. Íà îñíîâå èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ 
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÔÂÊ [6–8], àâòî-
ðàìè ýòîé ñòàòüè áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷åòà 
ÔÂÊ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ëàçåðíîãî ïó÷êà íà òðàññå â òóðáóëåíòíîé àòìîñôå-
ðå [9]. 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà (ÔÐÂ) îïðå-
äåëåíà êàê Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî ðàçíîñòíîé 

ïåðåìåííîé îò ÔÂÊ 2( ; , )c dxΓ ρ ρ  [5, 10, 11]:  

 2

2( ; , ) ( ; , )exp( ),c cd d dh x d x ik
−

= λ Γ∫ρ θ ρ ρ ρ ρ θ  (1) 

ãäå 0 2 /k = π λ  – äëèíà âîëíû;  

2( ; , ) ( , /2) ( , /2) ;c c cd d dx U x U x
∗

Γ = + −ρ ρ ρ ρ ρ ρ  

( , )U x ρ  – ïîëå îïòè÷åñêîé âîëíû; x – êîîðäèíàòà 

âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; ( , )y z=ρ  – 

âåêòîð â ïîïåðå÷íîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïëîñêîñòè; c è d – èíäåêñû, îáîçíà÷àþùèå 
ñóììàðíóþ è ðàçíîñòíóþ ïîïåðå÷íûå êîîðäèíàòû. 
Ìîìåíòû ÔÐÂ (ÌÔÐÂ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíòå-
ãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ÔÐÂ è ïîïåðå÷íûõ êîîðäè-
íàò [5, 10, 11]: 

 1 ( ; , ) ,k l m n k l m n
y z y zy z P y z h x d d−

θ θ = θ θ∫ ρ θ ρ θ  (2) 
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 ( ; , ) ,P h x d d= ∫ ρ θ ρ θ  (3) 

ãäå P – ìîùíîñòü ïó÷êà. Îäèí èç ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ ïó÷êà – Ì 2-ôàêòîð – ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåí êàê êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ ÌÔÐÂ 
âòîðîãî ïîðÿäêà [5, 10, 11]: ñóììû ðàäèàëüíûõ 
ìîìåíòîâ 

k = 2, l = m = n = 0 è l = 2, k = m = n = 0,  

2 2 2
y z= +ρ  

(ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ïó÷êà), ñóììû óãëîâûõ ìî-
ìåíòîâ 

m = 2, k = l = n = 0 è n = 2, k = l = m = 0,  

2 2 2

y z= θ + θθ  

(óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü) è ñóììû ïåðåêðåñòíûõ ìî-
ìåíòîâ 

k = m = 1, l = n = 0 è l = n = 1, k = m = 0, 

,y zy z⋅ = θ + θρ θ  

 
22 2 2

0( ) .M x k= − ⋅ρ θ ρ θ  (4) 

Äëÿ ðàñ÷åòà ÔÂÊ îïòè÷åñêîé âîëíû â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå íà òðàññå â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 
òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó 
ñïåêòðàìè ÔÂÊ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå è â ñâîáîä-
íîì ïðîñòðàíñòâå [9]: 

 { }0

2 2( ; , ) ( ; , )exp ( , ) ,d d d dx x H xΓ = Γ − λ +� �κ κ κρ ρ ρ ρ  (5) 

ãäå 

 { }2 2( ; , ) ( ; , )exp 2 ,c c cd dx d x iΓ = Γ π∫�

κ κρ ρ ρ ρ ρ  (6) 

4. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 11. 
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 { }0 0

2 2( ; , ) ( ; , )exp 2 ;c c cd dx d x iΓ = Γ π∫� κ κρ ρ ρ ρ ρ   

0

2( ; , )c dxΓ ρ ρ  – ÔÂÊ îïòè÷åñêîé âîëíû â ñâîáîäíîì 

ïðîñòðàíñòâå; 

( ){ }

0

2

1

0

( , ) 2

1 exp (1 ) ( , );

d d

nd d

H k x

d d i x

= π ×

⎡ ⎤× ξ − ξ + − ξ Φ ξ⎣ ⎦′ ′ ′

′

′∫ ∫ κ κ κ

ρ ρ

ρ ρ
 

(7)
 

2

0( , ) ( ) ( )
n n

x C xΦ ξ = ξ Φκ κ  

– ñïåêòð êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû ñî ñòðóêòóðíîé õà-

ðàêòåðèñòèêîé 2( ),
n

C xξ  èçìåíÿþùåéñÿ âäîëü òðàññû 

(0, x); âåêòîðû  

κ = (κy, κz), ρc = (yc, zc), ρd = (yd, zd) 

îðòîãîíàëüíû îïòè÷åñêîé îñè.  
Èñïîëüçóÿ ïðè âû÷èñëåíèè ÔÂÊ ïðåèìóùåñò-

âî ñîîòíîøåíèÿ (5), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ðàçíîñò-
íàÿ ïåðåìåííàÿ ρd â ñïåêòðàõ ÔÂÊ â ïðàâîé è ëå-
âîé ÷àñòÿõ (5) ôèêñèðîâàíà è ðàñ÷åò ÔÂÊ âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè ïîìîùè 2D áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Ôóðüå (ÁÏÔ), ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé ìå-
òîä ðàñ÷åòà ÌÔÐÂ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèé íà 
òðàññå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïó÷êà ñ ëþáîé íà÷àëü-
íîé ôîðìîé. Òàêîé ïîäõîä âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò 
ïîäõîäîâ [1–5], ãäå ïðè ðàñ÷åòå ÔÂÊ è ÌÔÐÂ 
âûïîëíÿåòñÿ ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå â (2) ñ ïîä-
ñòàíîâêîé êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
ïó÷êà, ÷òî âåñüìà íåóäîáíî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî 
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà íåîáõîäèìî âû-
ïîëíÿòü îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ. 

Ìåòîä ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà 

Ïðè âû÷èñëåíèè ÌÔÐÂ ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäíûõ äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà [5] ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîäñòà-
íîâêå (5), (6) â (1), (2). Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ïåðåìåííûì y, 
z, θy, θz ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
ìîìåíòà ÔÐÂ: 

 

1

0

2

0

0

( ) ( 2 )

( ; , ) .

d

k l m n m n k l
y z

n m l k

dn m l k
d d z y

y z ik i P

x
y z

− − − − −

=

=

θ θ = − π ×

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥⎜ ⎟× Γ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂κ ∂κ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

�

ρ

κ

κ ρ
 

(8)
 

Ìîùíîñòü ïó÷êà P îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì 

ñïåêòðà ÔÂÊ â íóëåâîé òî÷êå (κ = 0, ρd = 0): 

2

0

( ; , )
d

c c dP d x
=

⎡ ⎤= Γ
⎢ ⎥⎣ ⎦∫

ρ

ρ ρ ρ
0

2 2( ;0,0) ( ;0,0).x x= Γ ≡ Γ� �  (9) 

Êîìïîíåíòû Ì 2-ôàêòîðà ñîãëàñíî (8) òåïåðü îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè: 

 2 2 2 2 1

2
0

(4 ) ( ; ,0) ;y z P x−

=

⎡ ⎤= + = − π Δ Γ⎣ ⎦ρ �

κ

κ

κ  (10) 

2 2 2 2 1

0 2
0

( ) ( ;0, ) ,
d

d

y z dk P x
−

=

⎡ ⎤= θ + θ = − Δ Γ⎣ ⎦
�

ρ
ρ

θ ρ  (11) 

 
( )2 1

2 0

0

(4 ) ( ;0, ) ,
d

d

y z

d

y z

P x−

=

=

⋅ = θ + θ =

⎡ ⎤= λ π ∇ ∇ Γ
⎣ ⎦

�

ρ

ρ

κ κ

ρ θ

ρ
 

(12)
 

ãäå ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ìîìåíòîâ èñïîëüçîâàíû 
îïåðàòîðû 

,
d y z

d dy z

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
ρ e e  ,y z

y z

∂ ∂
∇ = +

∂κ ∂κ
e e

κ
 

2 2

2 2
,

d

d dy z

∂ ∂
Δ = +

∂ ∂
ρ  

2 2

2 2
,

y z

∂ ∂
Δ = +

∂κ ∂κ
κ

 

ey, ez – åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ 
îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âûðàæåíèÿ (10)–(12) 
äîïóñêàþò ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ñîîòíîøåíèÿ 
(5) óïðîùåíèå â âèäå ðàçäåëåíèÿ íà «òóðáóëåíò-
íóþ» è «äèôðàêöèîííóþ» ÷àñòè ÔÂÊ: 

 2 2 1 0 2 3

2 2
0

(4 ) ( ; ,0) 4 ;P x x C T
−

=

⎡ ⎤= − π Δ Γ + π⎣ ⎦
�

κ

κ

κρ  (13) 

 2 2 1 0 2

0 2 0
0

( ) ( ;0, ) 4 ,
d

d

dk P x xC T
−

=

⎡ ⎤= − Δ Γ + π⎣ ⎦
�

ρ
ρ

θ ρ  (14) 

 ( )2 1 0 2 2

2 10

0

(4 ) ( ; , ) 4 .
d

d

dP x x CT
−

=

=

⎡ ⎤⋅ = λ π ∇ ⋅ ∇ Γ − π
⎣ ⎦

�

ρ

ρ

κ κ
κρ θ ρ  

  (15) 

Çäåñü 
m

C  åñòü èíòåãðàëû ïî òðàññå îò ïðîôèëÿ 

ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè 

 

1

2

0

(1 ) ( ),m

m n
C d C= ξ − ξ ξ∫  (16) 

à T – èíòåãðàë îò ñïåêòðà 0( ):qΦ  

 3

0

0

( ) .T q q dq

∞

= Φ∫  (17) 

«Äèôðàêöèîííûå» êîìïîíåíòû, íå çàâèñÿùèå îò 
òóðáóëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåíû ïåðâûìè 
ñëàãàåìûìè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (13)–(15). 

Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ 2( )
n

C xξ  â ñîîò-

íîøåíèÿõ (13)–(15) ñëåäóåò çàìåíèòü ïðîèçâåäå-
íèå

m
C T  èíòåãðàëàìè âèäà 

 

1

2 3

0

0 0

(1 ) ( ) ( , ) ,m

m n
C T d C q q dq

∞

→ ξ − ξ ξ Φ ξ∫ ∫  (18) 

ãäå ñïåêòð 0( , )qΦ ξ  èçìåíÿåòñÿ âäîëü òðàññû. 

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ (13)–(17) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ìåòîä ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ÔÐÂ, â êîòîðîì 
âû÷èñëåíèå «äèôðàêöèîííûõ» êîìïîíåíò ìîìåíòîâ 
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ÁÏÔ  
ê ïîëþ âîëíû â ïëîñêîñòè ïðèåìíèêà: 

0 2 2 *

2 0 0
0

( , ,0) 4 ( , ) ( , ),
c c c c

x d U x U x
=

Δ Γ = − π ρ∫�

κ
κ

κ ρ ρ ρ  (19) 
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2
0
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0 0

( ,0, )

2 Re ( , ) exp( 2 ) ( , )

d
d

d

c c c

x

d U x d q i U x

=

Δ Γ =

⎡= − π − π +
⎢⎣∫ ∫ q q q

�

�

ρ
ρ

ρ

ρ ρ ρ

 

 
( )

( )

1 1 1 0 1

*

2 2 2 0 2

exp( 2 ) ( , )

exp(2 ) ( , ) ,

c

c

d i U x

d i U x

+ − π ×

⎤× π ⎥⎦

∫

∫

q q q q

q q q q

�

�

ρ

ρ

 
(20)

 

 

( )

( )

0 2

2 0

0

*

0 0

( , , ) 4 Re

( , ) exp( 2 ) ( , ) ,

d

d

c cd

c c

x d

U x d i U x

=

=

∇ ∇ Γ = π ×

× − π′ ′ ′ ′

∫

∫

�

�

ρ

ρ

κ κ
κ

κ κ κ κ

ρ ρ ρ

ρ ρ

 

(21)

 

à «òóðáóëåíòíûå» êîìïîíåíòû ñâîäÿòñÿ ê âû÷èñëå-
íèþ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ (16), (17). 
Ïîëå â ïëîñêîñòè x ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èç-
âåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ [12], ñâÿçûâàþùåãî Ôóðüå-
ñïåêòðû ïîëåé â ïëîñêîñòÿõ x1 è x2: 

 ( )22 1 2 1( , ) ( , )exp ( ) .U x U x i x x= πλ − κ� �

κ κ  (22) 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ «äèôðàêöèîí-
íîé» ÷àñòè ÌÔÐÂ ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì 
ïðèìåíåíèåì ÁÏÔ ê ðàñïðåäåëåíèþ ïîëÿ â íà-
÷àëüíîé ïëîñêîñòè. 

Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå ïîëå ÷àñòè÷íî êîãå-
ðåíòíîå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì ìå-
æäó ñïåêòðàìè ÔÂÊ îïòè÷åñêîé âîëíû â íà÷àëü-
íîé è ïðîèçâîëüíîé òî÷êàõ òðàññû: 

 0 0

2 2( ; , ) (0; , ),d dx xΓ = Γ + λ� �

κ κ κρ ρ   (23) 

÷òî äàåò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîèçâîä-
íûìè ñïåêòðîâ ÔÂÊ â óêàçàííûõ òî÷êàõ òðàññû: 

0 0

2 20 0

0 0

0

2
0

( ; , ) (0; , )

(0;0, ) ,

d d

d d

d
d

d d

d

x x
= =

= =

=

Δ Γ = Δ Γ + λ =

= Δ Γ

� �
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Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ÿâíîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåêòðà ÔÂÊ îïòè÷å-
ñêîé âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå âûðàæåíèÿ 
(12)–(17) ëåãêî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëè- 
 

òè÷åñêèõ âûðàæåíèé ìîìåíòîâ ÔÐÂ ëþáîãî ïîðÿä-
êà, ïðèáåãàÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì òîëüêî íà ïî-
ñëåäíåì ýòàïå. 

Çàêëþ÷åíèå 

Ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà 
ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà è íåêî-
òîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îïòè÷åñêîé âîë-
íû ñ ëþáûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì àìïëèòóäû 
è ôàçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé àòìî-
ñôåðå ñ ïðîèçâîëüíûìè ñïåêòðîì êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ïðîôèëåì 
ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïîäðîáíî îïèñàí âåñü 
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ÔÐÂ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ì 

2-ôàêòîðà â òóðáóëåíò-
íîé àòìîñôåðå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîëÿ ëàçåðíîãî 
ïó÷êà â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà. Ïðåäñòàâëåíèå àëãî-
ðèòìà ðàñ÷åòîâ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå-
íèÿ ÁÏÔ ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü ðàñ÷åòû ïî 
ñðàâíåíèþ ñ [5]. 
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