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Ïðåäñòàâëåí íîâûé àëãîðèòì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ÷èñ-

ëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. Ðàçðàáîòàííàÿ íà 
îñíîâå äàííîãî àëãîðèòìà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ íà âõîäíîé 
àïåðòóðå àäàïòèâíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò îöåíèòü âðåìåííóþ òðàíñôîðìàöèþ íåîäíîðîäíîñòåé àòìîñôåðû, 
êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå ìåëêîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè âåòðà, ïðèñóòñòâóþùèå â ðåàëüíîé àòìîñôåðå 
íàðÿäó ñ âåòðîâûì ïåðåíîñîì òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîé ìîäåëè ïðîâå-
äåíû èññëåäîâàíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ìåòîäà, âû÷èñëÿþùåãî ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîãî âåòðîâîãî ïåðåíîñà òóð-
áóëåíòíîñòè ïî èçìåðåíèÿì äàò÷èêà âîëíîâîãî ôðîíòà Øýêà–Ãàðòìàíà (Shack–Hartmann). 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äàò÷èê âîëíîâîãî ôðîíòà Øýêà–Ãàðòìàíà, ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè, ñêîðîñòü âåòðà; 
Shack–Hartmann wavefront sensor, turbulence model, wind speed. 

 

Ââåäåíèå 

Äëÿ óïðàâëåíèÿ çåðêàëîì ïðè àäàïòèâíîé êîð-
ðåêöèè òóðáóëåíòíûõ èñêàæåíèé ñâåòîâîãî ïîëÿ  
ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ çàäåðæêè â êîíòóðå îáðàòíîé 
ñâÿçè, îáóñëîâëåííîé ðàçðûâîì âî âðåìåíè ìîìåí-
òà ðåãèñòðàöèè äàò÷èêîì èñêàæåíèé âîëíîâîãî 
ôðîíòà è ìîìåíòà êîððåêöèè èõ ãèáêèì çåðêàëîì, 
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðîãíîç èñêàæåíèé âîëíîâîãî 
ôðîíòà, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå àíàëèçà ýâîëþöèè 
ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé [1–3]. Ïðîãíîç âûïîëíÿåòñÿ 
â ðåæèìå ìîíèòîðèíãà èçìåðåíèé äàò÷èêà âîëíîâîãî 
ôðîíòà (ÄÂÔ) Øýêà–Ãàðòìàíà (Shack–Hartmann) 
è ïðåäïîëàãàåò çíàíèå ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ ñêî-
ðîñòè ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé èëè, ñîãëàñíî 
ãèïîòåçå «çàìîðîæåííîñòè» òóðáóëåíòíîñòè [4–6], 
âû÷èñëåíèå ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïîïå-
ðå÷íîãî âåòðîâîãî ïåðåíîñà ñâåòîâîãî ïîëÿ íà âõîä-
íîé àïåðòóðå àäàïòèâíîé ñèñòåìû. Ðàñ÷åò ñðåäíèõ 
çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè âåòðà 
íà âõîäíîé àïåðòóðå àäàïòèâíîé ñèñòåìû, êàê ïî-
êàçàíî â ðàáîòå [7], ìîæåò áûòü âûïîëíåí ïî èçìå-
ðåíèÿì ÄÂÔ Øýêà–Ãàðòìàíà ñîïîñòàâëåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà äëÿ èçìåðåííîãî âîëíîâîãî 
ôðîíòà ñ ÷àñòüþ íîðìèðîâàííîãî êîëìîãîðîâñêîãî 
ñïåêòðà [4–6]. Ìîäåëü Êîëìîãîðîâà îñíîâàíà íà 
ãèïîòåçàõ èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè ñðåäû. Îä-
íàêî â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì  
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èññëåäîâàíèÿì [8–10], ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü òóðáó-
ëåíòíîñòè â èçîòðîïíîé ñðåäå íå âñåãäà ïîä÷èíÿåò-
ñÿ çàêîíó «îäèííàäöàòè òðåòåé» äëÿ ñïåêòðàëüíîé 
ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, 
êîòîðûé îïèñûâàåò òóðáóëåíòíûå íåîäíîðîäíîñòè 
çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè. 

Âàðüèðîâàíèå ìîùíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî 
ñïåêòðà ôëóêòóàöèé ôàçû ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü 
ìåëêîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè âåòðà, ïðè-
ñóòñòâóþùèå â ðåàëüíîé àòìîñôåðå, êîòîðûå âìåñòå 
ñ âåòðîâûì ïåðåíîñîì çàäàþò òðàíñôîðìàöèþ òóð-
áóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé âî âðåìåíè, èëè ýâî-
ëþöèþ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. 

Ïîä ýâîëþöèåé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ïîíèìà-
åòñÿ ïðîöåññ ïîñòåïåííûõ êîëè÷åñòâåííûõ èçìåíå-
íèé ôëóêòóàöèé âîëíîâîãî ôðîíòà, â ðåçóëüòàòå 
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò åãî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå. 
Ïîñêîëüêó îáóñëîâëåííûå àòìîñôåðíîé òóðáóëåíò-
íîñòüþ ôàçîâûå ôëóêòóàöèè ñâåòîâîãî ïîëÿ íîñÿò 
ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, è ñêîðîñòü ýâîëþöèè ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî àë-
ãîðèòì åå âû÷èñëåíèÿ îñíîâàí íà êîððåëÿöèîííûõ 
ñâîéñòâàõ èçìåðåíèé ÄÂÔ Øýêà–Ãàðòìàíà [11]. 
 Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàç-
ðàáîòàòü ÷èñëåííóþ ìîäåëü íåïîâòîðÿþùèõñÿ ñëó-
÷àéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ, ìåíÿþùèõñÿ ïîä äåéñò-
âèåì âåòðîâîãî ïåðåíîñà çàäàííîé ñêîðîñòè è ìåë-
êîìàñøòàáíûõ ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé âåòðà. Íà 
îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ îöå-
íèòü êîððåëÿöèîííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñêîðî-
ñòè âåòðîâîãî ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè, à òàêæå 
ñêîðîñòè ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. 
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Îïèñàíèå êîððåëÿöèîííîãî àëãîðèòìà 

Â ïëîñêîñòè ðåãèñòðàöèè äàò÷èêà ëîêàëüíûå 
íàêëîíû âîëíîâîãî ôðîíòà, ïðèõîäÿùåãî íà âõîä-
íóþ àïåðòóðó ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êî-
îðäèíàò öåíòðîèäîâ [12, 13]:  
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ãî ôðîíòà, ïåðåéäåì ê ôàçîâûì ñîîòíîøåíèÿì. 

Ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èçìåðåíèé 

ÄÂÔ Øýêà–Ãàðòìàíà 

Èçìåðÿåìûå äàò÷èêîì ëîêàëüíûå íàêëîíû âîëíî-
âîãî ôðîíòà ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçíîñòÿì êîîðäè-
íàò öåíòðîèäîâ [15]:  
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ñëó÷àå [14] äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé ðàçíîñòè êîîðäè-

íàò öåíòðîèäîâ 
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ξσ  âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

  2 2 2 1/30,365 .
n

f LC D−
ξσ =   (3) 

Ðàäèóñ Ôðèäà 0r  ñâÿçàí ñî ñòðóêòóðíîé ïîñòî-

ÿííîé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 

2

n
C  âûðàæåíèåì [4]:  

  5/3 2 2
0 0,423 ,

n
r C L
−

= κ   (4) 

òîãäà äèñïåðñèÿ 

2

ξσ  ïðîïîðöèîíàëüíà ñòåïåíè îòíî-

øåíèÿ äèàìåòðà ñóáàïåðòóðû D ê ðàäèóñó Ôðèäà 

0r  [7, 16]: 

  
5/32

2

0

0,022 .
f D

D r
ξ

⎛ ⎞λ⎛ ⎞
σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (5) 

Êîððåëÿöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ  

äëÿ èçìåðåíèé ÄÂÔ Øýêà–Ãàðòìàíà 

Çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàäèóñîì Ôðèäà 0,r  êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èñêàæåííîñòè âîëíîâîãî ôðîí-
òà, è ÷èñëîì ñóáàïåðòóð ìåæäó àíàëèçèðóåìûìè 
ñòîëáöàìè ìàòðèöû Cξ  âûðàæàåòñÿ èç îöåíêè ôëóê-

òóàöèé ðàçíîñòè îäíîé èç êîîðäèíàò äâóõ àíàëèçè-
ðóåìûõ öåíòðîèäîâ, ðàñïîëîæåííûõ îòíîñèòåëüíî 
äðóã äðóãà â íàïðàâëåíèè èçìåíåíèÿ äàííîé êîîð-
äèíàòû.  

Ïóñòü lξ  è 
m

ξ  – êîîðäèíàòû äâóõ öåíòðîèäîâ, 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóáàïåðòóðàì ñ äèàìåòðîì D, 
öåíòðû êîòîðûõ ðàçíåñåíû íà ðàññòîÿíèå d â íà-
ïðàâëåíèè ÎÕ, – ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè. Äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé ðàçíîñòè lξ  è 

m
ξ  

2 2 2 2 ( , ).
m ml l mlcovξ −ξ ξ ξσ = σ + σ − ξ ξ  Áåç ó÷åòà àíèçîòðî-

ïèè, ò.å. ïðè óñëîâèè 2 2 2
,

mlξ ξ ξσ = σ = σ  äèñïåðñèÿ 

ôëóêòóàöèé ðàçíîñòè êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [15]: 

  2 2 22 ( ),
ml

Bξ −ξ Δξ ξ ξσ = σ = σ −   (6) 

ãäå ( , )mlB covξ = ξ ξ  – êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

ôëóêòóàöèé êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ. 
Ïðîäîëüíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóê-

òóàöèé óãëà ïðèõîäà ( )B r  ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðíîé 

ôóíêöèåé ôëóêòóàöèé ôàçû ( ,0)D xϕ  [4, 5]: 

 ( )
2

2 2

( ,0)1
,

2

D x
B r

x

ϕ∂
=

κ ∂
  

òîãäà  

 ( )
22

2 2

( ,0)
.

2

D xf
B r

x

ϕ∂
=

κ ∂
  

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî  

 
5/3

0

( ) 6,88 ,
r

D r
r

ϕ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

ãäå 2 2 2
,r x y= +  â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 

ïî x  ïðè x d=  ïðîäîëüíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-

öèÿ ôëóêòóàöèé êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ ( )B rξ  âû-

ðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 ( )
5/32 2

2 2 5/3 1/3
02 2

0

6,88 0,097 .
2

f r
B r f r d

rx
− −

ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
⎜ ⎟= = λ⎜ ⎟⎜ ⎟κ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   

  (7)  

Ïîïåðå÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóê-
òóàöèé êîîðäèíàò öåíòðîèäîâ â ðåçóëüòàòå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî y âûðàæàåòñÿ â âèäå 

  ( ) 2 2 5/3 1/3
00,145 .B r f r d− −

η = λ   

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (6) ïðàâûå ÷àñòè ðà-
âåíñòâ (5) è (7), ïîëó÷èì âûðàæåíèå  

 2 2 2 5/3 1/3 2 2 5/3 1/3
0 02(0,022 0,097 ),f r D f r d− − − −

Δξσ = λ − λ   

êîòîðîå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåò âèä 

  2 2 2 5/3 1/3 1/3
00,194 (0,227 ).f r D d− − −

Δξσ = λ −   (8) 

Äëÿ ïîïåðå÷íîé êîððåëÿöèè 

 2 2 2 5/3 1/3 1/3
00,29 (0,152 ).f r D d− − −

Δησ = λ −  

Â ëèíçîâîì ðàñòðå ñ ïëîòíîé óïàêîâêîé ëèíç 
äèàìåòðîì D ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè àíàëèçè-
ðóåìûõ ñóáàïåðòóð è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèå 
ìåæäó ñòîëáöàìè â ìàòðèöå Cξ  îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì ( ) ,
scr corr s

d D n n DN= ⋅ − =  ãäå 
s

N  – 

÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå ,Cξ  ïðè ýòîì íîìåðà 

,
corr scr

n n  ñîãëàñíî ôîðìóëå (2) ñîîòâåòñòâóþò íî-

ìåðàì ñòîëáöîâ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êîýô-
ôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî 
âûðàæåíèå 

  ( )
5/32

2 1/3

0

0,194 0,227 .
s

f D
N

D r
−

Δξ

⎛ ⎞λ⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (9) 

Äèñïåðñèÿ 2

Δξσ  ïðîïîðöèîíàëüíà, êàê è â ôîð-

ìóëå (5), ñòåïåíè îòíîøåíèÿ äèàìåòðà ñóáàïåðòóðû 
D ê ðàäèóñó Ôðèäà 0r  è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äèñ-

ïåðñèè ðàçíîñòü 1/30,227
s

N
−

−  äîëæíà áûòü íåîò-

ðèöàòåëüíà: 1/3 0,227.
s

N−

≤   

Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé lξ  è 
m

ξ  âû-

ðàæàåòñÿ ÷åðåç èõ êîððåëÿöèþ ( , )mlR ξ ξ  ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: 2 2( , ) ( , ) .
mlm ml lcov R ξ ξξ ξ = ξ ξ σ σ  Òîãäà 

ñîãëàñíî ôîðìóëå (6) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå: 

  
2

2 2
( , ) 1,0 .

ml

mlR
Δξ

ξ ξ

σ
ξ ξ = −

σ + σ
  (10) 

Êîððåëÿöèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé lξ  è ,
m

ξ  
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñòîëáöû â ìàòðèöå ,Cξ  èìååò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè 2 0,Δξσ =  ò.å. åñëè 

1/30,227 0.
s

N−

− =  
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (10) 
ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (5) è (9):  

 

( )

5/32

0

5/32

1/3

0

( , ) 1,0 0,194

0,227 / 0,044 .

ml

s

f D
R

D r

f D
N

D r
−

⎛ ⎞λ⎛ ⎞
ξ ξ = − ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞λ⎛ ⎞
× − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå  

 ( )1/3( , ) 1,0 4,41 0,227m slR N
−ξ ξ = − −  

èëè  

  1/3( , ) 4,41 .m slR N
−ξ ξ = ⋅   (11) 

×èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå ,Cξ  õàðàêòåðèçóþ-

ùåå ðàññòîÿíèå îò êàäðà ñî ñòîëáöîì ñ ìàêñèìàëü-
íîé êîððåëÿöèåé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî êàäðà, 
çàâèñèò îò ñêîðîñòè è îò âðåìåíè ïåðåíîñà ôàçîâûõ 
èñêàæåíèé ñâåòîâîãî ïîëÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü 
äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî íà ÷èñëåííîé ìîäåëè.  
 

×èñëåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ 

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóê-
òóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íåîã-
ðàíè÷åííóþ è íåïåðèîäè÷åñêóþ âûáîðêó ñëó÷àé-
íûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ [17]. Êàæäûé èç ýòèõ ýêðà-
íîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëåííóþ ìîäåëü 
òóðáóëåíòíîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé èñïîëüçî-
âàëñÿ ñïåêòð ôîí Êàðìàíà (ìîäèôèêàöèÿ ñïåêòðà 
Êîëìîãîðîâà–Îáóõîâà) [18], çàäàþùèé òóðáóëåíò-
íûå èñêàæåíèÿ â âèäå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôà-
çîâûõ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ â ïðåäåëàõ èíåð-

öèîííîãî èíòåðâàëà 0 0[ ; ]:l L  

 æ æ æ æ æ
5/3 2 2 11/6 2 2

0 0( ) 0,489 ( ) exp( / ),
s m

F r
− −

= + − (12) 

ãäå æ æ æ
2 2 2

;x y= +  æ 02 / ,
m

l= π  æ0 02 /L= π  – âîëíî-

âûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííåìó è âíåø-
íåìó ìàñøòàáàì òóðáóëåíòíîñòè. 

Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ôà-
çîâûõ ôëóêòóàöèé, èëè ñìåùåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ 
äâóìåðíîãî ìàññèâà 

,L MS  èç êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå 

äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé âäîëü 
âõîäíîé àïåðòóðû àäàïòèâíîé ñèñòåìû â ìîìåíò 
âðåìåíè t, ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ ëèíåéíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ê ôàçå Ôóðüå-îáðàçà, ò.å. 

  

( )

æ

æ æ

1/2

, ,( )

exp( )exp ,

L M S L M

x yrand

S F

i i t v L v M

= ×⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤× Δ ϕ Δ +⎣ ⎦

  
(13)

 

ãäå æ æ
2 2

, ( );L M L M= Δ +  æΔ  – øàã äèñêðåòèçà-
öèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòå; randϕ  – ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ôàçà Ôóðüå-îáðàçà â èíòåð-
âàëå [0, 2π]; L, M  – èíäåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå 
óçëàì ðàñ÷åòíîé ñåòêè æ 2 /( );gridNΔ = π ⋅ Δρ  Δρ  – 

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàçíåñåííûìè òî÷êàìè ñ êîîðäè-
íàòàìè ρ = (x, y), gridN  – ðàçìåð ðàñ÷åòíîé ñåòêè; 

cos( ),
x

v = θv  sin( )yv = θv  – ïîïåðå÷íûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå ñêîðîñòè âåòðà; θ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëå-
íèåì âåêòîðà ñêîðîñòè âåòðà è îñüþ àáñöèññ. Êîì-
ïîíåíòà yv  íåâåëèêà è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîëà-
ãàÿ, ÷òî θ = 0.  

Íàðÿäó ñ ïåðåíîñîì òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîä-
íîñòåé âåòðîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëü-
íóþ âðåìåííóþ òðàíñôîðìàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 
òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé çà ñ÷åò ìåëêîìàñ-
øòàáíûõ ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè âåòðà, ïðèñóòñò-
âóþùèõ â ðåàëüíîé àòìîñôåðå [17]. Äëÿ èõ îïèñà-
íèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí àòìîñôåðíûé ñïåêòð 
òóðáóëåíòíîñòè, îòëè÷íûé îò çàêîíà ìîùíîñòè 
Êîëìîãîðîâà–Îáóõîâà. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñëó÷àé-
íîãî ïîëÿ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé (13) áóäåò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìåëêîìàñ-
øòàáíûå ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè âåòðà. Ïîä ìåëêî-
ìàñøòàáíûìè ôëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòè âåòðà 
ïîäðàçóìåâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå íåîäíîðîäíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè âåòðà, ðàçìåð êîòîðûõ íå 
ïðåâûøàåò ðàçìåðà ïó÷êà. Â ìîäåëè ìåëêîìàñ-
øòàáíûå ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè âåòðà çàäàþòñÿ 
âàðüèðîâàíèåì ìîùíîñòè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 
ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ âî âðåìåíè. 
 Ïóñòü ýâîëþöèÿ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé çàäàåòñÿ 
ïàðàìåòðîì α, õàðàêòåðèçóþùèì ñòåïåíü èçìåíåíèÿ 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ, òîãäà çàêîí äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè 
ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èìååò âèä [10]: 

  2 3( , ) ,n nD C
α−ρ α = ρ   (14) 

ãäå ρ = ρ  – ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàçíåñåííûìè òî÷-

êàìè ñ êîîðäèíàòàìè ( , );x y=ρ  ïðè ýòîì 3 5.< α <  

Çàêîí «äâóõ òðåòåé» Êîëìîãîðîâà–Îáóõîâà ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (14) ïðè 3,67.α =  Ñïåêòð 

ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ  

â ïðåäåëàõ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà 0 0l Lρ� �  

áóäåò èìåòü âèä 

  
æ æ æ æ

æ æ æ

2 2 2 2 /2
0

2 2 2

( , ) ( ) ( )

exp( [ ] / ),

n n x y

x y m

A C
−α

Φ α = α + + ×

× − +

  (15) 

ãäå  

 æ 0( )/ ;m c l= α  æ0 02 / ;L= π  

  
{ }

1/( 5)
( ) ( ) (3/2 /2)(1 /3) ;c A

α−

α = π α Γ − α − α
  

 
2

1
( ) ( 1)cos( /2)

4
A α = Γ α − απ

π
  

– êîíñòàíòà, ñîãëàñóþùàÿ ñòðóêòóðíóþ ïîñòîÿí-

íóþ 

2

n
C  ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 3α −  â ôîðìóëå (14); 

( )rΓ  – ãàììà-ôóíêöèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿ ïîíÿòèå 
ôàêòîðèàëà íà äðîáíûå, îòðèöàòåëüíûå è êîì-
ïëåêñíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà r.  
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Äëÿ ïëîñêîé âîëíû, ïðîøåäøåé ñëîé ñëó÷àé-
íî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû òîëùèíîé L, ñïåêòðàëüíàÿ 
ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé ôàçû â ïðèáëèæåíèè ãåî-
ìåòðè÷åñêîé îïòèêè èìååò âèä [4]: 

  æ æ
2( , ) 2 ( , ).S nF k Lα = π Φ α   (16) 

Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (4) íà 

÷èñëî 
2

( )
0,423

A
π

α  èìååò ìåñòî âûðàæåíèå 

  5/3 2 2
0

2
( ) 2 ( ),

0,423
n

A r k LC A
−

π

α = π α   (17) 

òîãäà òóðáóëåíòíûå èñêàæåíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå 
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñâå-
òîâîãî ïîëÿ: 

 æ æ æ æ æ
5/3 2 2 /2 2 2

, 0 , 0 ,( ) ( ) ( ) exp( / ),S L M L M L M mF A r
− −α

= α +
�  

  (18) 

ãäå  

 
1,182

( ) ( 1)cos( / 2).A α = Γ α − απ
π

�  

Ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî ìàññèâà ,L MS  êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé íà âõîäíîé àïåðòóðå àäàïòèâíîé ñèñ-
òåìû, ôîðìèðóåìîå óðàâíåíèÿìè (13) è (18), çàâèñèò 
îò ïàðàìåòðà 0,τ  êîòîðûé îïðåäåëÿåò âêëàä ñëó÷àé-

íûõ ôëóêòóàöèé âåòðà â òðàíñôîðìàöèþ íåîäíî-
ðîäíîñòåé àòìîñôåðû â ñðàâíåíèè ñ èõ ïåðåíîñîì  
è çàäàåò ýâîëþöèþ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñ ïîìîùüþ 
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà α: 

0( 1) ( )t tα + = α + τ  ïðè óñëîâèÿõ (0) 3,05α =  è ( ) 4,6,nα =  

ãäå n – ÷èñëî èòåðàöèé. Çàäàíèå ïàðàìåòðà 0τ  è ñêî-

ðîñòè ïåðåíîñà òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé 
x

v  

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîãðàíè÷åííóþ è íåïåðèîäè-
÷åñêóþ âûáîðêó ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ [19]. 
Âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ 
ñîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíåì ïåðåíîñà òóðáóëåíò-

íûõ íåîäíîðîäíîñòåé è âðåìåíåì ìåëêîìàñøòàáíûõ 
ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè âåòðà. 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè ñëó÷àéíûõ 
ôàçîâûõ ýêðàíîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-
íûì çíà÷åíèÿì ìîùíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåê-
òðà ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. Âàðüèðîâàíèå çíà÷åíèé 
ìîùíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýâîëþöèè ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ âûçûâàåò èçìåíåíèå 
ìåëêîìàñøòàáíûõ ôëóêòóàöèé âåòðà. 

Ðåçóëüòàòû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà âûáîðêè 
èç 300 ãàðòìàíîãðàìì îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà 0τ  

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëîæåíèå ìàêñèìàëüíîãî êîýô-
ôèöèåíòà êîððåëÿöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîãî âåòðîâîãî ïåðåíî-
ñà òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé, ñîâïàäàåò äëÿ 
âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 0,τ  åñëè âðåìÿ, â òå÷åíèå 

êîòîðîãî âàðüèðóþòñÿ ìåëêîìàñøòàáíûå ôëóêòóà-
öèè ñêîðîñòè âåòðà, ñîâïàäàåò ñî âðåìåíåì âåòðîâî-
ãî ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè. Îäíàêî åñëè çà îäèí 
âðåìåííîé îòðåçîê ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè ìåëêî-
ìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè âåòðà âàðüèðóþòñÿ íå-
ñêîëüêî ðàç, òî â ïîëå êîððåëÿöèè ïîëîæåíèå ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè 
ìåíÿåòñÿ (ðèñ. 2). 

Âðåìÿ ïåðåíîñà ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà 
ñîñòàâëÿåò 3τ =  ñ. Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ÷àùå 
âàðüèðóþòñÿ ìåëêîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè âåòðà  
â òå÷åíèå âðåìåíè ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè, òåì 
ñèëüíåå ýâîëþöèîíèðóåò ñëó÷àéíûé ôàçîâûé ýêðàí 
è òåì âûøå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ýâîëþöèè ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé. Òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííûé ìå-
òîä íà îñíîâå àíàëèçà èçìåðåíèé äàò÷èêà Øýêà–
Ãàðòìàíà ïîçâîëÿåò èçìåðèòü íå òîëüêî ñêîðîñòü 
ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè, íî è ñêîðîñòü ýâîëþöèè 
ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîëÿ. Ïðè÷åì çíà-
÷åíèå ñêîðîñòè ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé 
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñà òóðáóëåíòíûõ 
íåîäíîðîäíîñòåé (ðèñ. 3, á). 
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Ðèñ. 1. Ïðîôèëè ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà α: α = 3,05 (1); 3,3 (2); 3,67 (3); 4,0 (4); 4,5 (5) 
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Ðèñ. 2. Ïîëå êîððåëÿöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà (α = 3,67), ñîâåðøàþùåãî ïîñòóïàòåëüíîå äâè-
æåíèå ñî ñêîðîñòüþ vx = 4,0 ì/ñ è ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì âêëàä ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé âåòðà τ0 = 0,25, íà÷èíàÿ 
ñ α(0) = 3,67: ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èòåðàöèè çà âðåìÿ ïåðåíîñà ôàçîâîãî ýêðàíà; ðÿä 2 – äâóì èòåðàöèÿì; ðÿä 3 – òðåì 
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Ðèñ. 3. Ïîëÿ êîððåëÿöèè Rξξ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà (α = 3,67), ñîâåðøàþùåãî ïîñòóïàòåëüíîå 
äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ vx = 3,0; 4,0; 5,0 ì/ñ (ðÿäû êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî). Âðåìÿ ïåðåíîñà  
 ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà τ = 2 ñ (à); τ = 3 ñ (á) 
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Ïîëîæåíèå íà êîððåëÿöèîííîì ïîëå Rξξ  ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè íå 
çàâèñèò îò äëèíû âûáîðêè ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ ýê-
ðàíîâ èëè àíàëèçèðóåìûõ ãàðòìàíîãðàìì. Â ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 3, âàðüèðîâàëàñü íå òîëüêî ñêî-
ðîñòü ïåðåíîñà òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé 
vx = 3,0–5,0 ì/ñ, íî è äëèíà âûáîðêè 

scr
N  (200  

è 300 êàäðîâ). Âðåìÿ ìåæäó êàäðàìè 0,01tΔ =  ñ. 
Ñîîòâåòñòâåííî, ìåíÿëîñü âðåìÿ ïîñòóïàòåëüíîãî 
äâèæåíèÿ ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà: 2 ñ, 3 ñ.  

Èç àíàëèçà êîððåëÿöèîííûõ ïîëåé ,Rξξ  ïðåä-
ñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3, ñëåäóåò, ÷òî åñëè íîìåðà 

,
corr scr

n n  ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ñòîëáöîâ ñ ìàêñè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, òî 
äëÿ ÷àñòîòû êàäðîâ êàìåðû ν = 100 Ãö íåçàâèñèìî 
îò äëèíû âûáîðêè 

scr
N  äëÿ ñêîðîñòåé vx = 3,0; 

4,0; 5,0 ì/ñ (ðÿäû 1, 2, 3 íà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâåííî) 
äëÿ äàííîãî ôàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëî êàäðîâ 
N ìåæäó êàäðîì ñî ñòîëáöîì ñ ìàêñèìàëüíîé êîð-
ðåëÿöèåé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî êàäðà ðàâíî 171, 
128, 102; ïðè ÷àñòîòå 200 Ãö ÷èñëî N áóäåò ñîñòàâ-
ëÿòü 85, 64, 51 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî óòâåðæäàòü, 
÷òî äëÿ ñêîðîñòåé vx = 3,0; 4,0 è 5,0 ì/ñ äëèíà 
âûáîðêè äîëæíà áûòü íå ìåíåå 200 êàäðîâ; äëÿ 
vx = 1,0 è 2,0 ì/ñ – íå ìåíåå 300. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
ñêîðîñòåé 6,0–10,0 ì/ñ äëèíà âûáîðêè 

scr
N  äîëæíà 

ñîñòàâëÿòü íå ìåíåå 100 êàäðîâ. 
Ñ âîçðàñòàíèåì ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé ðàñïðåäå-

ëåíèå ñëó÷àéíîãî ôàçîâîãî ýêðàíà ñîâåðøàåò ïîñòó-
ïàòåëüíîå äâèæåíèå, ÷èñëî ñòîëáöîâ 

scr corr s
n n N− =  

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî êàäðîâ N ìåæäó êàäðîì 
ñî ñòîëáöîì ñ ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèåé îòíîñè-
òåëüíî ïîñëåäíåãî êàäðà óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ ñêîðî-
ñòåé 6,0–10,0 ì/ñ N ñîñòàâëÿåò 85, 73, 64, 57, 
51 êàäð. 

Äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ íà âõîäíîé àïåðòóðå àäàï-
òèâíîé ñèñòåìû, ôîðìèðóåìîãî óðàâíåíèÿìè (13)  
è (18), ÷èñëî êàäðîâ N ñâÿçàíî ñî ñêîðîñòüþ ïåðå-
íîñà òóðáóëåíòíîñòè, âðåìåíåì ìåæäó êàäðàìè Δt  
è øàãîì äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòî-
òå æΔ  ñëåäóþùèì  âûðàæåíèåì:  æ2 /( ).

x
N tv= π Δ Δ  

Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä â ìîäåëèðîâàíèè 
íåîãðàíè÷åííîé è íåïåðèîäè÷åñêîé âûáîðêè ñëó-
÷àéíûõ ôàçîâûõ ýêðàíîâ, ïîçâîëÿþùèé âîñïðîèç-
âîäèòü ýâîëþöèþ ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî 
ïîëÿ íà âõîäíîé àïåðòóðå àäàïòèâíîé ñèñòåìû  
ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ. Ïîñðåäñòâîì ìîäåëè, èìèòè-
ðóþùåé âåòðîâîé ïåðåíîñ íåîäíîðîäíîñòåé è ìåë-
êîìàñøòàáíûå ôàçîâûå ôëóêòóàöèè âåòðà âî âðå-
ìåíè, ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Àíàëèç 
ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî êîððåëÿöèîííûé àëãîðèòì 
íà îñíîâå èçìåðåíèé äàò÷èêà Øýêà–Ãàðòìàíà âû-
÷èñëÿåò ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âåòðîâîãî 
ïåðåíîñà òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé, à òàêæå 
îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóà-
öèé âîëíîâîãî ôðîíòà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. 

Äëÿ ñìîäåëèðîâàííîé âûáîðêè ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ 
ýêðàíîâ êîððåëÿöèîííûé àëãîðèòì îòñëåæèâàåò 
ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîñòè, 
âðåìåíåì ïåðåíîñà è ÷èñëîì êàäðîâ ìåæäó ïîñëåä-
íèì êàäðîì è êàäðîì ñî ñòîëáöîì ñ ìàêñèìàëüíîé 
êîððåëÿöèåé â ìàòðèöå, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ ïî 
âûáîðêå ãàðòìàííîãðàìì. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì, ìîäåëèðóþùèé 
âûáîðêó íåïîâòîðÿþùèõñÿ ñëó÷àéíûõ ôàçîâûõ 
ýêðàíîâ, ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå çàòðàòíûì ïî âðåìåíè  
â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì, ôîðìèðóþùèì ïåðèîäè-
÷åñêóþ âûáîðêó. Êîððåëÿöèîííûé àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ýâîëþöèè ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé 
ìîæåò äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàáîòàòü â ðåæèìå ìîíè-
òîðèíãà èçìåðåíèé äàò÷èêà Øýêà–Ãàðòìàíà, à òàê-
æå âåñòè ðàñ÷åòû ïî èçìåðåíèÿì, ñîõðàíåííûì  
â áàçå äàííûõ ïî àòìîñôåðíîé òðàññå. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 
¹ 15-19-20013. 
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L.V. Antoshkin, V.V.  Lavrinov, L.N. Lavrinova. Numerical analysis of the evolution of phase fluctua-
tions of a light field at the entrance aperture of an adaptive optics system. 

The paper presents a new algorithm for generating random phase screens, which are used in the numerical 
solution of the problem of laser radiation propagation in a turbulent atmosphere. Developed on the basis of this 
algorithm, a numerical model of the evolution of phase fluctuations of a light field at the entrance aperture of 
an adaptive optics system allows us to estimate the temporal transformation of atmospheric inhomogeneities, 
which include small-scale wind fluctuations, which occur in the real atmosphere, along with the wind transfer 
of turbulent inhomogeneities. Using this numerical model, a correlation method for calculation of the speed of 
the crosswind turbulence transfer from measurements of a wavefront Shack–Hartmann sensor is analyzed. 


