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Ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ è óäîáíàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìà êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî îïåðàòîðà êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë òèïà A2B2 â ïîëèñôåðè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Îñî-
áåííîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà – ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà-
íîâêè êîîðäèíàò äâóõ ãðóïï àòîìîâ (AB) è ïðîñòîòà ïðèìåíåíèÿ êîíòðàêöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ñäåëàí 
âàðèàöèîííûé ðàñ÷åò íèæíèõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû àöåòèëåíà. Ïðîâåäå-
íî ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå óðîâíåé ýíåðãèè ñ äðóãèìè ðàáîòàìè. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ìîëåêóëû, àöåòèëåí, îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, îðòîãîíàëüíûå êîîð-
äèíàòû, ïîëèñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû; linear molecules, acetylene, kinetic energy operator, orthogonal coor-
dinates, polyspherical coordinates. 

 
Ââåäåíèå 

 

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåð- 
ãèè ìíîãîàòîìíîé ìîëåêóëû â ïîëèñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ (ñì., íàïðèìåð, [1–3]), âèä ÷èñòî óãëî-
âûõ áàçèñíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (ÂÔ) [2, 4] è ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ ýòèõ ÂÔ èçâåñòíû, äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ âåêòîðîâ îíè 
èñïîëüçóþòñÿ íå÷àñòî. Òåì íå ìåíåå ýòîò îïåðàòîð 
ìîæåò áûòü ïîëåçåí, îñîáåííî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ 

ìîëåêóë, êîãäà ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîëåáàòåëüíî-
âðàùàòåëüíîì ãàìèëüòîíèàíå Âàòñîíà, ïðèìåíèòü 

ñëîæíî. Äëÿ âû÷èñëåíèé â ïîëèñôåðè÷åñêèõ êîîðäè- 
íàòàõ ìîëåêóëÿðíî-ôèêñèðîâàííóþ ñèñòåìó (ÌÔÑ) 
ââîäÿò ñ ïîìîùüþ äâóõ âåêòîðîâ. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ 
ìîëåêóë îñü Z óäîáíî ôèêñèðîâàòü ñ ïîìîùüþ âåê-
òîðà ìåæäó öåíòðàìè ìàññ äâóõ ãðóïï ÿäåð (AB). 
Åùå îäíà îñü, íàïðèìåð X, ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàíà 

ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò îäíîãî èç àòîìîâ, êàê â [2–4]. 
Òàêîå îïðåäåëåíèå ÌÔÑ ïðèâîäèò ê íåñèììåòðè÷-
íîé ôîðìå îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè [2]. 
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ æåëàòåëü- 
íî èìåòü ñèììåòðè÷íûé âèä îïåðàòîðà êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè è ÂÔ è âîçìîæíîñòü ïðîñòîãî ïðèìå-
íåíèÿ êîíòðàêöèè ÂÔ. (Êîíòðàêöèÿ – îïòèìèçàöèÿ 
ïðîñòðàíñòâà áàçèñíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ óëó÷- 
øåíèÿ ñõîäèìîñòè âàðèàöèîííîé çàäà÷è â îïðåäå-
ëåííîé îáëàñòè.) Äëÿ ïðèäàíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âèäà  
 

____________  
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îïåðàòîðó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè óäîáíî ýêñïîíåíöè-
àëüíóþ ôóíêöèþ, ñîäåðæàùóþ óãîë Ýéëåðà , êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ ÌÔÑ (ïîâîðîò âîêðóã 
îñè Z â ÌÔÑ) îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, 
ïåðåíåñòè èç ôóíêöèé ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà â ñôå-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîñòàâëÿþùèå áàçèñíûå ÂÔ. 
Ïîñëå ÷åãî â áàçèñíîé ÂÔ ðàññìàòðèâàòü ýòîò  
óãîë êàê àðãóìåíò îäíîé èç ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé,  
à ó âòîðîé ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòà ðàññìàòðèâàòü ñóììó ýòîãî óãëà è òîðñèîííî-
ãî óãëà èç ïîëèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìîëåêóëû 
òèïà A2B2. Ïåðåïèñàâ îïåðàòîðû â òåðìèíàõ ýòèõ 
íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì æåëàåìûé ñèììåòðè÷-
íûé âèä îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. 

Â [5] ðåøåíà êîëåáàòåëüíàÿ çàäà÷à è ïîëó÷åíû 
êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ìîëåêóëû àöåòè-
ëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (Ëàí-
öîùà) è óãëîâîãî áàçèñà, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â íàøåé 
ðàáîòå ïîäîáíûé áàçèñ áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîé çàäà÷è â îðòîãîíàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ áåç ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííûõ 
ìåòîäîâ. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – ïîëó÷åíèå ñèììåò-
ðè÷íîé ôîðìû îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ïî- 
ëèñôåðè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîëó-
÷åííûé îïåðàòîð è áàçèñ ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî 
èñïîëüçîâàòü êîíòðàêöèþ ÂÔ è ïîëíóþ ñèììåòðèþ 
ìîëåêóëû. Ñ öåëüþ òåñòèðîâàíèÿ îïåðàòîðà êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè áûë âûïîëíåí ðàñ÷åò íèæíèõ 

óðîâíåé àöåòèëåíà. Äëÿ ïðîâåðêè òàêæå áûëè  
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ñäåëàíû ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì èç [2, 3], è ðåçóëü-
òàòû âñåõ ðàñ÷åòîâ ñîâïàäàþò. 

 
Âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ áàçèñà, 
àäàïòèðîâàííîãî äëÿ ÷åòíîñòè 

îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà 
 
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, àäàïòèðîâàííîãî äëÿ 

÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà (ïî-
äîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîäåëàíî â [2, 4]), áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áàçèñíûõ ÂÔ äëÿ 
ìîëåêóëû òèïà A2B2 ôóíêöèè âèäà 

 1 1 2 2, , , , ,J M l m l m  

    
      

1 1 2 21 1 2 2 1 2 0
2 ( , ) ( , ) , , ,l m l mY Y J m m M  (1) 

ãäå  ( , )lmY  – ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè [6]; , ,J K M  


   

2
2 1

exp( ) ( )exp( )
8

J
MK

J
iM d iK  – ôóíêöèè ñèì-

ìåòðè÷íîãî âîë÷êà [7], çàâèñÿùèå îò óãëîâ Ýéëåðà 
, , , êîòîðûå îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ ÌÔÑ îòíî-
ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ñóì-
ìà m1 + m2 â ôîðìóëå (1) èãðàåò ðîëü K (ïðîåêöèè 
ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü Z â ÌÔÑ)  
â ôóíêöèè , , .J K M  

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ìåæúÿäåðíûå âåêòîðû, 
èñïîëüçóåìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ êî-
îðäèíàò (êîîðäèíàò ßêîáè). 

 

 
Ðèñ. 1. Ìåæúÿäåðíûå âåêòîðû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðòîãî- 
  íàëüíûõ êîîðäèíàò äëÿ ìîëåêóëû òèïà A2B2 

 
Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåæúÿäåðíûé âåê-

òîð R, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû ìàññ äâóõ ãðóïï ÿäåð 
(AB), îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå îñè Z â ÌÔÑ –  

 
íàïðàâëåíèå îñè Z ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåê-
òîðà R. Óãîë 1 – ýòî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè R  
è d1, à 2 – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè R è d2, ãäå d1 – 
âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÿäðà A è B (4 è 2)  
â îäíîé èç ãðóïï ÿäåð (AB), à d2 – âåêòîð, ñîåäè-
íÿþùèé ÿäðà A è B (1 è 3) â äðóãîé ãðóïïå ÿäåð 
(AB). Óãîë 1 â ôîðìóëå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
óãîë Ýéëåðà  ïðè óñëîâèè, ÷òî îñü X â ÌÔÑ ëå-
æèò â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îñü Z ÌÔÑ è ìåæú-
ÿäåðíûé âåêòîð d1, à ïðîåêöèÿ âåêòîðà d1 íà îñü X  
íåîòðèöàòåëüíà (â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì 
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÌÔÑ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì  
è ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì, 
ðàñïîëîæåííûì â öåíòðå ìàññ ñèñòåìû ÿäåð ìîëå-
êóëû). Óãîë 2 â ôîðìóëå (1) – ýòî ñóììà óãëà Ýé-
ëåðà  è àçèìóòàëüíîãî óãëà, îïðåäåëÿþùåãî íà-
ïðàâëåíèå d2 â ÌÔÑ. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (1) 
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

 1 1 2 2, , , , ,J M l m l m  

   
       

1 1 2 2 1
1 2 2 1 1 22 ( ,0) ( , ) , , ,l m l mY Y J m m M  (2) 

êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàåò  
ñ âèäîì áàçèñíûõ ÂÔ, ïðåäñòàâëåííûõ, íàïðèìåð, 
â [2], åñëè ñ÷èòàòü òîðñèîííûé óãîë 2  1 îäíîé 
èç âíóòðåííèõ êîîðäèíàò. Íàì æå óäîáíåå ðàññìàò-
ðèâàòü óãëû 1 è 2 íåçàâèñèìî. 
  Ïðè èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà E* îòíîñèòåëüíî 
íà÷àëà êîîðäèíàò â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ÌÔÑ 
ïîëó÷èì [7, 8]: 

   * , , ( 1) , , ,J KE J K M J K M  

       *
,( , ) ( 1) ( , )j

j j j j

m
j j j jl m l mE Y Y  ( 1, 2).j  (3) 

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû èíâàðèàíòåí îòíî-
ñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ïîñòðîèòü 
áàçèñ, àäàïòèðîâàííûé äëÿ ÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî 
èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäå-
ëàíî â [2, 4]. Ïîñòðîåíèå òàêîãî áàçèñà ïîçâîëèò 
ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó 
íóæíî áóäåò âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïî âîë-
íîâûì ôóíêöèÿì òîëüêî îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòè ð 
îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà (ìàòðè÷íûå 
ýëåìåíòû ïî âîëíîâûì ôóíêöèÿì ðàçíîé ÷åòíîñòè 
áóäóò ðàâíû íóëþ). Òàêîé áàçèñ ñ ó÷åòîì îïðåäå-
ëåíèÿ (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

  
1 21 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , ,m mJ M p l m l m N J M l m l m  

    1 1 2 2( 1) , , , , , ,J p J M l m l m  (4) 

ãäå èñïîëüçóåòñÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü 

 
  1 2

1 20 0

1
.

2(1 )
m m

m m

N  (5) 

 Äëÿ ôóíêöèé 1 1 2 2, , , , , , ,J M p l m l m  îïðåäåëÿå-

ìûõ ôîðìóëîé (4), èíäåêñû äîëæíû ëåæàòü â äèà-
ïàçîíàõ, çàäàííûõ óñëîâèÿìè 
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  {0,1},p  1 1,m l  2 2,m l    1 20 .m m J  (6) 

Ïðè÷åì åñëè m1 + m2 = 0, òî íóæíî áðàòü òîëüêî 
m2  0 èëè òîëüêî m2  0 (ìû èñïîëüçîâàëè m2  0). 
Åñëè m1 = 0 è m2 = 0, òî J + p äîëæíî áûòü ÷åò-
íûì. Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû 1 è 2 âõîäÿò â (4) ñèì-
ìåòðè÷íî, è äåéñòâèå ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ 
P12 = E  (12) íà (4) î÷åâèäíî. 

Ïðè èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà E* âûïîëíÿåòñÿ 
(ñì. (3)): 

  *
1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , ( 1) , , , , , , .pE J M p l m l m J M p l m l m  (7) 

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ôóíêöèé (4) ðàâíî 

        1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , ,J M p l m l m J M p l m l m  

             
1 2 1 2 1 1 2 2

2 m m m m J J M M p p l l l lN N  

  
          1 1 2 2 1 1 2 2, ,( 1) .J p

m m m m m m m m  (8) 

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ íà äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ áàçèñ (4)  
â ñèëó ôîðìóëû (8) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. 
 

 
Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè  

äëÿ ìîëåêóëû òèïà A2B2  
è åãî äåéñòâèå íà èñõîäíûå  

âîëíîâûå ôóíêöèè 
 

Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ÌÔÑ äëÿ ìî-
ëåêóëû òèïà A2B2 â ïîëèñôåðè÷åñêèõ îðòîãîíàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ (à êîíêðåòíî âî ââåäåííûõ â ïðå-
äûäóùåì ðàçäåëå êîîðäèíàòàõ ßêîáè), äåéñòâóþùèé 
â ïðîñòðàíñòâå ÂÔ âèäà (1), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí êàê 

 
      

        
       

 

1 2

2 2 2 2
îðòî

2 2
1 1 2 21 2

2 2ˆ
2 2d d

T
M d d M d dd d

 

 
   

              



1

2 2
2

12 2 2
1

2 1 1 1 ˆ
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l
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 

        2

2
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2

1 1 1 1ˆ
2 2R Rd

l
M d R M R

 

          2 2
1 2 2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 2 ( )z z zJ l l J l l l l  

          
2 1 2 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,l l J l l J  (9) 

ãäå M – ñóììàðíàÿ ìàññà ÿäåð ìîëåêóëû;  
1d  

A B 22 / ,m m M  A B 
2

22 /d m m M  è   1/4R  – áåç-
ðàçìåðíûå ìàññû, mA è mB – ìàññû ÿäåð A è B;  
d1, d2 è R – äëèíû ìåæúÿäåðíûõ âåêòîðîâ (ñì. 
ðèñ. 1); îïåðàòîðû èìåþò âèä 

 


 

ˆ ,jz

j
l i  

   
        

ˆ ˆexp( ) ctgj j j jz
j

l i l  ( 1, 2),j  

  1 2
ˆ ˆˆ ,z z zJ l l  

    
    

  
    1

1ˆ ˆ ˆexp( ) ctg .
sinzJ i J J i  (10) 

Ïðè âûâîäå (9), (10) èñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëû  

èç [6]. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (9), (10) äëÿ ïðîâåð-
êè áûëè âûâåäåíû òàêæå èç ôîðìû îïåðàòîðà êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïðèâåäåííîé â [9]. Îïåðàòîðû 

Ĵ  è ˆ
zJ  â âûðàæåíèè (10) – ñôåðè÷åñêèå ïðîåê-

öèè îïåðàòîðà ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà â ÌÔÑ,  
à îïåðàòîðû ̂J  ââåäåíû äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè. 
Îïåðàòîðû 2ˆ ,J  2

1̂l  è 2
2̂l  â ôîðìóëå (9) – îïåðàòîðû 

êâàäðàòîâ ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà è êâàäðàòîâ 
îðáèòàëüíûõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ â ÌÔÑ. 

Äåéñòâèå âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå (9) îïåðàòî-
ðîâ íà ÂÔ (2) îïèñûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîðìó-
ëàìè 

  2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ , , , , , ( 1) , , , , , ,J J M l m l m J J J M l m l m  

  1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
ˆ , , , , , ( ) , , , , , ,zJ J M l m l m m m J M l m l m  

  2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ , , , , , ( 1) , , , , , ,j j jl J M l m l m l l J M l m l m   

  1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ , , , , , , , , , ,jz jl J M l m l m m J M l m l m  

 ( 1, 2);j  (11) 

   
1 1 1 2 2

ˆˆ , , , , ,l J J M l m l m  

  
   

1 21 1 , 1 1 2 2, , , , 1, , ,J m ml m J M l m l m  

   
2 1 1 2 2

ˆˆ , , , , ,l J J M l m l m  

  
   

1 22 2 , 1 1 2 2, , , , , , 1 ,J m ml m J M l m l m  

  
2 1 1 2 21
ˆ ˆ , , , , ,l l J M l m l m  

     
2 2 1 1 1 1 2 2, , , , , 1, , 1 ,l m l m J M l m l m  

ãäå 

     , ( 1) ( 1).l m l l m m  (12) 

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè (9) íà îñíîâå ôîðìóë (4) è (11), (12) âû-
÷èñëÿþòñÿ òðèâèàëüíî. 

 
Ðåçóëüòàòû 

 
Äëÿ ïðèâåäåííîãî óãëîâîãî áàçèñà î÷åíü ïðîñòî 

ñäåëàòü êîíòðàêöèþ ÂÔ. Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ óãëîâàÿ 

çàäà÷à äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ìåæúÿäåðíûõ ðàññòîÿ-
íèé, à ïîëó÷åííûå âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ íèæíèõ 
ñîñòîÿíèé (äîñòàòî÷íî 300–600 ôóíêöèé) èñïîëü-
çóþòñÿ â êà÷åñòâå óãëîâûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Çà-
ìåòèì, ÷òî ðåàëèçîâàòü êîíòðàêöèþ, ïðåäëàãàåìóþ 

â [4], çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. 
Ïðè êîíòðàêöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé ðàçìåð ðå-

øàåìîé çàäà÷è çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò íà ïîðÿäêè óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ðàñ÷åòà êîëåáà-
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òåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû. 
Òàê, äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâ-
íåé ýíåðãèè ìîëåêóëû àöåòèëåíà áåç êîíòðàêöèè 

âîëíîâûõ ôóíêöèé íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå 
äëÿ áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èç ïðîèçâåäåíèé ðàäèàëüíûõ 
âîëíîâûõ (èñïîëüçîâàëèñü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè 
îñöèëëÿòîðîâ Ìîðçå) ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè 0 è 1 
è óãëîâûõ ôóíêöèé áàçèñà, àäàïòèðîâàííîãî äëÿ 
÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà [2],  
ñ J = 0, 0  l1  22, 0  l2  22 äëÿ ÷åòíîñòè p = 1 
ïîòðåáîâàëîñü ïî÷òè 3 ÷, à äëÿ ÷åòíîñòè p = 0 ïî-
òðåáîâàëîñü 4 ÷. Ïðè êîíòðàêöèè âðåìÿ, çàòðà÷åí-
íîå íà àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò, ñîñòàâëÿåò 10 è 12 ìèí 
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè óâåëè÷åíèè J âûèãðûø îò ïðè-
ìåíåíèÿ êîíòðàêöèè ðåçêî âîçðàñòàåò, à ñäåëàòü ðàñ-
÷åò äëÿ J > 3 áåç êîíòðàêöèè ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæíî. 

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû â ïðåäñòàâëåííîì áàçèñå 
ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäÿò ðàñ÷åòû ïî îáû÷íûì ñõå-
ìàì êàê â ñëó÷àå ÌÔÑ, ïðèâÿçàííîé ê äâóì ìåæúÿ-
äåðíûì âåêòîðàì [2] (ñì. âèä áàçèñíûõ ôóíêöèé 

(30), (46) è îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (37)  
â [2]), òàê è äëÿ ÌÔÑ, â êîòîðîé îñü X ÿâëÿåòñÿ 
áèñåêòîðîì òîðñèîííîãî óãëà [3, 10] (ñì. âèä áà-
çèñíûõ ôóíêöèé (99) è îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé 

ýíåðãèè (98) â [3]). Óðîâíè ýíåðãèè, ïîëó÷åííûå  

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ÂÔ (4) áåç êîíòðàêöèè, èäåíòè÷íû ðåçóëüòàòàì 

ýòèõ íåçàâèñèìûõ ðàñ÷åòîâ âïëîòü äî 11 çíà÷àùèõ 
öèôð. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçëè÷íûõ êîíòðàêöèé âîëíîâûõ ôóíêöèé 
ïîêàçàëî, ÷òî êîíòðàêöèÿ ïî÷òè íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ 
íèæíèõ óðîâíåé ýíåðãèè (150, 300 è 600 êîíòðàêò-
íûõ óãëîâûõ ÂÔ äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò). 

Óïðîùåíèå â âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ 
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ óãëû 1 è 2 âìå-
ñòî óãëà Ýéëåðà  è òîðñèîííîãî óãëà (2  1), ìû 
ïîëó÷àåì îïåðàòîðû îðáèòàëüíûõ óãëîâûõ ìîìåí-
òîâ, ôîðìà êîòîðûõ îäèíàêîâà, è êàæäûé èç ýòèõ 
îïåðàòîðîâ äåéñòâóåò òîëüêî íà îäíó ñôåðè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå òàêîãî áà-
çèñà – ýòî òîëüêî ôîðìàëüíûé ñïîñîá óïðîñòèòü 
âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè. Èñïîëüçîâàíèå æå èíâàðèàíòíîãî 

îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè áàçèñà ïðè- 
ìåðíî â 2 ðàçà ñîêðàùàåò ðàçìåð ìàòðèöû äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû àöåòèëåíà, ÷òî ñóùåñò-
âåííî óìåíüøàåò îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè 

çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áåç êîíòðàêöèè ÂÔ. 
Â òàáëèöå ïîêàçàí ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ äâóõ ðàñ÷å-
òîâ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû àöåòèëåíà ñ äàííûìè, 
ïîëó÷åííûìè èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé. 
  Âåçäå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýíåðãèÿ îòñ÷èòûâà-
åòñÿ îò ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé. Çàìåòèì, ÷òî 
äëÿ ðàñ÷åòà ìû èñïîëüçîâàëè àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó 
ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ÏÏÝ) â âèäå 
ðÿäà Òåéëîðà äî 5-ãî ïîðÿäêà ïî ýëåìåíòàðíûì 

ôóíêöèÿì Ìîðçå äëÿ ðàäèàëüíûõ êîîðäèíàò è òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì äëÿ óãëîâûõ [15]. Ýòà 
ÏÏÝ âû÷èñëåíà ìåòîäîì CCSD(T) c áàçèñîì ACV5Z 

ñ äîáàâêîé T(Q)/VTZ è èìååò òî÷íîñòü ïîðÿäêà 2 ñì1  
 

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íàøåãî ðàñ÷åòà ñ äàííûìè  
èç [11–13] (Åýêñï è Åâû÷ – ýêñïåðèìåíòàëüíûå  

è âû÷èñëåííûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ ïîëîñ ìîëåêóëû C2H2) 

Ïîëîñà 
Òèï  

ñèììåòðèè 
Åýêñï, ñì1, 
èç [12, 13] 

Åâû÷, ñì1, 

èç [11] 
Åâû÷, ñì1, 

íàø ðàñ÷åò 

1
4  1 /g gE  614,0* 610,55 612,60322 

1
5  1 /u uE  731,5* 732,78 731,90834 

0
42  1 /g gA  1230,39 1226,89 1228,49877 

   0
4 5( ) 2 /u uA  1328,07 1330,73 1327,09327 

0
52  1 /g gA  1449,11 1455,01 1449,93570 

0
2  1 /g gA  1974,32 1974,47 1975,53336 

0
3  2 /u uA  3294,84 3295,36 3295,35207 

0
1  1 /g gA  3372,84 3365,04 3373,57752 

______________  

* Óðîâíè, ïîëó÷åííûå èç ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì 

ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà èç ðàáîòû Ëþëèíà è äð. [14]. 
 

 
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò. Äëÿ ðàñ÷åòà âûñîêî-
âîçáóæäåííûõ êîëåáàíèé áóäåò âû÷èñëåíà ÏÏÝ 
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííàÿ ïî ñõåìå, 
ðàíåå èñïîëüçîâàííîé äëÿ ìîëåêóëû ôîðìàëüäåãè-
äà [15]. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå íèæíèõ 

âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû àöåòèëåíà, 
âû÷èñëåííûõ â íàøåé ðàáîòå, ñ äàííûìè èç [16]. 
 

 

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ñèì-
ìåòðèè g  ìîëåêóëû C2H2, âû÷èñëåííûõ â íàøåé ðàáîòå, 
ñ äàííûìè èç [16]. Ïðîåêöèÿ ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà  
  íà îñü Z ÌÔÑ ðàâíà íóëþ 

 
Çàêëþ÷åíèå 

 
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îïåðàòîð êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë òèïà 
A2B2 â ïîëèñôåðè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ è óãëîâîé áàçèñ, èíâàðèàíòíûé ïðè èíâåðñèè 
ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ÌÔÑ. 
Ïðåäëîæåííàÿ ôîðìà áàçèñíûõ ôóíêöèé óïðîùàåò 
ðàñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè [2] â ïîëèñôåðè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ è ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü êîíòðàêöèþ ÂÔ. 
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Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåäëî-
æåííûé ïîäõîä äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ìîëåêóëû àöå-
òèëåíà. 
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A.E. Protasevich, A.V. Nikitin. The kinetic energy operator of linear symmetric molecules of A2B2 

type in polyspherical orthogonal coordinates. 
A simple and convenient form of the vibrational-rotational kinetic energy operator for symmetric mole-

cules of the A2B2 type in polyspherical orthogonal coordinates is proposed. A feature of the proposed approach 
is the symmetry of the kinetic energy operator with respect to the permutation of the coordinates of two groups 
of atoms (AB) and the ease of applying contraction of wave functions. A variational calculation of the lower 
vibrational-rotational energy levels of the acetylene molecule has been made. The energy levels calculated  
in this work are compared with other sources. 

 
 


