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Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå èíâàðèàíòû è èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ 
â äâèæóùåéñÿ ñðåäå è ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ â íåïîäâèæíîé ñðåäå. Èíâàðèàíòû öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ 
êîíòðîëÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. 

 
 

Èíâàðèàíòû íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, êàê èçâåñòíî, èìåþò áîëüøîå 
çíà÷åíèå äëÿ åãî àíàëèçà, äëÿ êîíòðîëÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, è äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå 
çàêîíîìåðíîñòåé òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ, êîòîðîå íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò 
ìîäåëèðóåòñÿ íà ÝÂÌ (ñì., íàïðèìåð, [1—5]). Äëÿ òàêèõ çàäà÷ èíâàðèàíòíîé ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ 
ìîùíîñòü (ëèáî ýíåðãèÿ) îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ 
ïîëó÷åíû òàêæå äðóãèå íå èçìåíÿþùèåñÿ â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ âåëè÷èíû [6], çàêîíû ñîõðàíå-
íèÿ êîòîðûõ áûëè îáîáùåíû äëÿ ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ [7]. Â íàñòîÿùåì ñî-
îáùåíèè â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò ïðåäñòàâëåíû íîâûå èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ 
òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ â äâèæóùåéñÿ ñðåäå è èìïóëüñîâ â íåïîäâèæíîé ñðåäå. 

Ïðîöåññ òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ïðîçðà÷íîé ðåãóëÿðíîé ñðåäå â 
êâàçèîïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé: 
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ãäå A — íîðìèðîâàííàÿ íà ïèêîâîå çíà÷åíèå êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïó÷êà; z — èçìåðÿåìàÿ â åäè-
íèöàõ äèôðàêöèîííîé äëèíû ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà (tä = 2êà2); ê — âîëíîâîå ÷èñëî; à — íà÷àëü-

íûé ðàäèóñ ïó÷êà; 
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— ïîïåðå÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; õ, ó — ïîïåðå÷íûå êîîðäèíàòû, 

íîðìèðîâàííûå íà a;  — îòíîøåíèå íà÷àëüíîé ìîùíîñòè ïó÷êà ê õàðàêòåðíîé ìîùíîñòè òåïëîâîãî 
ñàìîâîçäåéñòâèÿ; Ò — íîðìèðîâàííîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ñðåäû; L — ëèíåéíûé îïåðàòîð, âèä 
êîòîðîãî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû è ïó÷êà 
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ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â äâèæóùåéñÿ ñðå-
äå, íåñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì äèôôóçèè òåïëà è áåç íåå. Â (2) t — íîðìèðîâàííîå 
âðåìÿ;  — õàðàêòåðèçóåò äèôôóçèþ òåïëà èç îáëàñòè, çàíÿòîé ïó÷êîì. 

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ À è Ò, 
êîòîðûå èìåþò âèä 
 

A = A0(x, y, t), Ax=0, Lx
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y=0, Ly
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 = 0 ; (3) 

 

äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïó÷êà è äëÿ òåìïåðàòóðû 
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ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðàì (2). Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà íå 
çàâèñèò îò âðåìåíè è ïîñëåäíåå óñëîâèå â (3) îïóñêàåòñÿ. Â (3, 4) Lx, Ly — ãðàíèöû ðàññìàòðèâàå-
ìîé îáëàñòè ïî êîîðäèíàòàì õ, ó. 

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ùåëåâîãî ïó÷êà â äâèæóùåéñÿ 
ñðåäå (êîîðäèíàòû (õ, z)). Äîìíîæèì êâàçèîïòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ÒÀ*, à ñîïðÿæåííîå ê íåìó 
óðàâíåíèå íà ÒÀ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
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Äàëåå, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû è âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî z îò åãî ëåâîé 
è ïðàâîé ÷àñòè, ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: 
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Òîãäà (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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Îòñþäà íàõîäèì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå 
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êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî òàêæå ðàâåíñòâó 
 
I2 = T

2
(z, Lx) = const . (10) 

 
Çàìå÷ó, ÷òî, èñïîëüçóÿ (5), ëåãêî çàïèñàòü åùå îäíî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå 
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Ïðè àíàëèçå çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóìåðíîãî ïó÷êà (êîîðäèíàò (x, ó, z)) ñèñòåìà 

(5—11) ïðèíèìàåò èíîé âèä. Òàê, âìåñòî (5) ïîëó÷èì 
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Òîãäà I3 ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ: 
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à äëÿ I2 èìååì áîëåå ñëîæíîå, ÷åì (10), ñîîòíîøåíèå 
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ è I1. 

Â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ (â (2) ,L
t





 ëèáî L
t 


  


) ñîîòíî-

øåíèå (13) òàêæå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì êàê äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè, òàê è â èíòåãðàëüíîì 
ñìûñëå. Îäíàêî äðóãèå èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñàòü íå óäàåòñÿ. 

Â çàêëþ÷åíèå îòìå÷ó, ÷òî äëÿ íåëèíåéíîé ñèììåòðè÷íåé ñõåìû [8] áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå 
ýêñïåðèìåíòû ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû I3 (ñì. (13)) â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
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ïó÷êà â äâèæóùåéñÿ ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè äëÿ  = 20, z = 0.5, ÷èñëà òî÷åê ñåòêè ïî ïîïåðå÷íûì êîîð-

äèíàòàì Nx = Ny = 32 è ïî îñè z Nz = 10, îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà  = 0,01 
èçìåíåíèå I3 íå ïðåâûøàëî 1% îò ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè z = 0. Ïðîôèëü ïó÷êà íà âõîäå â 
íåëèíåéíóþ äåôîêóñèðóþùóþ ñðåäó çàäàâàëñÿ â âèäå ãàóññîâñêîé ôóíêöèè 
 

A0(x, y) = exp ( – 2(x – Lx/2)
2
 – 2(y – Ly/2)

2
) , (15) 

 
ãäå Lx = Ly = 8. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î õîðîøåì ñîõðàíåíèè èíâàðèàíòíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ (13) ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé. 
 
 
1. Ç ó å â  Â . Å . ,  Ç å ì ë ÿ í î â  À . À . ,  Ê î ï û ò è í  Þ . Ä . Íåëèíåéíàÿ îïòèêà àòìîñôåðû. Ë.: Ãèäðîìåòåî-

èçäàò, 1989. 256 ñ. 
2. Ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í å í è å  ëàçåðíîãî ïó÷êà â àòìîñôåðå /Ïîä. ðåä. Ä. Ñòðîáåíà. Ì.: Ìèð, 1981. 414 ñ. 
3. À õ ì à í î â  Ñ . À . è äð. //Èçâ. âóçîâ. Ñåð. Ðàäèîôèçèêà. 1980. Ò. 23. ¹ 1. Ñ. 3. 
4. Ë ó ê è í  Â . Ï . Àòìîñôåðíàÿ àäàïòèâíàÿ îïòèêà. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1986. 284 ñ. 
5. Â î ð î á ü å â  Â . Â . Òåïëîâîå ñàìîâîçäåéñòâèå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå. Òåîðèÿ è ìîäåëüíûé ýêñïå-

ðèìåíò. Ì.: Íàóêà, 1987. 200 ñ. 
6. Ê à ð à ì ç è í  Þ . Í . ,  Ñ ó õ î ð ó ê î â  À . Ï . ,  × å ð í e r a  Ï . È . Ïîäîáèå è âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ñâåòîâûõ ïó÷êîâ. Ì., 1979. (Ïðåïðèíò / ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÀÍ ÑÑÑÐ, ¹ 52). 
7. Ñ ó õ î ð ó ê î â  À . Ï . ,  Ò ð î ô è ì î â  Â . À . //Èçâ. âóçîâ. Ñåð. Ðàäèîôèçèêà. 1983. Ò. 26. ¹ 1. Ñ. 12. 
8. Ê à ð à ì ç è í  Þ . Í . ,  Ñ ó õ î ð ó ê î â  À . Ï . ,  Ò ð î ô è ì î â  Â . À . Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â íå-

ëèíåéíîé îïòèêå. Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óí-òà, 1989. 154 ñ. 
 
 
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 
 16 àïðåëÿ 1991 ã. 
 
 

V . A .  T r o f i m o v . Invariant Relationships for Describing Thermal Blooming of the Optical Radiation. 
 

Some invariants and invariant relationships are derived in this paper for describing thermal blooming of both 
light beams propagating through moving media and light pulses propagating through stationary media. These invari-
ants and invariant relationships can be useful when checking the results of numerical simulations on the optical radia-
tion thermal blooming. 


