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МЕЗОМАСШТАБНАЯ АТМОСФЕРНАЯ ЦИРКУЛЯЦИЯ И ПЕРЕНОС  
КОАГУЛИРУЮЩЕГО АЭРОЗОЛЯ НАД БРАТСКОМ 

 
Рассматривается перенос атмосферного аэрозоля воздушными массами на основе модели, учитывающей факторы, 

влияющие на распределение частиц по размерам: турбулентную диффузию, гидротермодинамические процессы, рельеф 
подстилающей поверхности, расположение источников выбросов аэрозолей и рост частиц за счет процессов коагуляции. 
После формулировки системы основных уравнений приводится алгоритм ее численного решения. Модель была применена 
для воспроизведения ситуации аэрозольного загрязнения атмосферы города Братска летом. Результаты численных расче-
тов сравниваются с уровнями концентраций субмикронных и высокодисперсных аэрозолей, измеренных в нескольких точ-
ках города во время двухнедельной летней экспедиции в 1990 г. 

 
 

1. Введение 
 

В настоящее время разработан ряд численных 
модеделей распространения примесей в атмосфере 
[8, 10, 14, 19 и др.]. Хотя эти модели успешно объяс-
няют многие особенности переноса пассивной при-
меси в мезомасштабном пограничном слое атмосфе-
ры, тем не  менее разработка более усовершенство-
ванных моделей для получения надежных результа-
тов, учитывающих изменения спектра размеров аэ-
розольных частиц, остается важной проблемой. Есть 
еще одна немаловажная сторона этой проблемы – 
постараться ответить, в какой степени целесообразно 
модифицировать модели динамики атмосферного 
аэрозоля. Дело в том, что множество процессов, 
влияющих на динамику атмосферы, имеют в основ-
ном стохастический характер, а это означает, что рас-
пределение размеров аэрозольных частиц формируется 
случайными факторами и никогда не воспроизводится, 
даже если многократно делать измерения в определен-
ной точке при абсолютно идентичных условиях. 

В данной статье рассматривается реалистичная 
модель для оценки роли антропогенного фактора в 
образовании уровня аэрозольного загрязнения в ат-
мосфере. Модель включает следующие процессы: 

Аэрозоль переносится воздушными потоками, 
поля скоростей которых восстанавливаются с помо-
щью численного решения системы уравнений гидро-
термодинамики с учетом ряда неадиабатических фак-
торов, уравнений баланса турбулентной энергии и 
диссипации и т.д. 

Аэрозоль переносится как пассивная примесь, 
т.е. каждая частица движется вдоль линий потока. 

Спектр размеров частиц изменяется процессом 
коагуляции. 

Учитываются локальные источники аэрозоль-
ных частиц. 

Наряду с основной задачей распространения аэ-
розоля в атмосфере рассматриваются и сопряженные 

задачи: исследование функции чувствительности от-
дельных регионов к аэрозольному загрязнению, а 

также изучение распространения аэрозольных час-
тиц для оптимального размещения промышленных 
источников, чтобы в конечном счете минимизиро-
вать загрязнения в данном населенном пункте. 
 

2. Основные уравнения 
 

Ниже мы приводим подробную формулировку 
необходимой системы уравнений, описывающих 
перенос аэрозоля в атмосфере. Как было  отмечено 
во введении, мы считаем аэрозольные частицы пас-
сивными, следующими строго по потоковым направ-
лениям гидродинамического потока, формирующе-
гося термодинамическим состоянием атмосферы и 
рельефа местности. Предполагается, что спектр раз-
меров аэрозольных частиц и численная концентра-
ция подвергаются воздействию атмосферной турбу-
лентности и коагуляции аэрозольных частиц. Наша 
модель включает все эти процессы. 
 

2.1. Уравнение неразрывности 
 

Здесь мы представляем модель, учитывающую 
перенос и коагуляцию атмосферного аэрозоля, раз-
работанную первоначально в [6]. Исходной точкой 
нашего подхода является уравнение неразрывности, 
описывающее перенос пассивных примесей, концен-
трации которых обозначены i(r, t): 
 

i

t
 + div u i = Fi(i, x, y, z, t), (1) 

 

где u – вектор скорости потока. Правая часть (1), 
являющаяся функционалом от i, описывает источни-
ки, стоки и химические взаимодействия между загряз-
нителями, а также другие факторы изменения их 
концентраций. 

Для усреднения уравнения (1) мы представляем 
функции  и u в виде суммы средней по объему и 

отклонения:  = – + , u = u– + u, а потоки приме-
си определим из аппроксимации градиентного вида 
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u  i  = – , 
i

x
    (,  = 1, 2, 3). (2) 

 

Здесь , – тензор коэффициентов диффузии, а черта 
– знак усреднения. Предположим, что главные оси 
тензора совпадают с осями декартовой координатной 
системы, и тем самым ограничимся учетом только 
диагональных элементов [13, 17, 20]. 

В полученном уравнении для отклонения про-
ведем преобразование координатной системы по 
формуле 
 

 = 
z – (x, y)

H – (x, y)
 H, (3) 

 

где (x, y) описывает рельеф, а H – верхняя граница 
интегрирования. 

В результате уравнение турбулентной диффузии 

для переноса полидисперсного аэрозоля с учетом 
процессов коагуляции для концентраций частиц при-
мет следующий вид [9]: 
 

g

t
 + div u g = I(g, x, y, z, t) + K


ij(i, j) + F1 + F2, (4) 

 

где  
 

F1 = 

x

 xx 
g

x
 + 


y

 yy 
g

y
 + 


 1 

g

  ; 

 

F2 = 

x

 a1 xx

g

  + a1

 xx 

g

x
 + 

y

a2yy 

g

  + a2 

 yy 

g

y
 ; 

 

a1 = 


x 
 – H

H – 


(x, y)
 , (5) 

 

a2 = 


y 
 – H

H – 


(x, y)
 ,   a3 = 

H

H – 


(x, y)
 ; 

 

1 = a
2
1 xx + a

2
2 yy + a

2
3  . 

 

Здесь g – вектор концентраций частиц с массами в 
интервале (g, g + dg); Kij(i, j) – матричный опера-
тор, описывающий процессы коагуляции; I(x, y, z, t) – 
источник новых частиц с размером g; xx, yy,  – 
коэффициенты турбулентной диффузии по направ-
лениям x, y,  соответственно. 

Коэффициенты турбулентной диффузии опре-
деляются с помощью одноточечных вторых момен-
тов турбулентных пульсаций в виде функций, зави-
сящих от средних параметров атмосферы, сдвига 
воздушного потока, стратификации и энергии турбу-
лентности. Функциональная зависимость коэффици-
ентов тензора диффузии от перечисленных выше 
параметров дана в [8, 13, 17] и используется в [6, 10]. 
Поэтому уравнение (1) переноса аэрозольных частиц 
с учетом коагуляции будем решать совместно с 
уравнением гидротермодинамики атмосферы.  
 

2.2. Уравнения гидротермодинамики атмосферы 
 

Исходную систему уравнений гидротермодина-
мики будем записывать, учитывая орографические 
особенности с помощью (3). В новой системе коорди-
нат уравнения гидротермодинамики в негидростатиче-
ском приближении примут следующий вид [1, 8, 9]: 
 

û
t

 + div u û = –
P
x

 + a1
P
  + l v̂ + Fu + a

2
3

 u 


 





û

–
 ,(6) 

 

v̂
t

 + div u v̂ = – 
P
y

 + a2
P
  – l û + Fv + a

2
3

 u 







v̂

–
 , (7) 

 

ŵ
t

 + div u ŵ = –a3
P
  + (1 + q) +Fw +a

2
3

u







ŵ

–
 ,(8) 

 

̂
t

 + div u ̂ + 
S
a3

 (ŵ + x û + y v̂) = 
Lw  –

Cp
 + F + 

 

+ a
2
3 

  


 






̂

–
 , (9) 

 

q̂

t
 + div u q̂ = – a3 ŵ

Q

 –  – + Fq + a
2
3 

 q 


 





q̂

–
 , (10) 

 

û
x

 + 
v̂
y

 + 
ŵ
  = 0; (11) 

 

u = U + u; v = V + v; w = W + w; 
 

 =  + ; q = Q + q; p = P + p. 
 

(Большими буквами обозначены крупномасштабные 
составляющие метеорологических полей, буквами со 
штрихом – отклонения). Здесь приняты следующие 
обозначения: 
 

a1 = x 
 – Ĥ

H – (x, y)
 ,   a2 = y 

 – Ĥ

H – (x, y)
 ,   a3 = 

Ĥ

H – (x, y)
 ; 

 

div u ̂ = 
û
x

 + 
v̂
y

 + 
ŵ
  ;   ̂ = ,  

 

 = (u, v, w, , q); 
 

x = 


x
 ,     y = 



y
 ,      w = a1 u + a2 v + a3 w; 

 

Fu = 
11

x
 + 
12

y
 + 


 (a1 11 + a2 12), (12) 

 

Fv = 
21

x
 + 
22

y
 + 


 (a1 21 + a2 22), 

 

Fw = 
31

x
 + 
32

y
 + 


 (a1 31 + a2 32), 
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F = 
H1

x
 + 
H2

y
 + 


 (a1 H1 + a2 H2), 

 

Fq = 
Q1

x
 + 
Q2

y
 + 


 (a1 Q1 + a2 Q2), 

 

где t – время; u, v, w – компоненты вектора скорости 
ветра в направлении координат x, y, ; u = (u, v, w);  
– потенциальная температура;  – плотность; l – па-
раметр Кориолиса; q – удельная влажность; Lw – 
скрытая теплота конденсации;  – скорость образо-
вания жидкой фазы; S – параметр стратификации; 

 = g/T – параметр плавучести;  = 0,61; –(z) – фоно-
вая плотность; ij, Hi, Qi (i = 1, 2, 3; j = 1, 2) – тензор 
вязких напряжений Рейнольдса и турбулентные по-
токи тепла, влаги; u, , q – вертикальные коэффи-
циенты турбулентности для моментов количества 
движения, тепла и влаги. 

Для описания структуры приземного слоя ис-
пользуем теорию подобия Монина–Обухова и эмпи-
рические функции Бузингера [7, 11]. При условии 
сильной неустойчивости для аппроксимации верти-
кальных профилей метеорологических полей в при-
земном слое, примем «закон-1/3», а при сильной ус-
тойчивости, как и в [7, 11], – линейную зависимость. 
Окончательно модель приземного слоя запишем в 
следующем виде: 
 

æ z 
u
z

 = u* u(),   æ 
P


z
 = P


* ()   (P = , q); 

 

æ u= u* fu(, u);   P – P0 = P


* f(, u);  
 

 = /L; h = h/L; (13) 
 

i = 
u* æ z

ui()
 ,   (i)h = 

u* æ H

i(h)
 ;  

 

ai = 
i()

fi(h, i)
 ; L = 

u2
*

æ2 *

  (i = u, ); 

 

fu(, 0) = 
0



 
u()

  d;   f(, 0) = 
0



 
()

  d, 

 

где u= (u
2
 + v

2
)

1/2
 – модуль вектора скорости;  

u* – скорость трения; *, q* – масштабы потенциаль-
ной температуры и удельной влажности; h – высота 
приземного слоя; L – масштаб длины; zu, z – пара-
метры шероховатости для ветра и температуры;  – 
безразмерная высота, представляющая собой пара-
метр гидростатической устойчивости; i, fi – направ-
ленные универсальные функции. В приземном слое 
при этом будем учитывать поправку к потенциаль-
ной температуре за счет влаги. При этом несколько 
изменится значение масштаба длины L. Введем мас-
штаб длины L* = L (J* + 1) и соответственно безраз-

мерную высоту * = z/L* = (1 + J*), где J* = 0,61 T(qh –

 qz0
)/(h – z0

) – безразмерное число, являющееся мерой 
относительной значимости эффектов стратификации 
влажности и температуры. Систему уравнений (6)–(13) 
будем решать в области Dt = D  [0, T], D = {(x, y, ): 
x  [– X, X], y  [– Y, Y],   [0, H]} при следующих 
начальных и краевых условиях: 
 

û + v̂ + ŵ = 0;  ̂ = 0;   q̂ = 0  при  t = 0; (14) 
 

û
x

 = 
v̂
x

 = 
ŵ
x

 = 0,  
̂
x

 = 0,   
q̂
x

 = 0  при  x =  X; (15) 

 

û
y

 = 
v̂
y

 = 
ŵ
y

 = 0,  
̂
y

 = 0,   
q̂
y

 = 0  при  y =  Y; (16) 

 

û = v̂ = ŵ = 0;  ̂ = 0; q̂ = 0  при   = H; (17) 
 

a3 h 
û
 = au û,   a3 h 

v̂
 = au v̂,   a3 h 

̂
 = a (̂ – ̂0), 

 

a3 h 
q̂

 = a (q̂ – q̂0); 
ŵ
h  = – 



û

x
 + 
v̂
y

  

 

при  = 
(h – ̂(x, y)) Ĥ

H – ̂(x, y)
 ;  (18) 

 

ŵ = 0  при   = 0. 
 

Температура на подстилающей поверхности оп-
ределяется из уравнения теплового баланса. 
 

2.3. Параметризация турбулентной диффузии  
подсеточного масштаба 

 

Правая часть (6)–(13) содержит пока еще не оп-
ределенные функции. Ниже приводятся полуэмпи-
рические выражения для них. Следуя работам [8, 12], 
симметричный тензор напряжения i,j представим в 
виде функции, зависящей от тензора деформации D 
среднего движения следующим образом: 
 

i,j = – KM Di,j, (19) 
 

где Di,j – тензор деформации, 
 

Di,j = 
ui

xj
 + 
uj

xi
 – 

2
3 ij 

uk

xk
  (i = 1, 2; j = 1, 2), 

 

и поток тепла определим по формуле 
 

Hj = – KH 

xj

 . (20) 

 

Здесь KM и KH – параметры кинематической вязкости 
и диффузии (KM/KH = 1/Pr  3). Для определения 
пространственно-временных изменений коэффици-
ента KM будем пользоваться следующей формулой: 
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KM = 


(K


 –)
2
 Def, если Ri > 1,

(K
–)

2
Def(1 – (KH/KM) Ri), если Ri  1,

(21) 

 

где D
–

 = A
1/2

; A = x y; K – числовая константа. Де-
формацию Def определим по формуле 
 

(Def)
2
 = 

1
2 Sp D

2
 = (D

2
11 + D

2
22 + D

2
33) + D

2
12 + D

2
13 + D

2
23.(22) 

 

Число Ричардсона Ri представим в следующем виде: 
 

Ri = 
g

 

z

/(Def)
2
. 

 

При проведении численных расчетов, когда го-
ризонтальные масштабы исследуемых процессов 
больше, чем по вертикали, используется некоторый 
комбинированный метод, а именно: горизонтальные 
коэффициенты турбулентного обмена определяются 
из (19), (20), (21), а вертикальные – из уравнения ба-
ланса энергии турбулентности и диссипации: 
 

b
t
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t

 + u grad() = 1 

b 









u

z

2

 + 



v

z

2

 – T
 

z

 – e 
q

z
 + 
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z
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2

b  , (24) 

 

где T = /u = u()/(), ab и c – константы. 
Уравнения будем решать при следующих на-

чальных и краевых условиях [8]: 
 

b = 0,  = 0 при t = 0, 
 

b = b
2
u(h, 0),  = h(h, 0) при z = h, (25) 

 

b = 0,  = 0 при z = H. 
 

Вид функций b
2
u(h, 0) и  = h(h, 0) и способы их 

определения даны в [2]. 
 

2.4. Коагуляция 
 

Перенос аэрозолей в атмосфере всегда сопрово-
ждается процессом роста частиц. Изменение концен-
трации и спектра размеров частиц описывается урав-
нением Смолуховского 
 

g

t
 = 

1
2 

0

g

 K


(g, g1) g–g1
 g1

 dg1 – 

 

– g 
0



 K


(g, g1) g1
 dg1 + I(g, t), (26) 

 

где g1 – текущая переменная (масса), по которой 
производится интегрирование; g – концентрация 
частиц с массой, заключенной интервалами от g до 

g + dg; K


(x, y) – частота столкновения частиц с мас-
сами x и y; I(g, t) – интенсивность образования но-
вых частиц с массой g. Этот член добавляется в пра-
вую часть (1). Первый член в правой части (1) опи-
сывает приход частиц в размер g за счет коагуляции 
меньших частиц, второй – уход частиц из размера g 
за счет коагуляции со всеми остальными частицами. 

Систему уравнений (1), (4), (5) будем решать в 
области 
 

Dt = D  [0, T], D = {(x,y,) : x  [–X,X], y  [–Y,Y], 
 

  [0,H]} 
 

при следующих начальных и краевых условиях: 
 

g  t=0 = 
0
g ; 

 

g

x
 = 0 при x =  X,   

g

y
 = 0 при y =  Y; (27) 

 

g = BG при  = H, 
 

где BG – фоновая концентрация частиц. 
На нижней границе области интегрирования 

краевое условие зададим в следующем параметризо-
ванном виде: 
 

a3 
g

  = 
a (


g – fs)

g + a ss

 при  = 
h – 

H – 
 H. (28) 

 

Здесь g = g u* – g, g характеризует взаимодейст-
вие примесей с подстилающей поверхностью; X, Y – 
боковые границы области интегрирования по про-
странственным переменным x и y соответственно; 

fg(x, y, t), (g = 1, n ) описывает источники примеси 

на уровне шероховатости; gh – концентрация аэро-
зольных частиц на верхней границе приземного слоя. 

Решение задачи (4)–(26) будем искать на мно-
жестве неотрицательных решений. Предполагается, 
что сталкиваются частицы шарообразной формы и 
длина свободного пробега в газе-носителе намного 
больше их размера. В этом случае K(x, y) можно 
представить в следующем виде [18]: 
 

K


(x, y) = A(x
1/3

 + y
1/3

) (Dx + Dy) xy, (29) 
 

где Dx – коэффициент диффузии частицы массы x: 
 

Dx = 
kB T

6 Rx
  



1 + Knx 



A + Q exp 



– 

b3

Knx
 ;  (30) 

 

kB – постоянная Больцмана; b3, A, Q – эмпирические 
постоянные; A = 1,25; Q = 0,4; b3 = 1,1. Фактор коррек-
ции xy определяется из [18]: 
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xy = 
 Rx + Ry

Rx + Ry + dxy
 + 


4 (Dx + Dy)

(V
2
x + V

2
y)

1/2
 (Rx + Ry)

–1

; (31) 

 

Knx = 
lx

Rx
 ; dxy = (d

2
x + d

2
y)

1/2
, 

 

dx = 
1

6 Rx lx
 ((2 Rx + lx)

3
 – (4 R

2
x + l

2
x)

3/2
) – 2Rx; 

 

lx = 
8Dx

Vx
 ;  Vx = 



 

8kT
x

 
1/2

;  x = 
4
3  R

3
x . 

 

Здесь Dx – коэффициент диффузии частицы i с ра-
диусом Rx; T – температура; lx – средняя длина про-
бега; Vx – средняя скорость частицы; x – масса части-
цы;  – плотность частицы;  – вязкость газа. 
 

3. Сопряженная задача 
 

В задачах охраны окружающей среды главная 
цель состоит в том, чтобы получить оценки глобаль-
ных характеристик, зависящих скорее от функциона-
лов полей концентраций частиц, чем от самих полей. 
Например, таких характеристик, как общее оседание 
частиц в данном регионе, экономический ущерб от 
аэрозольного загрязнения окружающей среды и т.д., 
которые линейно зависят от спектра размеров час-
тиц. Конечно, все эти значения могут находиться ре-
шением описанной выше прямой задачи. Однако это 
не является наилучшим способом достижения конеч-
ной цели. Существует более универсальный метод с 
использованием сопряженных функций [4], который 
будет применен для оценки аэрозольного загрязнения 
в Братском регионе и для оптимального размещения 
промышленных источников. Для простоты предпола-
гается, что Kij (i, j) = 0, т.е. примесь пассивная. 

Напишем (4) в операторной форме: 
 

L = Ig(x, y, z, t),  (32) 
 

где  
 

L = 

t

 + 
u
x

 + 
v
y

 + 
w
  – F1 – F2, (33) 

 

а Ig описывает источники загрязнения. 
Рассмотрим сопряженный оператор L* с помо-

щью тождества Лагранжа: 
 

(*, L) = (, L**). (34) 
 

При div u = 0 сопряженный оператор имеет сле-
дующий вид: 
 

L* = – 
*

t
 – 
u*

x
 + 
v*

y
 + 
w*

  – F1 – F2.  (35) 

 

Рассмотрим сопряженную задачу 
 

L** = pk, (36) 
 

где pk – неотрицательная функция, зависящая от 
x, y, z, t; k принадлежит непустому множеству значе-
ний. Соответствующие краевые условия таковы: 
 

*

x
 = 0 при x= X; (37) 

 

*

y
 = 0 при y= Y; (38) 

 

* = 0 при  = H; (39) 
 

a3 
*

  = 
a 

 + a 
   при   = 

h – 


H – 
 ; (40) 

 

*(t = T) = 0. (41) 
 

Для обеспечения корректности задачи (36)–(41) 
и устойчивости численного алгоритма задача реша-
ется обратно по времени:  от t = T до t = 0. Для опре-
деленности начальное условие пишется при t = T. 
Обозначим полученное решение через *k . Теперь 
умножим (34) на *, проинтегрируем и вычтем. Учи-
тывая тождество Лагранжа, приходим к другому 
представлению: 
 


t

 (, *k ) = (I, *k ) – (pk, ). (42) 

 

Проинтегрировав (42) по времени от t = 0 до t = T, 
с учетом начального условия для *k  и , окончательно 
получаем 
 


0

T

 dt 
D

 p dD = 
D

 I* dD + 
0

T

 dt 
–X

+X

 dx 
–Y

+Y

 a3 0 * z=h  dy. 

 (43) 
 

Значение pk зададим следующим образом: 
 

pk = 


1, (x, y, z)  k,
0, (x, y, z)  k,

 (44) 
 

где k  D – подобласть, где общая концентрация 
загрязнителей должна быть оценена (т.н. «охраняе-
мая зона»). Можно легко увидеть, что левая часть 
(43) определяет концентрацию загрязнителей, при-
ходящих в k в интервале времени [0, T]. Поэтому 
общая концентрация в некоторой части региона D 
может быть получена решением либо прямой задачи 
(4), (27), либо сопряженной задачи (36)–(41). При 
этом функция *k  дает ту часть загрязнения, которая 
приходит в охраняемую зону k от источника. 
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Способы построения таких моделей и их ис-
пользование для решения задач окружающей среды 
приведены в [5, 8]. 
 

4. Численное решение 
 

Численные методы для решения (4)–(5) разрабо-
таны в [8]. Авторы дают численное решение гидро-
термодинамических уравнений (6)–(11) и уравнения 
переноса химически реагирующих примесей, кото-
рые включаются в правую часть. С этой точки зрения 
выражение для коагуляции в (26) ничего нового не 
требует, разве что его численное решение является 

гораздо более сложным, и поэтому возникает необ-
ходимость в некоторых преобразованиях. При этом 
они должны удовлетворять следующим требовани-
ям: во-первых, должен быть охвачен, насколько воз-
можно, широкий спектр частиц, во-вторых; числен-
ная схема должна достаточно экономно использовать 
ресурсы компьютера. С этой целью спектр размеров 
частиц берется следующим образом. 

Вводится частица предельной массы G, которая 
при дальнейшей коагуляции выводится из системы. 
Пока масса самой крупной фракции пренебрежимо 
мала по сравнению с массой всей системы, отток 
массы из последней фракции мал, но когда он стано-
вится сопоставимым со всей массой системы, то 
убыль массы системы через последнюю фракцию 
становится заметной. Это можно рассматривать как 
естественный для системы сток частиц, например за 
счет гравитационного осаждения. 

Интервал (0, G) разбивается на фракции в лога-
рифмическом масштабе путем удвоения масс 
2gi = gi+1. 

Количество частиц в i-й фракции Ni удовлетво-
ряет уравнению, которое получается после интегри-
рования (26) в интервале масс (gi, gi+1): 
 

Ni

t
 = 

1
2 

j1

i–2

 K
1

i–1,j Ni–1,j Nj + 
1
2 K
0

i–1,i–1 N
2
i–1 + 

 

+ 
j=1

i–1

 (K
0

ij – K
1

ij) Ni Nj – 
j=1

I

 K
0

ij Ni Nj , (45) 

 

с начальными условиями 
 

Ni (t = 0) = N
0
i , (46) 

 

где 
 

K
1

ij = (gi+1 – gi)
–1

 (gj+1 – gj)
–1

 
x+y

gi+1

 
>

gi+1

gj+1

 K


(x, y) dx dy;  (47) 

 

K
0

ij = (gi+1 – gi)
–1

 (gj+1 – gj)
–1

 
gi

gi+1

  
gj

gj+1

 K


(x, y) dx dy. (48) 

 

При аппроксимации для получения (45) предпо-
лагается, что K заменяются их средними значениями 

K


 на соответствующих интервалах масс ((46)–(47)). 

В правую часть уравнения (1) можно включить 
члены, описывающие источник новых частиц 
I(g, r, t) произвольной формы и сток частиц. Полага-
ем, что источник генерирует частицы самой мелкой 
фракции; в дальнейшем этот источник имитирует 
возникновение новых частиц за счет нуклеации. 

При применении предложенной модели необхо-
димо следить за сохранением массы в системе. Дело в 
том, что если при удвоении массы, как это сделано в 
нашем случае, использовать 30 фракций, то в коагуля-
ции будет участвовать диапазон масс частиц более 9 
порядков. Таким образом, если мы будем удерживать 
по счетной концентрации точность даже в 6 порядков, 
то по массовой концентрации этого недостаточно, так 
как небольшая погрешность в счетной концентрации в 
крупных фракциях может вызвать заметные массовые 
погрешности для системы в целом. Можно избежать 
этих трудностей, если исходное уравнение представить 

для массовых концентраций. Оно получается сходным 
образом: умножая уравнение (26) на g, после неслож-
ных преобразований получим следующее эволюцион-
ное уравнение для массовых концентраций: 
 

mg

t
 = 

1
2 

0

g

 (K
m

 (g1, (g – g1)) + 

 

+ K


 ((g – g1), g1)) mg1
 mg–g1

 dg1 –  mg 
0



 K


 (g, g1) mg dg1 , 

 

 (49) 
 

где  
 

gg = m
0
g;  K

m
 (x, y) = K


 (x, y) y

–1
. 

 

Соответственно начальное условие примет вид 
 

mgt=0 = m
0
g. 

 

Далее проинтегрируем обе части уравнения (26) 
в пределах i-й фракции от g до gi+1, вынесем из-под 

знака интеграла среднее произведение масс m– i и m– j и 
получим 
 

Mg

t
 = 

j=1

i–2

 (K
m,1

i–1,j + K
m,1

j,i–1) Mi Mj + K
m,0

i–1,i–1 M
2
i–1 + 

 

+ 
j=1

i–1

 (K
m,0

ij  – K
m,1

ij  + K
m,0

ij  – K
m,0

ji ) Mi Mj – 
j=1

I

 K
m,0

ij  Mi Mj (50) 

 

с начальными условиями 
 

Mit=0 = M
0
i, (51) 

 

где 
 

K
1

ij = (gi+1 – gi)
–1

 (gj+1 – gj)
–1

 
x+y

gi+1

 
>

gi+1

gj+1

 K


(x, y) y
–1

 dx dy; (52) 
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K
0

ij = (gi+1 – gi)
–1

 (gj+1 – gj)
–1

 
gi

gi+1

 
gj

gj+1

 K


(x, y) y
–1

 dx dy. (53) 

 

Проконтролировать решение описанной задачи 
довольно просто, поскольку если решение коррект-
но, то полная масса системы должна сохраняться, а 
если в системе имеются источники и стоки, то закон 
сохранения массы должен выполняться с учетом 
этих источников и стоков. Такие процедуры были 
проделаны [3], и оказалось, что концентрация частиц 
системы в относительных единицах сохраняется с точ-
ностью до 10

–4
 (для количества частиц) и 10

–2
 для мас-

совой концентрации. Поэтому численная схема может 
быт использована для более сложных вычислений. 

Численный алгоритм решения этой задачи осно-
ван на использовании метода расщепления по физи-
ческим процессам, и на каждом малом интервале 
времени [tj, tj+1] длиной t рассмотрим следующую 
схему, состоящую из трех основных этапов: 1) пере-
нос аэрозольной субстанции по траекториям; 2) тур-
булентная диффузия; 3) локальное изменение дис-
персности аэрозоля из-за коагуляции. Численный ал-
горитм и метод решения задачи приведены в [4, 8, 9]. 

На базе описанных выше моделей выполнена 
серия численных экспериментов по исследованию 
механизмов формирования метеорологического ре-
жима в регионе и по оценке антропогенного влияния  
источников загрязняющих примесей в газовой и аэ-
розольной фазах на качество атмосферы г. Братска. 
Методика численных экспериментов основывается 
на расчете сценариев, отражающих наиболее харак-
терные и типичные черты исследуемых процессов. 

Расчеты проводились при следующих значениях 
входных параметров: 30  30  15 – число узлов сеточ-
ной области X = Y = 72,5 км; H = 1550 м; 
x = y = 2,5 км; z = z0, 10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 
450, 600, 750, 900, 1100, 1300, 1500 м – высоты коор-
динатных поверхностей; t = 10 мин – шаг по времени. 

Оценивалось аэрозольное загрязнение атмосферы 
от источников, расположенных в г. Братске и окру-
жающем его регионе. Каждый источник в модели 
представляет собой агрегированный источник, объе-
диняющий выбросы нескольких источников. В вы-
бросах задается лишь мощность частиц для первой 
аэрозольной фракции с радиусом 10 Å, и дальнейшая 
их трансформация моделируется под влиянием ме-
ханизмов переноса, диффузии и коагуляции. Источ-
ники выброса аэрозолей расположены в плоскости 
x, y в двух точках с координатами x1 = 27,5 км, 
y1 = 32,5 км и x2 = 37,5 км, y2 = 32,5 км. В этих точках 

учитывается вертикальное распределение всех ис-
точников на высотах z = 10, 20, 30, 40, 100 м. Ло-
кальная шкала времени привязана к местному вре-
мени г. Братска. Начальный момент времени в сце-
нариях соответствует 6 ч местного времени. Из ана-
лиза карты розы ветров следует, что наиболее харак-
терным для данного региона является западное на-

правление ветра, поэтому эксперименты проводи-
лись при следующих значениях фонового потока, 
заданных на высоте 1500 м: U = 4 и 0 м/с. 
 

5. Экспериментальное исследование  
аэрозолей атмосферы 

 

Измерения концентраций и спектров размеров 

атмосферных аэрозолей над г. Братском проводились 
летом 1990 г. Для измерений уровней концентрации 
и дисперсного состава аэрозолей атмосферы исполь-
зовался диффузионный аэрозольный спектрометр 
[15]. Он представляет собой систему, состоящую из 
трех основных компонентов: 

1) диффузионных батарей с укрупнителем, по-
зволяющим измерять спектры размеров высокодис-
персных аэрозолей (размером до 0,003 мкм); 

2) лазерного аэрозольного спектрометра, даю-
щего возможность измерять концентрацию и спек-
тры размеров субмикронных частиц (размером от 
0,15 до 3 мкм); 

3) персонального компьютера, управляющего 
всей системой и создающего банк данных. 

Измерения диффузионным спектрометром про-
изводятся в режиме реального времени в определен-
ной точке пространства, время одного измерения 
составляет 4–5 мин. В результате одного такого из-
мерения определяются 1) полная концентрация аэро-
золей в интервале размеров от 0,003 до 1 мкм; 2) па-
раметры распределения частиц по размерам – сред-
ний размер и ширина распределения по размерам 
высокодисперсных аэрозолей (радиусом до 0,1 мкм); 
3) концентрация и гистограмма распределения по 
размерам субмикронных частиц в интервале разме-
ров от 0,15 до 2,0 мкм, разбитого на 10 интервалов: 
( 0,15), (0,15–0,2), (0,2–0,3), (0,3–0,4), (0,4–0,5), 
(0,5–0,7), (0,7–1,0), (1,0–1,5), (1,5–2,0), ( 2,0). 

При записи этой информации отмечаются дата и 
время проведения измерения с точностью до мину-
ты. Эти данные записываются в память компьютера 
и могут быть впоследствии произвольным образом 
обработаны. Принципы работы нашей эксперимен-
тальной установки более или менее известны и опи-
саны в других работах [16]. Отбираемый из атмосфе-
ры воздух вместе с аэрозольными частицами прохо-
дит через диффузионные батареи, «проскок» через 
которые, определяемый как отношение концентра-
ции частиц после их прохождения через батарею к 
концентрации до прохождения, зависит от их рас-
пределения по размерам. Таким образом, на самом 
деле во время эксперимента измеряются «проскоки» 
через диффузионные батареи. Для того чтобы из-
влечь полезную информацию о распределении по 
размерам аэрозольных частиц, необходимо решить 
дополнительно обратную задачу, которая сводится к 
решению интегрального уравнения первого рода. 
Параметры распределения размеров высокодисперс-
ных частиц получаются с помощью упрощенной 
версии обратной процедуры, описанной в [16]. 
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При проведении эксперимента непрерывно изме-
рялись спектры размеров аэрозольных частиц в сво-
бодной атмосфере. При этом были выбраны 5 точек, в 
которых проводились измерения в течение нескольких 
дней в каждой из точек. В результате этого был создан 
банк данных для 5 точек. Каждое  измерение позволя-
ло получить следующие значения: 1) распределение 
частиц по размерам (аппроксимируемое гамма-
распределением); 2) суммарную концентрацию частиц, 
а также более точное распределение субмикронных 
частиц. Время одного измерения составляло приблизи-
тельно 4 мин, что позволяло получить от 250 до 300 
экспериментальных точек за день. Результаты этих 
измерений были обработаны для того, чтобы полу-
чить: 1) изменение по времени суммарной концентра-
ции частиц; 2) изменение по времени концентрации 
субмикронных частиц; 3) распределение концентрации 
для заданной точки измерений. 

Здесь мы не приводим результаты прямого срав-
нения между численными и экспериментальными дан-
ными: измеренные данные используются только для 
иллюстрации теоретических расчетов и калибровки 
вычислений. На самом деле нет точных данных по 
мощностям выбросов и распределению аэрозолей. По-
этому количественное согласие между численными 
результатами по модели и экспериментальными дан-
ными было достигнуто с помощью вариации мощно-
стей выбросов. Более детальное сравнение этих ре-
зультатов будет дано в наших последующих работах. 
 

 

6. Результаты и обсуждение 
 

6.1. Результаты численных расчетов 
 

Была выполнена серия численных эксперимен-
тов по исследованию механизмов формирования 
метеорологического режима в регионе и по оценке 
антропогенного влияния источников загрязняющих 
примесей в газовой и аэрозольной фазах на качест-
во атмосферы г. Братска. 

Результаты сценарных расчетов с помощью 
вышеизложенных моделей иллюстрируются рисун-
ками двух типов. Первый тип (рис. 1–3) представ-
ляет двумерные разрезы поля течения и изолинии 
концентрации аэрозоля для восьмой фракции, что 
соответствует 0,256 мкм,  t = 14 ч,  z = 10, 50, 450 м 
(левая половина рисунка) соответственно. В правой 
части рисунков даны распределения по диаметрам 
(гистограммы) аэрозольных частиц, образующихся 
на различных расстояниях от источника (цифры 1–
4 в кружочках) и на различных высотах над по-
верхностью земли. Как видно из рис. 1–3, функция 
распределения частиц по размерам в различных точках 
пространства из-за нелинейности процессов коагуля-
ции приводит к различным спектрам частиц. Это, в 
свою очередь, приводит к тому, что на разных рас-
стояниях от источника процессы аэрозолеобразования 
имеют существенно нестационарный характер, поэто-
му осаждение частиц в различных точках будет проте-
кать по-разному. 

 

 
 

Рис. 1. Двумерные разрезы поля течения (без фонового потока) и изолинии концентрации аэрозоля для восьмой фракции, 
что соответствует 0,256 мкм, t = 14 ч, z = 10 м (левая часть). Изолиниям с номерами 1–5 соответствуют следующие значе-
ния (частицы  см–3): 1 – 1,22  105; 2 – 2,44  105; 3 – 3,51  105; 4 – 4,89  105; 5 – 6,11  105. Распределения по диаметрам (гис-
тограммы) аэрозольных частиц, образующихся на различных расстояниях от источника (цифры 1–4 в кружочках) и на раз-
личных высотах над поверхностью земли (правая часть). Темная область соответствует городской черте Братска 
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Рис. 2. То же, что и рис. 1, только для z = 50 м и потока 4 м/с. Изолиниям с номерами 1–5 соответствуют следующие значе-
ния (частицы  см–3): 1 – 1,18  105; 2 – 2,35  105; 3 – 3,51  105; 4 – 4,71  105; 5 – 5,88  105 

 

 
 

Рис. 3. То же, что и рис. 2, только для z = 450 м. Изолиниям с номерами 1–5 соответствуют следующие значения (части-
цы  см–3): 1 – 4,93  104; 2 – 9,85  104; 3 – 1,48  105; 4 – 1,97  105; 5 – 2,46  105 

 

Второй тип рисунков представляет двумерные 
разрезы полей функции опасности загрязнения для 
г. Братска с учетом близлежащих населенных пунк-
тов. Чем больше номер изолинии на этих рисунках, 
тем выше вклад источников, расположенных в соот-
ветствующих участках области, в загрязнение атмо-
сферы над г. Братском и окружающими его населен-
ными пунктами. Зоны наибольшей опасности огра-
ничены изолиниями с номером 7 (масштаб логариф-
мический). Относительный вклад источников в за-
грязнение атмосферы над г. Братском имеет вес от 
100 до 10%. Область между изолиниями с номерами 
7 и 6 соответствует относительному вкладу в загряз-
нение в нижнем 150-м слое от 10 до 1%, область ме-
жду изолиниями 6 и 5 – от 1 до 0,1% и т.д. 

Анализ информации о функциях опасности ис-
точников для качества атмосферы над городом по-

казывает, что эти функции существенно зависят от 
направления, интенсивности фонового потока и 
развивающихся под его влиянием локальных цир-
куляций. При увеличении скорости и изменении 
направления ветра область влияния соответственно 
увеличивается и деформируется (рис. 4). Результа-
ты численных экспериментов и натурных исследо-
ваний показывают, что даже в пределах суток из-за 
суточного хода атмосферных процессов, величины 

концентрации аэрозолей могут на порядок изме-
няться. Отсюда видно, что при фиксированных, не 
зависящих от текущего состояния атмосферных 
объемов выбросов добиться выполнения санитар-
ных норм качества атмосферы при существующих в 
настоящее время технологиях производства практиче-
ски невозможно, т.е. необходимо улучшить техноло-
гии и создать системы управления качеством природ-
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ной среды с учетом социальных, санитарно-
экологических норм и экологических критериев. 
 

6.2. Результаты измерений 
 

На рис. 5 показан суточный ход концентраций 
высокодисперсной и субмикронной составляющих 
аэрозолей. Можно просматривать достаточно чет- 

кие колебания при переходе к ночному времени; 
такое поведение атмосферных аэрозолей очень ха-
рактерно для городской местности и объясняется 
увеличением антропогенной активности в дневное 
время и, возможно, некоторыми внутриатмосфер-
ными процессами фотохимического перехода газ–
частица. 
 

 
 2,602 3,469 1,858 2,477 
 2,891 3,758 2,064 2,683 
 3,180 4,047 2,270 2,890 
 4,336 3,096 

 
Рис. 4. Функции опасности * для различных охраняемых зон (отмечены крестиками) Братского региона: одна охраняемая 

зона (левая часть, *
max = 2,89  10–7) и две охраняемые зоны (правая часть, *

max = 2,06  10–7). Зоны наибольшей опасности 
ограничены изолиниями с номером 7 (масштаб логарифмический). Темная область соответствует городской черте Братска 

 

 
 

Рис. 5. Изменение по времени концентраций высокодисперсных (а) и субмикронных составляющих аэрозолей (б) для 10 
июля 1990 г.; в, г – для 9 июля 1990 г. 

 
 

Отдельно проводился анализ распределения кон-
центраций субмикронной и высокодисперсной состав-
ляющих, смысл которого сводится к определению ве-
роятности появления тех или иных концентраций в 
отдельных точках местности. Анализ позволяет опре-
делить, откуда в эти точки происходит занос повы-
шенных концентраций, и дать характеристику чистоты 

воздуха в данной точке. Пример такого распределения 
представлен на рис. 6.  

Из рисунка видно, что при попадании в факел 
выбросов удельный вес больших концентраций резко 
повышается, что выражается в смещении пика рас-
пределения концентраций вправо. В обычных ситуа-
циях этот пик смещен влево или кривая вообще не 
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имеет максимума, монотонно уменьшаясь с повыше-
нием концентраций. 
 

 
 

Рис. 6. Распределение концентраций аэрозолей для загрязнен-
ной зоны г. Братска 10 июля 1990 г. 

 

6.3. Сравнение результатов численных расчетов  
с измерениями 

 

Интересно сравнить полученные эксперимен-
тальные данные с теоретическими расчетами. Такого 
рода сопоставление должно носить оценочный харак-
тер, так как, во-первых, практически невозможно точ-
но воспроизвести наблюдаемые метеорологические 
условия, а во-вторых, измерения в одной точке носят 
стохастический характер, моделирование же произво-
дилось по детерминированной схеме. Кроме того, при 
моделировании не учитывались фон предыдущего аэ-
розоля и предыдущие заносы атмосферного воздуха из 
соседних регионов. В целом такое сопоставление было 
использовано в данной работе для того, чтобы оценить 
мощность выброса источников аэрозольных частиц, 
т.е. изменением мощности источников добивались 
согласования экспериментальных и теоретических 
уровней концентрации и спектров размеров. 

Такую нормировку можно рассмотреть на при-
мере заноса факела от Братского лесопромышленно-
го комплекса в район Братской ГЭС. Появление это-
го факела можно проследить на рис. 5. 

Следует отметить, что высокодисперсная со-
ставляющая оказалась более чувствительной к за-
грязнениям, нежели субмикронная, т.е. более реак-
тивной, что видно из рис. 5,a,б. На рис. 5,а представ-
лено изменение концентрации высокодисперсной 
составляющей аэрозоля. Как видно из этого рисунка, 
высокодисперсная составляющая уже приняла ста-
ционарное значение, тогда как субмикронная состав-
ляющая (рис. 5,б) откликнулась на это изменение 
концентрации только через 4–6 ч. 

Расчеты дают при этом полную концентрацию 

аэрозольных частиц (Nmax = 10
5

 см
–3

), в то время как 
измерения показывают на порядок меньше. Это по-

зволило сделать вывод о том, что предполагаемая 
мощность источника завышена приблизительно в 3 
раза. Дальнейшие сопоставления с измерениями в 
непосредственной близости от источника позволили 
подтвердить этот вывод. 
 

7. Выводы 
 

В данной статье показаны некоторые возможно-
сти математических моделей для решения задач ох-
раны окружающей среды. Эти достаточно сложные 
модели являются надежным средством предсказания 
последствий аэрозольных выбросов как антропоген-
ного, так и естественного происхождения. Несмотря 
на то, что не все процессы трансформации включены 
в модель, она тем не менее в состоянии дать разум-
ные результаты нужных характеристик атмосферно-
го аэрозоля. 

Данные измерений (проведенные во время лет-
ней экспедиции 1990 г.) и результаты численных 
экспериментов по моделированию загрязнения воз-
духа г. Братска аэрозольными частицами ведут к 
следующим основным выводам: 

1) Братское водохранилище формирует хорошо 
определяемую микроклиматическую систему. Оро-
графия местности и неоднородность нагрева подсти-
лающей поверхности приводят к развитию сложных 
местных циркуляций. 

2) Концентрации высокодисперсных (0,05 мкм) 
аэрозолей (10

4
–10

6
 см

–3
) превышают фоновые значе-

ния на порядок или два, а концентрации субмикрон-
ных (0,05–2,0 мкм) аэрозолей изменяются в диапазо-
не 10

2
–10

4
 см

–3
, превышая фоновый уровень на не-

сколько порядков. 
3) Пространственно-временная структура реше-

ний сопряженной задачи позволяет определять рас-
положение источников, ответственных за загрязне-
ние заданного района. 

4) Хорошее согласие между данными измерений 
и результатами численных предсказаний суточного 
хода концентраций аэрозолей подтверждает, что мо-
дель может быть успешно использована для оценки 
производительности источников загрязнения. Для 
г. Братска она равна 10

8
 см

3
  с

–1
. 

Наконец, были найдены функции распределения 
размеров аэрозольных частиц для некоторых точек 
Братского района. Они характеризуют уровни за-
грязнения воздуха вблизи источника и на различных 
расстояниях от него. 

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (грант 96-05-64733). 
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Transport of atmospheric aerosol by air masses is considered on the basis of a realistic  model taking into account almost all 

factors forming the particle size distribution: turbulent diffusion, energy-momentum thermo-hydrodynamic balance, the relief of the 
substrate surface, location of the sources of aerosols and the particle growth due to coagulation process. After formulating the set of 
basic equations the procedure of their numerical solution is described. The model is applied for reproducing the aerosol situation 
over the town of Bratsk in the summer period. The results are compared with the concentration levels of submicron and highly dis-
perse aerosols measured in several points of Bratsk during two week summer expedition in 1990. The model is shown to give rea-
sonable information on the aerosol size spectra in the lower layer of the atmosphere at the heights up to 500 m. 

 


