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ОПТИМАЛЬНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ ИЗМЕРЕНИЙ СПЕКТРА СУБМИКРОННЫХ  
АЭРОЗОЛЕЙ МЕТОДОМ СЕТЧАТОЙ ДИФФУЗИОННОЙ БАТАРЕИ 

 
 

Применительно к сетчатой диффузионной батарее разработана математическая модель планирования измерений 
спектра субмикронных аэрозолей для случая одномодальной функции распределения. Предложен метод численного нахо-
ждения оптимального количества сеток. Для допустимых значений параметров атмосферного аэрозоля проведено числен-
ное моделирование локально-оптимальных планов. По результатам моделирования построены аналитические аппроксима-
ции планов наблюдений. 

 
 

Введение 
 

Широкий спектр размеров (от 10
–3

 до 10
2
 мкм) 

атмосферных аэрозолей невозможно охватить еди-
ным методом измерения [1, 2]. Поэтому обычно ис-
пользуется совокупность различных методов, каж-
дый из которых оптимален при измерениях в более 
узком интервале размеров. 

Для измерения спектра размеров субмикронных 

(d < 1 мкм) частиц в последние годы часто использует-
ся методика сетчатых диффузионных батарей, впер-
вые предложенная в середине 70-х гг. [3–5]. Просто-
та конструкции измерительного устройства – одно из 
главных преимуществ данного прибора. 

Активное использование этой методики в различ-
ных областях стимулировало серию теоретических и 
экспериментальных исследований, направленных на 
выяснение предельных возможностей метода и оценки 
точности восстановления интересующих исследовате-
ля параметров распределения [3–13]. В ряде работ бы-
ли оценены возможности восстановления многомо-
дальных распределений и указаны ограничения на раз-
решающую способность методики [14, 15]. 

Отмечая, что метод позволяет надежно восста-
новить только бимодальные распределения, в работе 
[15] на основе численных экспериментов показано, 
что не имеет смысла измерять более шести коэффи-
циентов проскока. Однако ни в данной работе, ни в 
предшествующих публикациях не был решен вопрос 
о том, как влияют на точность измерения конкретные 
параметры диффузионной батареи. Для диффузион-
ных батарей канального типа вопрос о выборе режи-
мов измерения спектра размеров субмикронных аэро-
золей с одномодальным логарифмически-нормальным 
распределением подробно рассмотрен в [16]. 

Выбор той или иной схемы проведения измере-
ний может существенно повлиять на точность вос-
становления параметров распределений. Однако по-
пытки анализа соответствующих измерительных 
схем вызывают значительные затруднения, связан-
ные как с многоэтапностью проведения подобного 
исследования, так и с конкретным выбором критери-

ев точности решения обратных задач восстановления 
и планирования наблюдений. В данной работе для 
одномодального логнормального распределения рас-
смотрена задача планирования эксперимента приме-
нительно к сетчатой диффузионной батарее (СДБ), 
численно построены локально-оптимальные планы 
измерений. 
 

Постановка обратной задачи 
 

Проскок монодисперсного аэрозоля через у се-
ток СДБ удовлетворительно описывается полуэмпи-
рической зависимостью [14] 
 

p(y) = exp(– с у D2/3(r)), (1) 
 

где с – константа, зависящая от скорости потока и 
параметров сеток (шаг и диаметр волокон); r – ради-
ус частиц, нм; D(r) – коэффициент диффузии, для 
которого обычно используется аппроксимационная 
зависимость [14] 
 

D(r) = 
B1

r  + 
B2

r2 , (2) 

 

где B1 = 8,5310
–9

; B2 = 1,2710
–6

. 
Полидисперсные аэрозоли можно описывать 

функцией распределения f(x, ) по размерам частиц. 
В этом случае проскок полидисперсного аэрозоля 
через у сеток определяется следующим образом: 
 

p(y, ) = 
–



 e–y t(x) f(x, ) dx, (3) 

 

где 
 

x = log r;   t(x) = с D2/3(r),   r = 10x; 
 

 – вектор неизвестных параметров. 
В данной работе мы будем рассматривать одно-

модальные по размерам частиц распределения. Функ-
ция распределения по размерам частиц в большинст-
ве аэрозолей конденсационного и коагуляционного 
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происхождения описывается логарифмически-
нормальным законом [17], т.е. выражением вида 
 

f(x, ) = (2 log2 g)–1/2 exp{–(x – log r50)2/2log2 g},  (4) 
 

где r50 – среднегеометрический радиус частиц;  
g – стандартное геометрическое отклонение; 
 = (r50, g). 

Пусть измеренные значения проскока аэрозоля 
имеют следующий вид: 
 

k = p(yk, ) + k,   E[k] = 0,   E[k j] = kj k
2
, 

 

k, j = 1, N . (5) 
 

Здесь Е – операция математического ожидания; kj – 
символ Кронекера. 

Оценки вектора  могут быть получены с по-
мощью метода наименьших квадратов [18]: 
 


k=1

n
  k

–2
 [k – p(yk, )] 2  min


. (6) 

 

Здесь n – число наблюдений; k – измеренные значе-
ния проскока аэрозоля; k – дисперсия ошибок изме-
рений. Для повышения точности оценивания вектора 

параметров целесообразно предварительно провести 
процедуру оптимизации условий наблюдений, со-
стоящую в задании соответствующих наборов сеток. 

Для численного нахождения искомого вектора 
 можно применить процедуру градиентного  
спуска [18]: 
 

m+1 = m + M–1 (m) Y(m). 
 

Здесь 
 

M() = 
k=1

n
  k

–2
 f(yk, ) fT(yk, )]; (7) 

 

Y(m) = 
k=1

n
  k

–2
 f(yk, ) k;   f(y, ) =  p. 

 

Планирование измерений 
 

Рассмотрим задачу определения оптимальных 
наборов сеток для установления размеров аэрозоль-
ных частиц. 

Под планом наблюдений будем понимать сово-
купность величин 
 

n = 






y1, y2,  . . . , yn

q1, q2,  . . . , qn

 , 

 

где qi = Si/N, Si – число наблюдений с набором сеток 

yi; i = 1, n ; N = 
i=1

n
 Si – общее число наблюдений. 

 

Для определенности ограничимся рассмотрением 
D-оптимальных планов, максимизирующих определи-
тель информационной матрицы М(, ), определяемой 
выражением (7). 

В силу нелинейной зависимости p(y, ) от  ап-
риорное построение оптимального плана, вообще го-
воря, невозможно. Поэтому ограничимся нахождени-
ем локально-оптимальных планов с помощью сле-
дующей процедуры последовательного анализа и 
планирования наблюдений [18]. 

1. Пусть проведен эксперимент из К – 1 на-
блюдения по невырожденному плану К–1  
(т.е.  М(К–1, )   0). Отыскиваем точку уК такую, 
что  
 

d(yK, К–1, К–1) = max
y  

 d(y, К–1, К–1), 
 

где 
 

d(y, К–1, К–1) = fT(y, ) M–1 (К–1, ) f(y, )  =К–1
. 

 

2. В точке yK проводим дополнительное наблю-
дение K = р(yK) + K. 

3. Отыскиваем МНК-оценки K по К наблюде-
ниям согласно плану 
 

K (yK) = 
K – 1

K  К–1 + 
1
K (yK), 

 

где (yK) – одноточечный план. 
После выполнения пункта 3 снова переходим к 

пункту 1 и т.д. Выполнение операций 1–3 повторяет-
ся до тех пор, пока выражение  
 

 М–1(N, N)  /N 
 

не станет меньше некоторой заданной величины. 
Замечание 1. При наличии приближенных оце-

нок r50 и g процедуру 1–3 можно заменить следую-
щими двумя этапами [19]: 

– по имеющимся предварительным оценкам по-
строить оптимальный план  и согласно ему провес-
ти наблюдения; 

– используя полученные в соответствии с пла-
ном  измерения, оценить r50, g. 

Замечание 2. Для регрессионной зависимости (1), 
соответствующей случаю монодисперсного аэрозоля, 
локально-оптимальный одноточечный план может 
быть представлен в явном виде как функция радиуса 
частиц. 

Действительно, в этом случае оптимальное число 
сеток определяется из условия максимума выражения 
 

M(, r)  



 p
 

r
 
2

 max


. (8) 

 

С учетом необходимого условия экстремума 
функции (8) по у несложно получить искомое пред-
ставление точки оптимального плана: 
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y = 1/[cD2/3(r)]. (9) 
 

Численные эксперименты 
 

В силу нелинейной зависимости функции рег-
рессии (3) от неизвестных параметров r50 и g апри-
орное построение оптимального плана становится 
невозможным.  Поэтому в этом разделе, используя 
процедуру 1)–3), ограничимся численным моделиро-
ванием локально-оптимальных планов наблюдений 
для заданных значений вектора . 

Выражение (3) и его производные по парамет-
рам можно заметно упростить, если воспользоваться 
следующей заменой: 
 

1 = 
1

log g
 ,     2 = 

log r50

log g
 . (10) 

 

Тогда, с учетом (3), (4) и (10), получаем 
 

p(y, ) = (2)–1/2 
–



 1 e 
A(x,y,) dx; 

 

 p(y)
 

1
 = (2)

–1/2
 
–



 (1 – 1
2
 x2 + x1 2) e

A(x,y,)
 dx; 

 

 p(y)
 

2
 = (2)

–1/2
 
–



 1(x 1 – 2) e
A(x,y,)

 dx, 

 

где 
 

A(x, y, ) = –yt(x) – 
1
2 (x 1 – 2)2. 

 

Характерной областью изменения r50 примем 
интервал размеров аэрозольных частиц от 5 до 
200 нм, и пусть стандартное геометрическое откло-
нение g принадлежит интервалу (1,2; 2,5). 

На рисунке представлены результаты моделиро-
вания локальных D-оптимальных планов для фикси-
рованных g = 1,2; 1,5; 1,8 и текущих значений r50 из 
допустимой области с шагом 5 нм. Построенные 
планы состоят из двух наборов у1() и у2(), вклю-
чающих различное число сеток. Как видно из рисун-
ка, количество сеток в полученных планах в основ-
ном определяется среднегеометрическим радиусом 
частиц и представляет собой монотонно возрастаю-
щие функции от r50. 

При r50  85 нм функции у2() терпят излом и 
вырождаются в прямую линию, параллельную r50, 
что в данном случае связано с действием ограниче-
ния на допустимое количество используемых сеток. 

Представленный на рисунке достаточно простой 
характер связей между точками оптимальных планов 
и значениями r50 и g позволяет подобрать соответст-
вующие им аналитические аппроксимации. Положе-
ние точек планов измерений вполне удовлетвори-

тельно описывается следующими аппроксимацион-
ными зависимостями: 
 

y1() = ctg(c1 g) r50 + a1, 
 

y2() = 


 ctg(c2 g) r50 + a2, при r50 < 85 нм,

 200 сеток, при r50  85 нм,
 

 

где c1 = 0,3; c2 = 0,7; а1 =–10; а2 = –2. 
 

 
 

Нижнее и верхнее число сеток в локально-оптимальных планах: 
 – (g = 1,2); - - - – (g = 1,5);    – (g = 1,8); –  –  –  
– зависимость положения точки оптимального плана от радиу-
са частицы в монодисперсном случае 

 

Заключение 
 

В данной статье рассмотрена задача оптимизации 

условий измерений для случая одномодальной функ-
ции распределения спектра размеров атмосферного 

аэрозоля. Предложенные в работе математические 

методы планирования эксперимента могут быть 
применены и для многомодальных функций распре-
деления с учетом возникающих при этом дополни-
тельных связей. 

Выполнение достаточно обширного комплекса 
условий определяет эффективность планирования 
наблюдений. В первую очередь необходимы адек-
ватность математической модели и уровень ее опре-
деленности.  Значительную роль играют также воз-
можности системы наблюдений. С другой стороны, 
построенные оптимальные планы измерений позво-
ляют сформулировать в определенном смысле пре-
дельные условия устойчивости обратной задачи. 
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V.F. Raputa, K.P. Koutzenogii and G.T. Yakovenko.  Optimal Planning of Range Measurements. 
 

A mathematical model for planning the measurements of submicron aerosol range has been developed to fit a screen-type dif-
fusion battery in the case of one-modal distribution function.  A method has been proposed for numerical determination of the opti-
mal number of nets.  Numerical modeling of the locally optimal plans has been performed for the accessible values of atmospheric 
aerosol parameters.  Modeling results have been used to construct the analytical approximation observation plans. 

 


