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Рассматриваются некоторые аспекты, относящиеся к области применимости аппроксимации Рытова для расчета 
флуктуаций, вызванных турбулентностью. Ошибки аппроксимации оцениваются путем сравнения результатов, получен-
ных Рытовым и с помощью численного решения параболического уравнения.  Показано, что интересующая нас область 
применимости сильно зависит от типа вычисляемых величин. Обсуждаются также некоторые аспекты сингулярного пове-
дения амплитуды в присутствии фазовых дислокаций. 

 
 

Аппроксимация Рытова для решения параболи-
ческого уравнения [1] обычно используется для вы-
числения флуктуаций световой волны, вызванных 
слабой атмосферной турбулентностью. Предполага-
ется, что это решение верно, пока так называемый 
индекс мерцания Рытова 

2
0 < 0,3  1 [1–3]. Однако 

область применимости не может быть оценена без 
учета вида величины, вычисляемой с помощью ап-
проксимации Рытова. Это означает, что при тех же 
самых условиях распространения и силе турбулент-
ности ошибки аппроксимации могут быть различ-
ными для различных величин. Физический меха-
низм, который здесь проявляется, может быть пред-
ставлен следующим образом. Основное преимущест-
во аппроксимации Рытова состоит в том, что она 
учитывает эффект многократного рассеяния. Тем не 
менее этот эффект учитывается только частично, и 
результат Рытова становится неверным при усиле-
нии многократного рассеяния. Поэтому можно пред-
положить, что область применимости результата 
Рытова для некоторых величин в действительности 
определяется тем, как сильно многократное рассея-
ние воздействует на интересующую нас величину. 
Другими словами, чем сильнее влияет на какую-либо 

величину многократное рассеяние, тем уже область 
применимости результата Рытова для этой величи-
ны. Мы очертим ниже эту проблему, сравнивая ре-
зультаты Рытова с результатами, полученными пу-
тем численного решения параболического уравне-
ния. Будут изучены три статистических величины: 
дисперсия логарифма амплитуды, дисперсия первой 
производной логарифма амплитуды и дисперсия 
второй производной логарифма амплитуды. Эти ве-
личины выбраны по следующим причинам. Во-
первых, мелкомасштабные атмосферные неоднород-
ности дают основной вклад в многократное рассея-
ние. Во-вторых, эти же неоднородности главным 
образом определяют поведение производных лога-
рифма амплитуды. Также можно предположить, что 
при тех же самых условиях распространения и той 
же турбулентности ошибка рытовской аппроксима-
ции возрастает с увеличением порядка производной. 

Мы ограничимся в дальнейшем случаем пло-
ской монохроматической волны, распространяющей-
ся в турбулентной атмосфере с постоянными пара-
метрами вдоль пути распространения. Флуктуации 
показателя преломления предполагаются изотроп-
ными гауссовыми со спектром мощности n, пред-
ставленным в виде 
 

n(i) = 0,033 С
2
n i–11/3 exp (–i2/i

2
m), 

 

im = 5,92/l0,  (1) 
 

где С
2
n – структурная постоянная показателя прелом-

ления, а l0 есть внутренний масштаб турбулентности.  
Аппроксимации Рытова для рассматриваемых 

дисперсий следующие: 
дисперсия логарифма амплитуды 
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дисперсия первой производной логарифма ам-
плитуды 
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дисперсия второй производной логарифма ам-
плитуды 
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2
n k

2
 L i

7/3

m   
 

 








1 – 6 D
–7/6

 





1 + 

1
D2

–1/12

sin 



1

6 arctg D ,  (4) 

 

где L – длина пути распространения; k – волновое 
число; D = Li

2
m/k – волновой параметр. 

Выражения (2)–(4) прямо вытекают из общего 
выражения для корреляционной функции логарифма 
амплитуды [1]. 
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Для того чтобы оценить ошибки аппроксимации 
Рытова для приведенных выше дисперсий, сравним 
эти приближенные теоретические результаты (1)–(4) 
с полученными путем численного решения парабо-
лического уравнения [1] 
 

2ik 
E(z, )

z
 + E(z, ) + 2k2 


n(z, ) E(z, ) = 0,  (5) 

 

где E обозначает комплексное волновое поле, вектор 
 = (x, y) определен в плоскости, нормальной на-

правлению распространения;  = 


2

x2 + 
2

y2 , а 

n обо-

значает флуктуационную составляющую показателя 
преломления. 

Наш метод моделирования похож на представ-
ленный в работе [4], поэтому не будем его здесь опи-
сывать и предлагаем читателю обратиться за деталя-
ми к этой работе. Рис. 1 отображает относительные 
ошибки аппроксимации в процентах для рассматри-
ваемых дисперсий в зависимости от индекса мерца-
ния 

2

0, определяемого известным выражением 
 


2

0 = 1,23 С
2

n k
7/6

 L
11/6

. 
 

Для каждой дисперсии 2 относительная ошибка  

вычисляется как  = 100% 
2

R – 
2

S /
2

R, где 
2

R и 
2

S обо-

значают рытовские и рассчитанные значения данной 
дисперсии соответственно. Дисперсия рассчитыва-
лась для выборки, объем которой был равен 100. 
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Рис. 1. Относительные ошибки аппроксимации Рытова для 

трех величин: дисперсии i
2
 амплитуды логарифма, диспер-

сии i
2
x первой производной логарифма амплитуды и диспер-

сии i
2
xx второй производной логарифма амплитуды 

 

Из рис. 1 видно, что поведение кривых под-
тверждает наши предположения. Кроме того, можно 
предложить другую более общую концепцию облас-
ти применимости аппроксимации Рытова. Как было 

замечено выше, многократное рассеяние, которое 
только частично учитывается этой аппроксимацией, 
главным образом вызывается мелкомасштабными 
неоднородностями. С другой стороны, внутренний 

масштаб есть величина, которая фактически опреде-
ляет некоторый вклад мелкомасштабных неоднород-
ностей в спектр показателя преломления. Таким об-
разом, можно предположить, что чем сильнее зави-
симость от внутреннего масштаба какой-либо вели-
чины, вычисленной в рытовской аппроксимации, тем 

уже область применимости этого результата. 
Выше были представлены результаты модели-

рования для слабой турбулентности. В этих условиях 
интересующие нас дисперсии изменяются плавно с 
ростом индекса мерцания или, другими словами, с 
увеличением силы турбулентности. Однако как 
только достигается область сильных флуктуаций, 
можно наблюдать качественно иное поведение: син-
гулярное изменение дисперсий производных лога-
рифма амплитуды связано с появлением дислокаций 
фазы или вихрей [5–10]. 

Известно [6], что необходимое условие возник-
новения фазовых вихрей в некоторой точке наблю-
дения есть появление нуля амплитуды в этой точке. 
До сих пор главное внимание в проблеме дислокаций 
уделялось фазовым сингулярностям, в то время как 
статистические и топологические свойства амплиту-
ды в присутствии нулевых точек оставались вне рас-
смотрения. Хотя не только фаза, но и амплитуда 
проявляет некоторые особые свойства, когда возни-
кают нули амплитуды, а именно: производные ам-
плитуды имеют в этой точке особенности. 

Пусть E(x, y) = E1(x, y) + iE2(x, y) представляет со-
бой комплексное волновое поле. Предположим, что в 
этом поле амплитуда обращается в нуль в некоторой 
точке. Вводя декартову систему координат с началом 
в этой точке, разлагая E1 и E2 в степенной ряд в окре-
стности начала координат и ограничиваясь только 
линейными членами, можно получить следующее 
выражение для амплитуды A: 
 

A(x, y) = (E1xx + E1yy)2 + (E2xx + E2yy)2, (6) 
 

где E1x, E2x, E1y и E2y обозначают частные производ-
ные первого порядка, составляющие поля, взятые в 
начале координат. 

Из уравнения (6) видно, что первая производная 
амплитуды имеет разрыв в начале координат, в то вре-
мя как производные высших порядков сингулярны. 
Можно сказать, что амплитуда скорее «разрезает», чем 
«придавливает» плоскость нуля в точке x = 0, y = 0.  

Чтобы подтвердить последнее высказывание, рас-
смотрим, как присутствие нулевых точек амплитуды 
воздействует на дисперсию второй производной лога-
рифма амплитуды i

2
xx и как этот эффект проявляется 

при вычислении. Постараемся показать, что по мере 
появления первых вихрей фазы в зоне наблюдения 
дисперсия i

2
xx стремится к бесконечности. Для упро-

щения дальнейшего анализа мы рассмотрим случай, 
когда E1x = E2y = 1 и E2x = E1y = 0 (более общий подход 
возможен, но в нем нет необходимости для данного  
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качественного анализа). Вводя полярные координаты 
(, ), мы можем представить i

2
xx(, ) в окрестности 

нулевой точки амплитуды как  
 

i
2
xx(, ) = cos2 (2)/4. (7) 

 

Вклад 
2
0 от сингулярности в (7) в общую дис-

персию i
2
xx может быть оценен следующим обра-

зом. Очертим круговую зону с центром в точке нуле-
вой амплитуды  = 0. Тогда пусть  и r будут внут-
ренним и внешним радиусами круга соответственно. 
Мы можем всегда выбрать r столь малым, но конеч-
ным, что разлагать (6) будет справедливо в круге. 
Используя уравнение (7), можно записать вклад 

2

0, 
относящийся к этой зоне как 
 


2

0 = lim
  0

 
1

 (r2
 – 2)



r

 

d
4 

0

2

d cos2(2) = lim
  0

 
1

2r2
 2 = .(8) 

 

Поэтому, когда волновое поле имеет нулевую 
точку амплитуды, общая дисперсия i

2
xx стремится к 

бесконечности вследствие вклада, вносимого окре-
стностью этой точки. Рис. 2 показывает, как этот 
эффект возникает при вычислении (метод вычисле-
ния описан в [11]). Можно видеть крутой рост i

2
xx 

по мере того, как плотность дислокации становится 
ненулевой. В отличие от теоретических предсказа-
ний вычисленная i

2
xx не стремится к бесконечности 

вследствие ограниченного шага сетки, использован-
ного при расчетах. 
 

 

                
 а  б 
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Рис. 2. Поведение дисперсии i
2
xx второй производной логарифма амплитуды в присутствии дислокаций фазы: а – i

2
xx, ум-

ноженная на l
4
0 (четвертая степень внутреннего масштаба); б – плотность дислокаций 

 

Рассмотренный эффект может быть важен для 
построения теории сильной флуктуации. Как пока-
зано в [11], дислокации или точки нулевой ампли-
туды всегда возникают в условиях сильной флук-
туации. 
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V.V. Voitsekhovich, D. Kouznetsov. Rytov Approximation: Comments About a Range of Validity. 
 

Some aspects related to the validity range of the Rytov approximation for calculations of turbulence-induced fluctuations are 
considered. The errors of approximation are estimated by comparing of the Rytov's results to these obtained from simulation based 
on the numerical solution of the parabolic equation. It is shown that the range of interest depends strongly on the type of quantity to 
be calculated. Also, some aspects related to the singular behavior of the amplitude in presence of phase dislocations are discussed. 

 


