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ПОЛУЛАГРАНЖЕВА СХЕМА ПЕРЕНОСА ТРАССЕРОВ В КЛИМАТИЧЕСКОЙ  
МОДЕЛИ ECSIB 

 
 

Представлено описание полулагранжевой, полунеявной схемы переноса в климатической модели ECSib. Полула-
гранжев метод имеет ряд преимуществ по сравнению с эйлеровым подходом. Дается описание численной схемы модели 
для уравнений момента, температуры, приземного давления, влаги и химических трассеров. 

 
 

1. Введение 
 

В рамках всемирной климатической программы 
(WCRP) создан проект по моделированию распреде-
ления парниковых газов и влияния их на климат. 
Исследование парниковых газов в атмосфере прово-
дится совместно специалистами по динамике атмо-
сферы и специалистами по атмосферной химии. 
Первым этапом этого проекта было создание гло-
бальных моделей переноса химических трассеров 
(описание таких моделей и сравнение результатов 
моделирования по ним можно найти, например, в [1–
3]). 

В данной работе предлагается описание полула-
гранжевой версии климатической модели ECSib [5–
7], где полулагранжева схема переноса используется 
совместно с полунеявной схемой интегрирования по 
времени [4]. Формулировка полулагранжева метода 
не зависит от способа пространственной аппрокси-
мации уравнений системы. Обсуждается результат 
тестового расчета переноса пассивной примеси на 
сфере через полюс. 
 

2. Полулагранжева версия климатической модели 
ECSib.  Численная схема 

 

Рассмотрим систему уравнений динамики атмо-
сферы в -системе координат на сфере [5]. Скорости 
изменения импульса, вызванные вертикальной мел-
комасштабной диффузией и приземным напряжени-
ем трения, описываются уравнением диффузии и 
уравнениями теории Монина–Обухова. Параметри-
чески учитываются процессы конвекции и мелко-
масштабной диффузии тепла и влаги, процессы кон-
денсации и испарения влаги, перенос радиации. В 
качестве краевых условий для динамического опера-
тора ставятся условия периодичности по долготе, а 
также условие ограниченности решения на полюсах. 
По вертикали ставятся следующие краевые условия: 

  = 0 при  = 0,1; Фs = gzs при  = 1, где zs — превы-
шение земной поверхности над уровнем моря;  

  – вертикальная составляющая скорости в -системе 

координат; g – ускорение свободного падения. На 

поверхности Земли заданы географическое средне-
климатическое распределение льдов, температуры 
поверхности океана, температуры и влажности поч-
вы на глубине 2 м, широтное распределение угла 
склонения Солнца и концентрация озона. Влагосо-
держание почвы и толщина снежного покрова меня-
ются во времени. 

Систему уравнений запишем в векторном виде, 
более удобном для применения полулагранжева ме-
тода. 

Уравнение для момента 
 

d(v + 2  r)
dt  = –Ф – RT(ln p) + Fv, (1) 

 

где v – вектор горизонтальной скорости; T – темпе-
ратура; p – давление; Ф – геопотенциал;  – угловая 
скорость вращения Земли; r – радиус-вектор, равный 
по длине радиусу Земли; R – газовая постоянная су-
хого воздуха; Fv – скорости изменения момента ко-
личества движения, обусловленные напряжениями 
Рейнольдса. 

Уравнения для температуры, пара, жидкой 
фракции, льда и пассивной примеси: 
 

dT
dt  = 

RT
cp

 

p  + FT, (2) 

 

dq
dt  = Fq, (3) 
 

dql

dt  = Fql, (4) 
 

dqi

dt  = Fqi, (5) 
 

d
dt  = F. (6) 
 

Здесь cp – удельная теплоемкость воздуха при посто-
янном объеме;  – вертикальная составляющая ско-
рости в р-системе координат; Fq, Fql, Fqi – неадиаба-
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тические источники (стоки); F – член, описываю-
щий источник (сток) и диффузию примеси. 
 

2.1. Полулагранжева схема с вертикальной интерпо-
ляцией.  Общий случай 

 

Когда мы численно решаем уравнения динамики 
атмосферы, записанные в эйлеровой форме, мы вы-
числяем значение любой искомой величины X(t + t) 
в момент времени t + t в некоторой точке F области, 
зная значение Х(t – t) в этой же точке в момент вре-
мени t – t. При решении уравнений, записанных в 
лагранжевой форме, мы вычисляем Х(t + t) в точке 
F, зная Х(t – t) в некоторой другой точке О. Траек-
тория, соединяющая точку O и точку F, является 
частью большого круга на сфере. Среднюю точку 
траектории будем обозначать буквой М. Точки О и М 
находятся как решение нелинейной системы уравне-
ний характеристик итерационным методом. В общем 
случае любое уравнение из системы (1)–(6) можно 
записать в виде 
 

dХ
dt  = A + F, 

 

где A – суммарный вклад динамических источников; 
F – суммарный вклад физических источников, при 
этом в динамическом источнике A соответственно 
выделяется часть B, которая аппроксимируется по 
полунеявной схеме.  Если обозначить нижними ин-
дексами (F, O, M) геометрическое положение точки, 
а верхними (+, –, 0) – время (t + t, t – t, t) соответ-
ственно, то аппроксимация указанного уравнения 
примет вид 
 

(Х – (1 + B) t B)F
+
 = {X– + [(1 – A) tA – 

 

– (1 – B) tB]
0

 + [(1 – �) t B + 2tF ]–}F,O,M + 
 

+ {[(1 + A) t A – (1 + B) t B)
0

}F, 
 

если явные члены в момент времени t вычисляются 
как среднее значение в конечной F и исходной О 
точках. Значения соответствующих величин в ука-
занных точках находятся с помощью процедур изо-
геометрической интерполяции [2]. 

Если явные члены в момент времени t вычисля-
ются в средней точке М (значения величин в этой 
точке также находятся путем интерполяции), то 
 

(Х – (1 + B) t B)F
+
= {X

– 
+ [(1 – B) B + 

 

+ 2tF ]
–
– [(1 – B) t B]

 0
}F,O,M + 

 

+ {[2t A ]
0

}M + {– [(1 + B) t B]
0

}F, 
 

A и B – параметры усреднения вдоль траектории для 
полунеявной схемы. Операция усреднения позволяет 

убрать шум (гравитационные волны). Полунеявные 
члены входят в уравнения с весом . 
 

2.2. Уравнения для момента, температуры, влажности и 
пассивной примеси 

 

В дальнейшем изложении все обозначения соот-
ветствуют тем, что приняты в [5–7]. 

Члены в момент времени t вычисляются сле-
дующим способом: 
 

[..]
0

 = 
(1 – A) [..]F,O,M

0

 + (1 + A) [..] F
0

2  
 

для явных членов и  
 

[..]
0

 = 
(1 – B) [..]F,O,M

0

 + (1 + B) [..] F
0

2  
 

для полунеявных членов. 
 

Уравнение для момента 
 

Определение Х, A, B и F и условия на верхней и ниж-
ней границах: 

 

X = V + v(2  r), 
 

A = –2(1 – v) (  V) – Ф – RT(ln(p)), 
 

B = – 








T + 
RaT

–

P–
 П ,    F = Fv, 

 

V=0 = Vl=1,   V=1 = Vl=L; 
 

Ф = Т – соотношение квазистатики;  = f(p, ps) – 
обобщенная (гибридная) вертикальная координата 
(например, ), при этом давление на уровнях  опре-
деляется следующим образом: р = А + ВП; П = ps; А и 
В – функции ; L – количество слоев по вертикали в 
модели. 

Подробное описание аппроксимации уравнения 
для момента в модели ECSib дано в работе [7]. 
 

Уравнение для температуры 
 

Определение X, A, B и F и условия на верхней и ниж-
ней границах: 

 

X = T,   F = FT, 
 

A = 
RT
cp

 

p ,   B = – 

m2

m2  D, 
 

 – матрица вклада дивергенции в тенденцию темпе-
ратуры; m, m – метрические коэффициенты в карто-
графической системе координат. 

На верхней границе 
 

T=0 = Tl=1. 
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На нижней границе 
 

T=1 = Tl=L. 
 

Полулагранжева аппроксимация уравнения для 
температуры при интерполяции в среднюю точку 
траектории 
 









T – (1 + B) t 



– 

m2

m2  D   
F

+

 = 
 

= 




 



T + (1 – B) t 



– 

m2

m2  D  + 2tFT  

–

+ 
 

+ (1 – B) t 








– 



– 

m2

m2  D  
 0

 

F,O,M
 + 

 

+ 








 



2t 

RT
cp

 

p  

 0
 

M
 + 








(1 + B) t 



– 



– 

m2

m2  D  
 0

F
. 

 

Уравнение для влажности q и пассивной примеси  
 

Определение Х, A, B и F и условия на верхней и ниж-
ней границах: 

 

X = (q, ), A = 0, 
 

B = 0,  F = Fq. 
 

Верхняя граница: 
 

(q=0, =0) = (ql=1, l=1). 
 

Нижняя граница: 
 

(q=1, =1) = (ql=L, l=1). 
 

Полулагранжева аппроксимация уравнения для 
водяного пара 
 

{q}F = {[q + 2t Fq]
–}F,O,M. 

Жидкая вода, лед и пассивная примесь . Схема 
аппроксимации такая же, как и для водяного пара: 
 

{ql}F = {[ql + 2t Fql]
–}F,O,M 

 

– для жидкой воды, 
 

{qi}F = {[qi + 2t Fqi]
–}F,O,M 

 

– для льда, 
 

{}F = {[ + 2t F]
–}F,O,M 

 

– для примеси. 
 

2.3. Уравнение неразрывности с П = ps  
в качестве прогностической переменной 

 

d
dt 



p

  = – 
p

 







D + 


  + Fm , (7) 

 

Fm  – вклад физических процессов в изменчивость при-
земного давления. Имеем следующие равенства: 

p = A() + В() П,   
d
dt 



А

  = 0,  



А

  = 0,  
П
 = 0, (8) 

 

где р – давление на соответствующем уровне;  
 – обобщенная вертикальная координата (может 
быть и , как в модели ECSib), которые дают 
 

В
 

П
t

 + 
p

 D + 

 



  

p

  = Fm . (9) 

 

А п п р о к с и м а ц и я . Обозначим Fm = Fm  . 
Теперь рассмотрим вертикальную аппроксимацию 
для каждого слоя l (слой l расположен между проме-

жуточными слоями l  и l  – 1).  (9) будет иметь вид 
 

Bl 
П
t

 + pl Dl +







 
p

 l
 – 







 
p

 l –1
 = Fm. (10) 

 

Дискретные значения для 


 
p

 определяются на 

промежуточных уровнях l : 
 









 
p
 l

 = – 



B

l
 
П
t

 + 
j=1

l
 {Dj pj + 





(Vj

 
П)

 
Bj}  + C

l
, 

 (11) 
 

где 
 

П
t

 = – 
l=1

L
 {Dl pl + (Vl П) Bl} (12) 

 

и 

C l  = 0, 
 

если мы предполагаем, что объем воздуха, занятый 
дождевыми каплями, не замещается сухим воздухом, 

когда капли падают, и C
l

 = gB
l

(P + E) – gF
p l

, 

C=0 = 0, C=1 = gE, если замещается. 
Подставляя (11) в (12), получим 

 

Bl 
П
t

 – Bl 






П

t
 + Vl П  + Cl = Fm, (13) 

 

где 
П
t

 из (12). 

Интегрируя (13) по вертикали и используя  


l=1

L
 Bl = 1, получим 

 

П+ = 
l=1

L
 Bl 









П– + 2t 



П

t
 + Vl П  

0

 – 2tC =1
0

 + 

 

+ 2t 
l=1

L
 Fm

–. (14) 
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Используя 
l=1

L
 Bl = 1, Fm можно переписать как  


l=1

L
 Bl (

l=1

L
 Fm) и C =1

0
 как 

l=1

L
 Bl (C =1

0
). 

При использовании полунеявной схемы t-члены 
либо интерполируются в среднюю точку, либо берутся 
как средние значения в исходной и конечной точках. 
 

3. Случай адвекции скалярного поля  
с локальной структурой через полюс 

 
Для проверки схемы переноса и различных про-

цедур изогеометрической интерполяции был выбран 
тест, предложенный в [2].  В этом тесте скорость 
горизонтальной адвекции задается формулами: 
 

u = U[cos cos + sin sin cos],   v = –U sin sin, 
 
где  – угол между осью твердого вращения и поляр-
ной осью; U = (/46)/2 радиан за один временной шаг 
t на сферической сетке 72  46 в модели ECSib, 
t = 35 мин. 

В качестве переносимой субстанции рассматри-
вается скалярное поле с локальной структурой, кото-

рая в начальный момент распределена в окрестности 
с центром в точке ( = 3/2,  = 0): 
 

f(, ) = 


0,5 (1 + cos(r/R)), при r < R,

0 иначе,
 

 

где r = arccos[cos( – 3/2) cos] радиан для  
 – 3/2 < /2; R = 7(2)/72 радиан. 

На рис. 1–3 показаны распределения поля f в 
момент времени, предшествующий переносу локаль-
ной структуры через полюс, в момент переноса 
структуры через полюс и в момент после прохожде-
ния ею полюса.  Из рисунков видно, что перенос 
осуществляется без изменения формы. 
 

4. Заключение 
 

Трехмерные модели переноса химических трас-
серов необходимы для оценки глобального баланса 
парниковых и других газов, а также, что существенно, 
они позволяют интерпретировать ряды измерений в 
различных точках. В работе предложено описание 
трехмерной полулагранжевой версии климатической 
модели ECSib ИВМиМГ СО РАН, которая позволяет 
также моделировать распределения химических 
трассеров в атмосфере. 
 

 
 

Рис. 1. Распределение поля f в момент времени, предшествующий переносу локальной структуры через полюс 
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Рис. 2. Распределение поля f в момент переноса структуры через полюс 
 

 
 

Рис. 3. Распределение поля f в момент времени после прохождения локальной структуры через полюс 
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