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Исследуется представление фазы случайной волны в различных базисах: ортогональные функции Карунена–Лоэва–
Обухова, полиномы Цернике, дискретные функции Уолша и вэйвлеты Хаара. Приводятся критерии качества адаптивной 
оптической системы, определяющие ее потенциальную эффективность, такие как ошибка фазовой коррекции и параметр 
Штреля. 

 
 

При распространении электромагнитной волны в 
атмосфере происходит искажение фазы, связанное с 
прохождением через случайно-неоднородную среду. 
Анализ пространственной модуляции фазы позволяет 
извлечь информацию о важных параметрах среды рас-
пространения. Пространственная модуляция фазы волны 
приводит к изменению других параметров излучения,  
в частности интенсивности. Такое воздействие фазы 
может быть эффективно использовано для улучшения 
энергетических параметров излучаемой волны, что  
широко используется в методах адаптивной компенса-
ции оптических сигналов. На основании информации об 
искажении фазы можно осуществить оптимизацию кри-
териев качества функционирования адаптивной оптиче-
ской системы (АОС). 

Фаза принимаемого или формируемого сигнала пред-
ставляет собой сложный математический объект исследова-
ния, и для удобства анализа ее представляют в виде разложе-
ния по ортогональным функциям, выбор которых определя-
ется целью задачи. Минимальную ошибку разложения слу-
чайной фазы для заданного числа мод дает базис Карунена–
Лоэва–Обухова (КЛО) [1] и поэтому его использование явля-
ется оптимальным при представлении фазы случайной вол-
ны. К сожалению, оптимальный базис КЛО имеет сложную 
аналитическую форму, поэтому вместо оптимального часто 
используют близкий к нему базис Цернике [2, 3]. Для сокра-
щения времени обработки данных удобно использовать ба-
зисы, обладающие свойствами быстрых преобразований, 
такие как базисы Уолша и Хаара [4]. Эффективный метод 
преобразования коэффициентов разложения фазы случайной 
волны в произвольном ортонормированном базисе в коэф-
фициенты разложения в оптимальном базисе КЛО разрабо-
тан авторами [5–8]. В настоящей работе представлены крите-
рии эффективности АОС для различных базисов разложения 
случайной фазы и приводятся результаты численного экспе-
римента, позволяющие оценить эффективность использова-
ния данных базисов. 

При модальной компенсации искажений волнового 
фронта в системах адаптивной оптики фазу волны S() 
представляют в виде разложения по ортонормированным 
функциям k()  ( = {x, y} = {, }): 
 

S() = 
k=1


 ak k(). (1) 

 
В частности, фазу волны, прошедшей случайно-

неоднородную среду, часто представляют в виде разложе-
ния по полиномам Цернике Zk() [2]. Преимущество дан-
ного базиса заключается в простоте аналитического пред-
ставления и в относительной простоте реализации не-
скольких первых мод, совпадающих с классическими 
аберрациями, в виде корректирующих устройств АОС. 
Следует заметить, что данное разложение не оптимально в 
статистическом смысле, что проявляется в корреляции 
коэффициентов разложения. Из-за сложности аналитиче-
ских вычислений статистических оценок часто пренебре-
гают корреляцией коэффициентов разложения [2, 3, 9], тем 
самым снижая точность расчетов. Удобнее в этом смысле 
использовать статистически оптимальный базис КЛО, для 
которого норма ошибки разложения фазы, усредненная по 
ансамблю реализаций, минимальна при удержании задан-
ного числа членов в бесконечном ряде разложения и от-
сутствует корреляция коэффициентов разложения [1], что 
значительно упрощает последующее использование ре-
зультатов разложения и их анализ. 

Для определения степени совершенства базиса, ис-
пользуемого в качестве корректирующего устройства, су-
ществует остаточная ошибка коррекции волнового фронта  
 

() = S() – 
k=1

N
 ak k(), (2) 

 

представляющая собой случайную функцию координат, в 
которой из распределения фазы последовательно устраня-
ются N первых аберраций. Второй момент ошибки коррек-
ции () представляет собой распределение дисперсии 
фазовой ошибки по апертуре 2(), которое является мерой 
точности аппроксимации случайной фазы в ортонормиро-
ванном базисе k(). Считая компенсацию N первых мод 
полной, подставим в выражение (2) фазу волны S() в виде 

(1) и, применяя операцию математического ожидания, полу-
чим выражение для дисперсии фазовой ошибки 2() [3]:  
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2() = 
iN

  
kN

 ik i() k(), (3) 

 
где ik – вторые моменты коэффициентов разложения фазы 
< aiak > или коэффициенты Фурье-разложения корреляци-
онной функции в базисе k(). 

Приведем профиль 2() = 2(, 0) при фиксирован-
ном угле  = 0 для базиса Цернике 
 

2() = 
m = 0

   
iN

  
kN

 
m
ik R

m
i () R

m
k() (4) 

 

(R
m
k () – радиальные части полиномов Цернике  

Zj() = R
m
k ()exp(im)). 

Коэффициенты 
m
ik можно получить, используя выра-

жение [5]: 
 


m
ik = 

0

R

 d 
0

R

 R
m
i () R

m
k() Mm(, ) d, (5) 

 
где R – радиус апертуры; 
 

Mm(, ) =  
6,88

r
5/3
0

 
0



 
Jm() Jm() d


11/3  

 
– для колмогоровской и  
 

Mm(,) =  
6,88

r
5/3
0

 
0



 
Jm() Jm() d

(
2
 + 1/L

2
0)

11/6  

 
– для кармановской моделей атмосферы; Jm(x) – функция 
Бесселя первого рода m-го порядка; L0 – внешний масштаб 
турбулентности; r0 – радиус Фрида. 

Для определения дисперсии фазовой ошибки  
2() в базисе прямоугольных функций Уолша  

Walk() [4] выражение (3) при  = 0 можно переписать  
в виде 
 

2() = 
m = 0

   
iN

   
kN

 
m
ik Wali(

2) Walk(
2), (6) 

 

где коэффициенты {
m
ik} = B есть корреляционная матрица 

коэффициентов разложения фазы в базисе Уолша. Кроме 
того, их можно определить из матричного соотношения [6]: 
 

B = C
T
 A C , (7) 

 

где A = {
m
ik}; С – матрица преобразования из базиса Уолша в 

базис Цернике; T – символ транспонирования. 
Отметим, что в формуле (6) функции Уолша рассчи-

тываются по 2. Это связано с тем, что функции Уолша 
определяются как одномерные [4] и для данной задачи кон-
струируется их пространственная форма на круге и учитыва-
ется, что площадь элементарной площадки в полярной сис-
теме координат равна dd.  Данное замечание следует 
учитывать и для вэйвлет-функций Хаара, приводимых ниже. 

Для определения дисперсии фазовой ошибки 2() в 
базисе вэйвлетов Хаара Hk() достаточно в выражении (6) 
заменить функции Walk() на Hk(), а в (7) заменить С на 
матрицу преобразования из базиса Хаара в базис Цернике. 

Наиболее компактный вид выражение (3) имеет в опти-
мальном базисе КЛО, для фиксированного угла  = 0 оно 
записывается как 
 

2() = 
m = 0

   
kN

 k [K
m
k()]2, (8) 

 

где K
m
k() – радиальные части функций КЛО  

s() = K
m
k()exp(im); k – собственные числа матрицы Гра-

ма A при представлении функций КЛО через полиномы 
Цернике [7, 8]. Собственные векторы матрицы A составляют 
матрицу преобразования коэффициентов разложения фазы из 
базиса Цернике в базис КЛО, которые позволяют преобразо-
вать уравнение (4) в (8). 
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Рис. 1. Распределение дисперсии фазовой ошибки по радиусу апер-
туры для базиса КЛО: 1 – коррекция средней фазы; 2 – коррекция 
средней фазы и наклонов; 3 – коррекция первых четырех мод; 
4 – коррекция первых шести мод; D – диаметр апертуры 
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Рис. 2. Распределение дисперсии фазовой ошибки по радиусу 
апертуры для базиса Цернике: 1 – коррекция средней фазы; 
2 – коррекция средней фазы и …=*л%…%"; 3 – то же плюс коррек-
ция дефокусировки; 4 – то же плюс коррекция астигматизма 
 

 

Следует отметить, что другие статистические крите-
рии качества являются функционалами 2(). В работах 

авторов [5, 6] приведены матрицы преобразования из про-
извольного базиса в оптимальный базис КЛО, позволяю-
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щие упрощать громоздкие выражения типа (4) и (6), тем 
самым существенно облегчая как аналитические, так и 
численные расчеты критериев качества АОС. В качестве 
иллюстрации на рис. 1, 2 приведен профиль 2(), рассчи-
танный по формулам (4), (8) для колмогоровской модели 
турбулентности при компенсации первых N аберраций. 

К недостаткам базиса КЛО можно отнести сложную 
аналитическую форму и трудности реализации его в кор-
ректирующих устройствах. В этом смысле наиболее удоб-
ны прямоугольные функции, такие как дискретные функ-
ции Уолша или вэйвлеты Хаара [4], относящиеся к типу 
быстрых преобразований. Обычно коэффициенты разло-
жения фазы определяют из набора локальных наклонов 
фазы, чему предшествует большая вычислительная работа. 
Для уменьшения времени сходимости линейного оценочно-
го алгоритма предпочтительными являются алгоритмы 
быстрых преобразований, что позволяет использовать в 
обработке специализированные процессоры. На рис. 3, 4 
представлен профиль 2(), рассчитанный по формуле (6) 
для базиса Уолша и аналогичной формуле для базиса Хаа-
ра для колмогоровской модели турбулентности при ком-
пенсации первых N аберраций. Поскольку рассматривае-
мые базисы неоптимальные, то при коррекции приходится 
учитывать большое количество мод. 

Из рис. 1–4 видно, что распределение дисперсии фа-
зовой ошибки по радиусу для базисов прямоугольных 
функций выше в центре апертуры в отличие от базисов 
КЛО и Цернике, что объясняется зависимостью функций 
Уолша и Хаара от 2. Отметим, что для базиса Хаара дис-
персия фазовой ошибки несколько лучше, чем для базиса 
Уолша, поскольку базис Хаара является локальным и име-
ет большее число степеней свободы. Отметим также, что 
наименьшую дисперсию фазовой ошибки имеет оптималь-
ный базис КЛО. 

Удобным критерием качества многих оптических 
систем является параметр Штреля St, представляющий 
собой отношение интенсивности излучения в фокусе ре-
альной системы к интенсивности в системе без искажений 
[9]. На рис. 5 и 6 показана зависимость St от нормирован-
ного диаметра апертуры при коррекции разного числа мод 
для базисов КЛО и Хаара соответственно. Оценочные рас-
четы проведены по формуле [3]: 
 

St  exp (–2), 
 

где 2 = S
–1


S

 2() d2 – средняя по апертуре квадратичная 

ошибка коррекции; S – площадь апертуры. 
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Рис. 3. Распределение дисперсии фазовой ошибки по радиусу апер-
туры для базиса Хаара при коррекции по всем угловым индексам: 
1 – коррекция первой моды; 2 – коррекция двух первых мод; 3 – кор-
рекция первых четырех мод; 4 – коррекция первых восьми мод  
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Рис. 4. Распределение дисперсии фазовой ошибки по радиусу апер-
туры для базиса Уолша при *%!!е*ц,, по всем угловым индексам: 
1 – коррекция первой моды; 2 – коррекция двух первых мод; 3 – кор-
рекция первых четырех мод; 4 – коррекция первых восьми мод 
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Рис. 5. Параметр Штреля в зависимости от диаметра апертуры 
корректора для базиса КЛО: 1 – коррекция средней фазы; 2 – кор-
рекция средней фазы и наклонов; 3 – коррекция первых четырех 
мод; 4 – коррекция первых шести мод 
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Рис. 6. Параметр Штреля в зависимости от диаметра апертуры кор-
ректора для базиса Хаара при коррекции по всем угловым индексам: 
1 – коррекция первой м%д/; 2 – коррекция двух первых мод; 3 – кор-
рекция первых четырех мод; 4 – коррекция первых шести мод 
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Из рис. 1–6 следует, что в разложениях (4), (6), (8) при 
заданном числе компенсируемых мод базис КЛО является 
наилучшим. Что касается временных промежутков вычис-
лительных алгоритмов, то здесь авторы отдают предпочте-
ние базисам Уолша и Хаара, так как преобразования по ним 
выполняются экономичнее и быстрее даже тогда, когда бе-
рется относительно большое число членов разложения. 

Из проведенных исследований можно сделать вывод, 
что рассмотренные базисы имеют взаимоисключающие 
преимущества, следовательно, нужна возможность пере-
хода из разложения фазы случайной волны в каком-либо 
одном базисе к разложению в другом, чтобы использовать 
различные свойства этих базисов для анализа и адаптивно-
го управления волновым фронтом. В частности, если вос-
становление волнового фронта производится в произволь-
ном базисе, требующем большого количества мод, то дос-
таточно вектор коэффициентов разложения фазы в задан-
ном базисе умножить на матрицу преобразования в базис 
КЛО. При этом корректирующая система оптимизируется, 
т.е. комбинации группы мод принимают форму функций 
КЛО, потенциально подготавливая систему к принятию 
сигнала, и в дальнейшем одним сигналом управляется 
группа мод. Таким образом, количество управляющих 
сигналов сокращается, и нет необходимости строить кор-
ректор в самом базисе КЛО, который, заметим, меняется с 
изменением состояния атмосферы. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований, проект 

№ 96-02-18791, и института «Открытое Общество» 
(ISSEP), грант № а98-940. 
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