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С помощью квазиоптического уравнения для поперечной корреляционной функции амплитуды поля исследуется 
распространение лазерного излучения с частичной пространственной когерентностью в поперечно-ограниченной оптиче-
ски неоднородной протяженной активной среде. Учитываются дифракция, рефракция на регулярном профиле диэлектри-
ческой проницаемости, регулярное усиление, рассеяние на флуктуациях диэлектрической проницаемости и усиления, рас-
сеяние на случайных осевых отклонениях среды. Показано, что флуктуации коэффициента усиления приводят к дополни-
тельному регулярному усилению спонтанного излучения, которое доминирует над рассеянием излучения на них. При 
условии мелкомасштабности осевых флуктуаций и малости усиления на их продольной длине корреляции они слабо влияют на 
интенсивность усиленного спонтанного излучения, тогда как их влияние на когерентность может быть более заметным. 

 

Введение 
 

Распространение излучения в поперечно ограничен-
ной среде имеет особенности по сравнению с распростра-
нением в поперечно неограниченной статистически-
однородной среде (например, при свободном распростра-
нении в атмосфере) в зависимости от граничных условий 
на боковой поверхности. Так, в случае протяженного сво-
бодно разлетающегося усиливающего плазменного шнура 
излучение, вышедшее через боковую поверхность шнура, 
уже не может участвовать в процессах рассеяния и реф-
ракции и вернуться в плазменный канал, однако может да-
вать заметный вклад в выходное распределение интенсив-
ности излучения. При усилении спонтанного (пространст-
венно некогерентного) излучения в случайно-
неоднородной среде конкурирует ряд процессов, которые 
часто взаимно противоположны. С одной стороны, про-
странственная селекция излучения в усиливающем канале 
ведет к улучшению когерентности и обострению диаграм-
мы направленности излучения, а, с другой – рассеяние из-
лучения ухудшает качество пучка. Это дополнительно ос-
ложняется наличием регулярной рефракции и ее особенно-
стями, неоднородностью усиления, наличием 
нерезонансного поглощения и т.п. Данная проблема под-
робно изложена в обзоре [1]. 

Для описания распространения сравнительно узкона-
правленных пучков частично-когерентного лазерного из-
лучения в оптически неоднородных усиливающих средах 
традиционным является использование квазиоптического 
параболического уравнения для комплексной амплитуды 
поля излучения. Метод классической геометрической оп-
тики неприменим, и учитывать волновые эффекты необхо-
димо, когда дифракционная длина излучения на попереч-
ном размере оптических неоднородностей такая же или 
больше длины трассы распространения. Описать реальные 
ситуации позволяет численное решение параболического 
уравнения при произвольных распределениях оптических  

параметров [2–5]. Но при наличии флуктуаций поля излу-
чения источника нужно проводить множество численных 
расчетов параболического уравнения с усреднением па-
раметров выходного излучения по времени или ансамб-
лю [3–5], что требует много компьютерного времени. 
При дополнительном включении в рассмотрение слу-
чайных параметров среды метод параболического урав-
нения тем более усложняется. 

Обойти проблему усреднения по ансамблю реали-
заций и наиболее просто найти средние энергетические и 
когерентные свойства излучения позволяет переход от 
параболического уравнения к уравнению для поперечной 
корреляционной функции (ПКФ) комплексной амплиту-
ды поля [6–8]. Когда поперечная длина когерентности 
существенно меньше ширины пучка, ПКФ-метод позво-
ляет получить результат в численных расчетах значи-
тельно быстрее, чем в методе статистических испытаний 
параболического уравнения [5]. С помощью ПКФ-метода 
проведены исследования динамики спонтанного излуче-
ния в усиливающей случайно-неоднородной среде (см., 
например, [7, 9–15], а также обзор [1]). Важно, что урав-
нение для ПКФ решается не только численно, но и, в отличие 
от стохастического параболического уравнения, допускает в 
ряде случаев аналитические решения и оценки, что позволяет 
глубже понять динамику излучения. 

В работах [7, 9–15] получены основные закономер-
ности динамики спонтанного излучения в активной сре-
де с флуктуациями диэлектрической проницаемости, 
аналогичными обычным турбулентным флуктуациям в 
атмосфере. В работе [16] рассматривалось влияние осе-
вой неоднородности среды, т.е. ее хаотического попе-
речного смещения, на усиливающееся когерентное излу-
чение. В настоящей работе в рамках ПКФ-метода прово-
дятся одновременный учет обычных и осевых 
флуктуаций диэлектрической проницаемости и коэффи-
циента усиления и сравнение их влияния на усиленное 
спонтанное излучение. 
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1. Уравнение для ПКФ и его анализ 
 

Динамика излучения в оптически неоднородной ак-
тивной среде в квазистационарном случае описывается па-
раболическим уравнением для медленно меняющейся ком-
плексной амплитуды поля излучения E: 
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 E(r, z) = 0, (1) 

 
где r = ix + jy – поперечный радиус-вектор; z – продольная 
координата; k – волновое число;  – коэффициент усиления 
слабого сигнала (важный случай нелинейности , см. под-
робно в [1, 15]) j,  – диэлектрическая проницаемость (  1). 

Аналитически решить уравнение (1) в общем виде 
невозможно. Широкое практическое применение имеет его 
прямое численное решение. При этом шаг поперечной сет-
ки x  /, где  – максимальный угол расходимости из-
лучения в процессе решения. При существенной роли оп-
тических неоднородностей количество счетных точек ве-
лико, а шаг интегрирования по z z  kx2 мал. Поэтому, 
например для коротковолнового диапазона, современные 
вычислительные средства позволяют рассматривать только 
плоскую среду [3, 4]. Кроме того, полученные решения па-
раболического уравнения следует усреднять по ансамблю 
реализаций поля и параметров среды, что требует много 
времени для расчетов. 

Для того чтобы обойти проблему усреднения по ан-
самблю реализаций, из стохастического уравнения (1) по-
лучаем уравнение для второго момента амплитуды поля – 
поперечной корреляционной функции (ПКФ) 
B = E(r1, z) E*(r2, z), где угловые скобки означают стати-
стическое усреднение. При усреднении учитываем наличие 
в плазме случайных оптических неоднородностей двух ти-
пов. Первый тип отвечает «обычным» флуктуациям ди-
электрической проницаемости и усиления, которые харак-
теризуются пространственным спектром, дисперсией и 
длинами корреляции. По способу описания они аналогич-
ны, например, флуктуациям турбулентной атмосферы. 
Второй тип флуктуаций связан с хаотическими отклоне-
ниями среды (например, плазменного шнура) как целого от 
прямолинейного вида. Их можно назвать осевыми флук-
туациями (в англоязычной литературе употребляется тер-
мин «hose-like» [16]). Осевые флуктуации логично моде-
лировать как хаотическое поперечное смещение регуляр-
ных профилей коэффициента усиления и показателя 
преломления. Поэтому  и  представлены в виде: 
 
(r, z) =  (r + r  z) +   (r, z) ; 
 
(r, z) =  (r + r  z) +   (r, z) , 
 
где   и   – регулярные составляющие;   и   – флук-
туационные составляющие; r  – случайное поперечное 
смещение регулярных профилей   и  . Флуктуации  , 
 , r  статистически независимы и имеют нулевые сред-
ние. Считая осевые флуктуации поперечно мелкомасштаб-
ными, когда выполняются условия     L
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2
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(r, z)   (r, z) + r (z)  (r, z) +  (r, z) ; 
 

(r, z)   (r, z) + r%(z)  (r, z) +   (r, z) , 
 
где  – поперечный градиент; L – среднеквадратичное 
поперечное смещение среды. Корреляционные функции  , 
  и r  для простоты анализа считаем гауссовыми: 
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где  2
  и  2

 , l и l, l и l – дисперсия, поперечная и 

продольная длины корреляции   и   соответственно; L - 
продольная длина корреляции r . Если продольная длина 
когерентности усиленного излучения в среде заметно пре-
вышает l, l и L, то можно использовать марковское 

приближение [17]. В его рамках функции корреляции (3) 
аппроксимируются дельта-функциями по z: 
 
  (r1, z)  (r2, z) = A(r, r; z) (z – z); 
 
  (r1, z)  (r2, z) = A(r, r; z) (z – z); (3) 
 
 r (z) r (z) = Ah(z) (z – z). 
 

Приравнивая интегралы по z в бесконечных преде-
лах, взятые от корреляционных функций (2) и (3), находим 
 

A(r, r; z) = (2)1/2  2
 (r, z) l(r, z) exp [–r2/2l 2

 (r, z)], (4) 
 

A(r, r; z) = (2)1/2  2
 (r, z) l(r, z) exp [–r2/2l 2

 (r, z)], (5) 
 

Ah(z) = (2)1/2 L 2
 (z) L(z) . (6) 

 
С использованием (3) уравнение для ПКФ в итоге 

имеет вид 
 

2 2

( ; ) ( ; ) ( , ; )
2 4

i ik k
z z H z

z k 

              
r r r r r

r r
 

 
 B(r, r; z) = 0, (7) 
 
где r = (r1 + r2)/2, r = r1 – r2. Поперечный дифференциаль-
ный оператор в (7) в приближении двумерной плоской 
среды можно записать в виде 
 

2
 r r
  = 

2

x x


 

 , 

 
а в случае трехмерной аксиально-симметричной среды он 
принимает более сложную форму: 
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 – угол между r и r. Влияние случайных параметров сре-
ды определяется функцией H(r, r; z) = H + H + Hh, где 
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соответственно отвечают за влияние  ,   и r . Соотно-
шения (8)–(10) выполняются, когда средняя плотность по-
тока излучения B(r, 0; z) слабо меняется на расстояниях по-
рядка l, l, L и поперечной длины когерентности излу-
чения. Связанное с марковским приближением 
ограничение на длину трассы распространения, которое 
имеет место в бесконечной случайно-неоднородной среде 
[17], в случае поперечно ограниченной среды отсутствует 
[12]. Особенности численного метода интегрирования 
уравнения (7) изложены в работах [6, 18]. 

Ниже будем считать, что изменение  и  в попереч-
ной плоскости мало на расстояниях порядка длин корреля-
ции. Для проведения качественного анализа влияния флук-
туаций r  представим, как в [16], профили   и   в квадра-
тичном виде:   = 1 – (1 – r2/a2),   = 0[1 – r2/a2], где  
a – полуширина активной среды; zr – рефракционная длина; 
 = (a/zr)

2 – перепад регулярной составляющей диэлектри-
ческой проницаемости в среде. Вне среды (при | r |  a)   = 1 
и   = 0. Тогда с учетом (8)–(10) из (4)–(6) получаем: 
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Перепишем (7) в активной среде с учетом (11)–(13): 
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(14) 
 

где 
 

z = [6(2/)1/2(al)2/ 2
  l]

1/3;  
 

z = [6(2/)1/2(kal)2/ 2
  l]

1/3 

 

– характерная длина рассеяния спонтанного излучения на 
«сильных» (точнее, сильных мелкомасштабных либо про-

извольных крупномасштабных) флуктуациях   и   соот-
ветственно (см. [9, 12]). Величина 
 

zh = [6(2/)1/2(az 2
r )2/(4L L

2
 ]1/3 

 

имеет смысл длины рассеяния спонтанного излучения на 
флуктуациях r . Член (14) с r2 приводит к сужению пучка 
с ростом z из-за неоднородности профиля   и уширению 
пучка за счет влияния r . Слагаемое с irr ведет к регуляр-
ной рефракции излучения на профиле   и из-за влияния 
r .Три последних слагаемых (14) с соответствующей дли-
ной рассеяния определяют рассеяние излучения на флук-
туациях  ,   и r . 
 

 
а 

 

 
 

б 
 

Рис. 1. Графики осевой яркости излучения q0(z) в двумерном 
(а) и трехмерном (б) случаях для ka = 1,5  104,  = 0, 
 a = 2  10–2, l/a = 2  10–2, kl = 3  102 и  = 0 (), 2  10–5 

(), 4  10–5 (), 6  10–5 () 
 

Влияние флуктуаций   на широкорасходящееся из-
лучение заметно, если z порядка или меньше длины среды 
[9]. На рис. 1 показаны результаты численного интегриро-
вания уравнения (7) при   = r  = 0 и в отсутствие регу-
лярной рефракции. Входное частично когерентное излуче-
ние имеет расходимость, значительно превышающую ха-
рактерные дифракционный /2a и геометрический 2a/z углы, 
т.е. практически не отличается от спонтанного с точки зрения 
влияния на параметры выходного излучения. На рис. 1 даны 

зависимости  осевой  яркости  усиленного излучения 
 



512 Стариков Ф.А.  

q0(z) = ( ), ;   B z d d  r r r r , нормированной на яркость входного 

излучения qs, при однородном усилении в двумерной и трех-
мерной аксиально-симметричных средах для ka = 1,5  104, 
 = 0,  a = 2  10–2, l/a = 2  10–2, kl = 3  102 и разных . 
Вне  активной среды (при | r |  a) имеем  = 0,  = 1. 

Как видно из рис. 1, в отсутствие флуктуаций   на-
блюдается экспоненциальный рост осевой яркости с увели-
чением длины среды, т.е. q0(z) = qs exp( z). При наличии   
экспоненциальный рост осевой яркости сохраняется при 
z  z, но уменьшается показатель экспоненты, т.е. 

q0(z)  exp ( z – æz). Таким образом, рассеяние усиленного 

спонтанного излучения на флуктуациях   аналогично ли-
нейному поглощению с коэффициентом по интенсивности 
æ, на который может влиять геометрия среды. Наличие  , 
следовательно, снижает реальный коэффициент усиления 
среды. Использование аналитического решения уравнения 
(1) [9], полученного для бесконечной среды, дает иной закон 
изменения осевой яркости излучения с ростом длины актив-
ной среды: q0(z)  exp ( z) (z/z)

3(n – 1)/2, где n – размерность 
пространства (n = 2 для плоской и n = 3 для трехмерной сре-
ды). Рассеяние излучения на флуктуациях   в поперечно-
ограниченной активной среде, таким образом, существенно 
отличается от рассеяния в бесконечной среде. 
 

 
 

Рис. 2. Численные зависимости æ в двумерном () и трехмер-

ном () случаях и аналитические зависимости 3d 2
 /z (...),  

1/z (- - -) и 2/z (------------ ) от  
 

На рис. 2 показаны графики величины æ(), опреде-
ляемой по наклону линейного участка кривых q0(z) на рис. 1 
для двумерной и трехмерной сред. Характер æ() зависит 
от параметра d = kal/z, т.е. отношения дифракционной 
длины пучка излучения полуширины a с радиусом корреля-
ции l к характерной длине рассеяния. При «слабых» флук-

туациях  , когда d 3
   1, получаем æ  3d 2

  /z   2
 , и æ 

не зависит от l, a и геометрии среды. Качественно близкий 
результат был получен для коэффициента рассеяния коге-
рентного пучка в неограниченной случайно-неоднородной 
активной среде [19]. При «сильных» флуктуациях  , когда 

d 3
   1, имеем æ  1/z для плоской среды, т.е. æ   2/3

 . Для 

трехмерной аксиально-симметричной среды æ  2/z, т.е. по-
тери возрастают вдвое. 

Как в отсутствие регулярной рефракции или при ее сла-
бости (z  zr), так и при сильной регулярной рефракции 

(z  zr) рассеяние усиленного спонтанного излучения на   

ухудшает угловую расходимость, когерентность и когерент-
ную мощность излучения. С увеличением длины среды дли-
на когерентности растет, стремясь к постоянному значению, 
которое зависит от уровня регулярной рефракции [9–14]. 

При сильной дефокусирующей рефракции рассеяние 
излучения на   не является аналогом линейного поглоще-
ния, как при z  zr. Резкий спад степени когерентности со-
провождается слабыми уменьшением интенсивности излу-
чения и уширением пучка. Флуктуации   оказывают в оп-
ределенном смысле «скрытое» влияние на усиленное 
спонтанное излучение при сильной регулярной рефракции 
[10, 12, 14, 20]. 

Как видно из (14), механизм рассеяния усиленного из-
лучения на флуктуациях   в точности аналогичен случаю 
 . Но стоит отметить, что при одинаковом масштабе и глу-
бине флуктуаций   и   рассеяние на   гораздо более су-
щественно из-за непосредственного воздействия на фазу из-
лучения. Роль   может сравняться с ролью   лишь при 
достаточно высокой величине   k. Однако кроме рас-

сеяния флуктуации a~ приводят к обратному эффекту – до-
полнительному регулярному усилению на фоне  , так как 
H  0 при r = 0. Согласно (14) добавка к регулярному уси-

лению z составляет (/2)1/2 2
  l = 6d 2

 /z, где d = kal/z. 

Она существенно изменяет эффект от рассеяния излучения 
на  . В самом деле, при   = 0 и однородном   осевая яр-

кость излучения изменяется как q0(z)  exp [(  + 6d 2
 /z –

 æ)z]. При слабых флуктуациях a~, когда d3
  1, рассеяние 

на a~ ведет к дополнительным потерям с коэффициентом ин-
тенсивности æ  3d 2

 /z. В итоге суммарное влияние   

приводит к росту осевой яркости излучения, и 
q0(z)  exp [(  + 3d 2

 /z)z]. 

При сильных флуктуациях  , когда d 3
   1, имеем 

æ  (n – 1)/z, тогда q0(z)  exp [(  + 6d 2
 /z – (n – 1)/z)z]. 

Отсюда видно, что и здесь суммарный эффект   ведет к по-
вышению осевой яркости усиленного спонтанного излуче-
ния, так как d 3

   1. Следовательно, при совместном наличии 

  и   негативное влияние на яркость вследствие рассеяния 
излучения на   несколько смягчается эффектом от  . 

Из (14) видно, что относительный вклад осевых флук-
туаций r  в дополнительную регулярную рефракцию и регу-
лярное уширение пучка определяются масштабом величины 
(8)1/20L(L/a)2 по сравнению с единицей. Данная величина 
зависит от усиления на длине L и отношения L/a, которое 
мало, так как осевые флуктуации считаются поперечно мел-
комасштабными. Вклад флуктуаций r  в рассеяние излуче-
ния имеет место, как видно из (10) и (13), только при нали-
чии регулярной рефракции. Он аналогичен по форме вкладу 
«сильных» флуктуаций  , когда экспоненты в (14) можно 
разложить в ряд. Величинам l, l, , z в случае   соответ-

ственно аналогичны величины L, L, h = 2(L/zr)
2, zh в слу-

чае r . Но из соотношения zh/zr  (zr/L)
1/3(a/L)2/3 следует, что 

рассеяние излучения на флуктуациях r  при их мелкомас-
штабности гораздо менее заметно по сравнению с регуляр-

ной рефракцией на профиле e–. Таким образом, zh  zr и флук-
туации r  слабо влияют на интенсивность выходного излу-
чения, но могут существенно влиять на его когерентность. 
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На основе [12] находим, что длина когерентности излучения 
на выходе, экспоненциально растущая с увеличением z в  
отсутствие флуктуаций r , при dh  /2 ограничивается  
значением 
 

Lc  21/2 L exp [/3d 2
h  – C/2], 

 

где dh = kaL/zh;  = – ln (zh/zr); C – постоянная Эйлера;  – 
уровень спада степени когерентности, по которому опре-
деляется Lc. 
 

Заключение 
 

С использованием квазиоптического уравнения для 
ПКФ комплексной амплитуды поля исследуется динамика 
спонтанного излучения с низкой пространственной коге-
рентностью в случайно-неоднородной поперечно ограни-
ченной протяженной усиливающей среде. В модель вклю-
чаются дифракция, регулярная рефракция и усиление, рас-
сеяние на обычных флуктуациях диэлектрической 
проницаемости и усиления, рассеяние на случайных попе-
речно-мелкомасштабных осевых отклонениях активной 
среды. Проведены аналитический анализ и численные рас-
четы уравнения в двумерной и трехмерной аксиально-
симметричных средах. Найдены критерии влияния флук-
туаций оптических параметров среды на усиленное спон-
танное излучение. Показано, что флуктуации коэффициен-
та усиления дают дополнительный вклад в регулярное уси-
ление излучения, которое доминирует над рассеянием 
излучения на них. Тем самым флуктуации коэффициента 
усиления уменьшают потери, вносимые рассеянием излу-
чения на флуктуациях диэлектрической проницаемости. 
Осевые флуктуации активной среды при наличии регуляр-
ной рефракции приводят к рассеянию излучения. Однако 
влияние осевых флуктуаций на интенсивность излучения 
слабое при условии их мелкомасштабности и малости уси-
ления на их продольной длине корреляции. В то же время 
осевые флуктуации могут влиять на длину когерентности, 
ограничивая ее рост с увеличением длины среды. 
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F.A. Starikov. Propagation of radiation with partial spatial coherence in transversely-bounded randomly inhomogene-
ous gain medium. 

 
The propagation of the laser radiation with partial spatial coherence in a transversely-bounded inhomogeneous extended gain 

medium is explored with the help of a quasi-optical equation for transverse correlation function of field amplitude. The diffraction, 
refraction on dielectric permittivity regular profile, regular gain, scattering by «usual» dielectric permittivity and gain fluctuations, 
scattering by random axial (hose-type) displacements of the medium are taken into account. It is shown that the usual gain fluctua-
tions lead to an additional regular amplification of spontaneous emission, which dominates the scattering by them. Given the small 
scale of hose-type fluctuations and small amplification within their longitudinal correlation length, they hardly affect the intensity of 
amplified spontaneous emission whereas their effect on the coherence can be more appreciable. 


