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Ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà ïîäàâëåíèÿ øóìà ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ íà îñíîâå âåéâëåòîâ. Âûïîëíåí êðàòêèé 

îáçîð êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà. Ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò ñ óñïåõîì ïðè-
ìåíÿòüñÿ â òàêèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê øóìîïîäàâëåíèå ëèäàðíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì äîñòèãàåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîå ïîäàâëåíèå øóìà ïðè ñîõðàíåíèè ñòðóêòóðû ñèãíàëà. 

 

Ââåäåíèå 
 

Ïðè ëàçåðíîì çîíäèðîâàíèè àòìîñôåðû ñèãíàë 
ïîñòîÿííî èñïûòûâàåò âñåâîçìîæíîãî ðîäà èñêàæå-
íèÿ, îáóñëîâëåííûå êàê ñîáñòâåííûìè øóìàìè àï-
ïàðàòóðû, òàê è ïîìåõîé ôîíîâîé ñîñòàâëÿþùåé 
àòìîñôåðû. Ïîÿâëåíèå ðàçëè÷íîãî âèäà ïîìåõ íà 
âõîäå ïðèåìíîãî óñòðîéñòâà îãðàíè÷èâàåò òåõíè÷å-
ñêèå âîçìîæíîñòè ëèäàðà. Îäíèì èç ïóòåé ïîâû-
øåíèÿ òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè ëèäàðíûõ èçìåðå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè 
ýõîñèãíàëîâ, ïîçâîëÿþùèõ óâåëè÷èòü îòíîøåíèå 
ñèãíàë-øóì. 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè äà-
þò äîñòàòî÷íî øèðîêèé íàáîð ðàçëè÷íûõ àëãîðèò-
ìîâ îáðàáîòêè äàííûõ. Òàê, â ðàáîòàõ [1, 2] îïèñàí 
àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ìàðêîâñêîé 
ôèëüòðàöèè. Â ðàáîòàõ [3–5] ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû 
âûäåëåíèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà íà ôîíå øóìà ñ ïðè-
ìåíåíèåì àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÌÍÊ. Íî ïîÿâèâ-
øèåñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî (â ñåðåäèíå 80-õ ãã. 
XX â.) è èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèåñÿ â íàñòîÿùåå 
âðåìÿ àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ íà îñíîâå 
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, äàæå åñëè óðîâåíü 
øóìà ïðåâûøàåò 100% [6]. Öåëüþ äàííîé ñòàòüè 
ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ âåéâ-
ëåò-àíàëèçà äëÿ âûäåëåíèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà íà 
ôîíå øóìà â ëèäàðíûõ äàííûõ. 

Àíàëèç ñèãíàëîâ â òåðìèíàõ âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèÿ äåëèòñÿ íà äâå ðàçíîâèäíîñòè: íåïðåðûâ-
íîå è äèñêðåòíîå (äèàäíîå). Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíà-
ëèçà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, îáíàðóæåíèÿ ðåçêèõ  
è ñêðûòûõ èçìåíåíèé â ñèãíàëå, èññëåäîâàíèÿ íåñòà-
öèîíàðíîñòåé è ò.ä. [7, 8]. Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðå-
îáðàçîâàíèå (ÄÂÏ) íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå 
ïîëó÷èëî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð ñæàòèå 
èëè î÷èñòêà ñèãíàëà îò øóìîâ, òàê êàê ìîæåò áûòü 
âûïîëíåíî ýôôåêòèâíî è áåç äîïîëíèòåëüíûõ çà-
òðàò ïàìÿòè êîìïüþòåðà ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå 
áàçèñíûõ ôóíêöèé (âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðåêóð-

ñèâíî çàìåùàåò âåêòîð èñõîäíûõ çíà÷åíèé). Ïî-
ñêîëüêó ÄÂÏ îñíîâûâàåòñÿ íà ïîëîæåíèÿõ êðàòíî-
ìàñøòàáíîãî àíàëèçà (ÊÌÀ), ðàññìîòðèì åãî îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ. 

 

1. Îðòîãîíàëüíûé êðàòíîìàñøòàáíûé 
àíàëèç 

 

Îðòîãîíàëüíûì ÊÌÀ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
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[9–11]: 
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V0. Ôóíêöèþ ϕ(t) íàçûâàþò ïîðîæäàþùåé ñêåé-
ëèíã-ôóíêöèåé, èëè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé. 
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Vj (ïîÿâëåíèå íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ 2 

j/2
 îáú-

ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé t → 2t 

íîðìà ôóíêöèè óìåíüøàåòñÿ â 2  ðàç, ÷òî íåîáõî-
äèìî êîìïåíñèðîâàòü). 

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè áàçèñà V1 ϕ(t – k) ïî-
ëó÷àþòñÿ èç áàçèñà V0 ïðîñòûì äâóõêðàòíûì ñæà-
òèåì åãî ýëåìåíòîâ ϕ(2t – k). Òàê êàê ëþáîé ýëå-
ìåíò èç V0 ïðèíàäëåæèò è V1, òî, ñëåäîâàòåëüíî, 
ϕ(t) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ϕ(2t – k) [10–12, 14]: 
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Âûðàæåíèå (1) íàçûâàþò ìàñøòàáíûì ñîîòíîøåíè-
åì äëÿ ñêåéëèíã-ôóíêöèè, à êîýôôèöèåíòû hk – 
êîýôôèöèåíòàìè ìàñøòàáíîé ôóíêöèè èëè ìàñ-
øòàáíûì ôèëüòðîì. 

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî 
âûðàæåíèÿ äëÿ ϕ (t) [12]. Îäíàêî åñòü áûñòðûé 

àëãîðèòì, êîòîðûé èñïîëüçóåò äåòàëèçèðóþùåå 
óðàâíåíèå äëÿ âûðàæåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíê-

öèè ϕ(t) â òî÷êàõ äèàäè÷åñêîé ñåòêè (t = 2
–j

k, 
j, k ∈  Z) [13]. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ 
Vj ⊂  Vj+1 ÊÌÀ äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Wj, îáðàçóþùåå äîïîëíåíèå Vj äî Vj+1 òàêîå, ÷òî  

 Vj ⊥  Wj, Vj+1 = Vj ⊕  Wj,  

ò.å. êàæäûé ýëåìåíò Vj+1 ìîæåò áûòü çàïèñàí îäíî-
çíà÷íûì îáðàçîì êàê ñóììà ýëåìåíòîâ Wj è Vj. 
Ïîäïðîñòðàíñòâà Wj íàçûâàþò óòî÷íÿþùèìè èëè 
äåòàëèçèðóþùèìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ñîäåðæàò 
«äåòàëüíóþ» èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïåðå-
õîäà îò àïïðîêñèìàöèè ñ ðàçðåøåíèåì j ê àïïðîê-
ñèìàöèè ñ ðàçðåøåíèåì j + 1. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà W0 
îïðåäåëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèé âåéâëåò ψ(t) òàêîé, ÷òî 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψ(t – k)}k∈ Z îáðàçóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â W0. Ôóíêöèè  

 ψj,k(t) = 2 

j/2
 ψ(2jt – k)  

íàçûâàþò âåéâëåòàìè. Ìàñøòàáíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ 
âåéâëåòîâ  îïðåäåëÿåòñÿ  ñëåäóþùèì  âûðàæåíèåì: 
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Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî âåéâëåòû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ìàñøòàáíûìè ôóíêöèÿìè (1). Òåïåðü ñèãíàë 
s(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè [14]: 
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Êîýôôèöèåíòû cj0(k) è dj(k) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöè-

åíòàìè ÄÂÏ (ñïåêòð ñèãíàëà s(t) â áàçèñàõ ìàñ-
øòàáíûõ ôóíêöèé è âåéâëåòîâ). Ñëàãàåìûå â ðàçëî-
æåíèè (3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäñòàâëåíèå 
ñèãíàëà s(t) â äâóõ ïðîåêöèÿõ – ïðîåêöèè íà ïðî-
ñòðàíñòâî Vj0 (ïåðâîå ñëàãàåìîå) è ïðîåêöèè íà îðòî-

ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Vj0 äî L
2

(R) (âòîðîå ñëàãàå-

ìîå). Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà òàêîâà, ÷òî ïðîåêöèÿ 
ñèãíàëà íà ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ «îãðóá-
ëåííûì» (íèçêî÷àñòîòíûì), à íà âòîðîå – âûñîêî-
÷àñòîòíûì (ñîäåðæàùèì óòî÷íÿþùóþ èíôîðìàöèþ 
î ñèãíàëå,  ïîòåðÿííóþ ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà Vj0).  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà áëîê-ñõåìà ÄÂÏ. Â ïåðâîì 
êàæäîì áëîêå ïðîèçâîäèòñÿ îáðàáîòêà âðåìåííûõ 
îòñ÷åòîâ ñèãíàëà, à â êàæäîì ïîñëåäóþùåì – ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ cj. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåòñÿ jm – j0 – 1 âåêòîðîâ âåéâëåò-êîýôôèöèåí-
òîâ dj è îäèí âåêòîð cj. 

Óðàâíåíèÿ (1) è (2) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àëãî-
ðèòìû áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ cj(k) è dj(k). Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà j ñîîòíîøå-
íèÿ (1) è (2) èìåþò âèä: 
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Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà ïðÿìîãî äèñêðåòíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñòðåëêàìè óêàçàíà ïðîöåäóðà äåöèìàöèè 
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Ïîäñòàâëÿÿ (6) è (7) â (4) è (5), ïîëó÷èì ðå-
êóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ cj(k) è dj(k) 
(îò «òîíêîãî» ê «ãðóáîìó» ìàñøòàáó): 
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íèÿ êîýôôèöèåíòîâ cj íà íåêîòîðîì çíà÷åíèè ìàñ-
øòàáà j = jm. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ íàèâûñ-
øèé óðîâåíü ðàçðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàâåí +∞. 
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà áåðóò êîýôôèöè-
åíòû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà ñ íåêîòîðûì êîíå÷íûì 
ðàçðåøåíèåì jm, ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ 
òåì âûøå, ÷åì áîëüøå jm. Êîýôôèöèåíò cj íà÷àëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàõîäÿò èç âûðàæåíèÿ 

 
,

( ) ( ) ( ) .
m m
j j kc k s t t dt

∞

−∞

= ϕ∫   

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñèãíàëà â êà÷åñòâå êî-
ýôôèöèåíòîâ cj 

(k) óðîâíÿ ðàçðåøåíèÿ jm áåðóòñÿ 
êîìïîíåíòû ñàìîãî ñèãíàëà, ò.å. cjm(k) = s(k). Èòå-
ðàöèîííûå ïðîöåäóðû (6) è (7) çàâåðøàþòñÿ ïðè 
çíà÷åíèè j = j0, êîòîðîå âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ñèãíàëà. 

 

2. Ïðîöåäóðà ôèëüòðàöèè øóìà 
 

Êëàññèôèêàöèÿ ñèãíàëîâ ïî âñåì âîçìîæíûì 
òèïàì çàòðóäíèòåëüíà, íî âåéâëåòû îêàçàëèñü ìîù-
íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé õàðàê-
òåðèçàöèè øèðîêîãî êëàññà ñèãíàëîâ [15]. Íåçàâè-
ñèìî îò ïðèðîäû îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷è øóìîïîäàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü öåëûé ðÿä çàäà÷, íàïðèìåð ïðîâåðêó äîñòî-
âåðíîñòè ãèïîòåçû î ãàóññîâîñòè ñòàòèñòèê è ñïåê-
òðàëüíîì ñîñòàâå øóìîâîé êîìïîíåíòû, âûáîð òèïà 
ôóíêöèè äëÿ ïîðîãîâîé îáðàáîòêè (òðåøîëäèíãà)  
è âìåñòå ñ ýòèì êðèòåðèÿ ðàñ÷åòà ñàìîãî ïîðîãà,  
à òàêæå ñòàíäàðòíûå âîïðîñû âåéâëåò-àíàëèçà, íî-
ñÿùèå îáùèé õàðàêòåð: âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿùå-
ãî âåéâëåò-áàçèñà, óñòàíîâëåíèå òðåáóåìîé ãëóáèíû 
ðàçëîæåíèÿ äàííûõ è ò.ï. Ïîÿâëåíèå ðÿäà ìåòîäî-
ëîãè÷åñêèõ ïàðàäèãì øóìîïîäàâëåíèÿ, à òàêæå 
ïîñòðîåííûõ íà èõ îñíîâå ïðîãðàììíûõ è àïïàðàò-
íûõ ðåàëèçàöèé â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðîäâèíóëî 
ðåøåíèå çàäà÷è øóìîïîäàâëåíèÿ êàê îäíîé èç ñó-
ùåñòâåííûõ çàäà÷ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè [16].  

Â òåðìèíàõ âåéâëåò-àíàëèçà ïðîöåäóðà ôèëüò-
ðàöèè øóìà ïðîèçâîäèòñÿ â òðè ýòàïà (ïàðàäèãìà 
Äîíîõî–Äæîíñòîíà) [17–19]: 

à) Ðàçëîæåíèå ñèãíàëà 
Âûáèðàþòñÿ òèï âåéâëåòà è ÷èñëî óðîâíåé 

ðàçëîæåíèÿ jm. Âû÷èñëÿåòñÿ ÄÂÏ ñèãíàëà s(t) äî 
óðîâíÿ jm.  

á) Âûáîð ïîðîãà äëÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ 
Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ îò j0 äî jm âûáèðàåòñÿ εj-

ïîðîã è ïðîèçâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó. 

â) Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà 
Ïðîèçâîäèòñÿ îáðàòíîå ÄÂÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ìîäèôèöèðîâàííûõ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ïî 
ôîðìóëå (3). 

Ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêàÿ ìåòîäèêà 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïàðàìåòðè÷åñêóþ îöåíêó ðåã-
ðåññèîííîé ìîäåëè ñèãíàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòî-
ãîíàëüíîãî áàçèñà [20]. Òàêîé ìåòîä õîðîøî ðàáî-
òàåò ñî ìíîãèìè ðåàëüíûìè äàííûìè, â òîì ÷èñëå  
è ñèãíàëàìè, èìåþùèìè íåñòàöèîíàðíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè øóìà, íî íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷à-
þòñÿ íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ñèãíàëàõ, ò.å. íà ñèã-
íàëàõ, â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ ëèøü íåáîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ äåòàëèçàöèè çíà÷èòåëüíî 
îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò õàðàêòåðèñòèê ñèã-
íàëà è äîëæíû ïîäáèðàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî [21]. 
Çäåñü ìîæíî äàòü ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè:  

1) Ãëóáèíà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿåò «ìàñøòàá» 
îòñåèâàåìûõ äåòàëåé: ÷åì áîëüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì 
áîëåå «êðóïíûå» èçìåíåíèÿ ñèãíàëà áóäóò îòáðî-
øåíû. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî 
ïàðàìåòðà (jm > 7) âûïîëíÿþòñÿ íå òîëüêî î÷èñòêà 
ñèãíàëà îò øóìà, íî è åãî ñãëàæèâàíèå («îáðåçàþò-
ñÿ» ïèêè ñèãíàëà).  

2) Ïîðÿäîê âåéâëåòà îïðåäåëÿåò ãëàäêîñòü âîñ-
ñòàíîâëåííîãî ñèãíàëà: ÷åì ìåíüøå ïîðÿäîê âåéâëå-
òà, òåì ÿð÷å áóäóò âûðàæåíû «ïèêè» ñèãíàëà, è íà-
îáîðîò – äëÿ âåéâëåòîâ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ïèêè 
ñèãíàëà áóäóò ñãëàæåíû. Ïîðÿäîê âåéâëåòà ñòàíî-
âèòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì ïðè îáðàòíîì ÄÂÏ, êîãäà 
íåîáõîäèìî ñãëàäèòü îøèáêè, âûçâàííûå îòáðàñû-
âàíèåì ìàëûõ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ [22].  

Íà ïðàêòèêå ïåðâîíà÷àëüíî âûáèðàåòñÿ íåêî-
òîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ 
(îáû÷íî ðàâíîå òðåì) è ïðîèçâîäÿòñÿ ýòàïû âåéâ-
ëåò-ôèëüòðàöèè. Çàòåì óðîâåíü ðàçëîæåíèÿ óâåëè-
÷èâàþò äî äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà, ò.å. 
êîãäà äåòàëè ðàçëîæåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü øóìîïî-
äîáíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, à àïïðîêñèìàöèÿ – äîñòà-
òî÷íî õîðîøî îïèñûâàòü èñõîäíûé ñèãíàë. 

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ïðîöåäóðû ôèëüòðàöèè 
øóìà äëÿ çàäà÷ ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ. Â êà÷åñò-
âå âõîäíîãî ñèãíàëà èñïîëüçóåì ðàññ÷èòàííûé ñî-
ãëàñíî óðàâíåíèþ ëàçåðíîé ëîêàöèè ëèäàðíûé ýõî-
ñèãíàë (òåñòîâûé ñèãíàë) â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàò-
íîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé òðàññû ïðîòÿ-
æåííîñòüþ 5 êì [23, 24]. Ïðîôèëü àýðîçîëüíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ çàäàäèì îäíîðîäíûì âäîëü 
òðàññû (σaer = 0,2 êì–1, σmol = 0,012 êì–1) ñ íàëî-
æåíèåì òðåõ àýðîçîëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé (σaer1 = 
= 0,4 êì–1, σaer2 = 0,6 êì–1, σaer3 = 0,6 êì–1). Ê ïî-
ëó÷åííîìó ýõîñèãíàëó àääèòèâíî äîáàâèì «áåëûé» 
øóì òàêîé, ÷òî îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì íå ïðåâûøà-
åò åäèíèöû óæå íà äèñòàíöèè îêîëî 3 êì.  

Ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ âûïîëíåíèÿ ÄÂÏ íåîáõî-
äèìî âûáðàòü òèï âåéâëåòà. Çäåñü íå ñóùåñòâóåò 
÷åòêèõ êðèòåðèåâ ïîäáîðà. Îáû÷íî â êà÷åñòâå  
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ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî ýòîò âûáîð, âûñòóïàåò 
âíåøíåå ñõîäñòâî ñèãíàëà (öåëèêîì, à íå îòäåëüíî-
ãî åãî ó÷àñòêà) è ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî 
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñóáúåêòèâíûì ôàêòîðîì. Äëÿ 
óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû ïîäáîðà ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ýíòðîïèè [22]. Ýíòðî-
ïèÿ ñèãíàëà ïî îòíîøåíèþ ê âåéâëåò-áàçèñó îòðà-
æàåò ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (3) 
è îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé  

 
2 2

, ,

,

exp logj k j k

j k

d d

 
 −
 
 
∑ .  

×åì ìåíüøå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû, òåì îïòè-
ìàëüíåå äëÿ äàííîãî ñèãíàëà áàçèñ àíàëèçà. Îáû÷-
íî ýíòðîïèÿ òåì íèæå, ÷åì âûøå ïîðÿäîê âåéâëåòà. 
Äëÿ ëèäàðíîãî ýõîñèãíàëà áûë âûáðàí âåéâëåò 10-ãî 
ïîðÿäêà èç ñåìåéñòâà îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ  
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì – âåéâëåòîâ Ñèìëåòà. 
Ñêåéëèíã- è âåéâëåò-ôóíêöèè îòîáðàííîãî áàçèñà 
ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. 

Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñåìåéñòâå âåéâëåòîâ 
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [9, 11, 25]. Êîýô-
ôèöèåíòû äåòàëèçàöèè dj,k ïÿòèóðîâíåãî ÄÂÏ ëè-
äàðíîãî ñèãíàëà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3,à. Ãèñòîãðàì-
ìû ðàñïðåäåëåíèÿ dj,k ïîêàçàíû íà ðèñ. 3,á. 

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî â îñíîâíîì âåëè÷èíû dj,k 
áëèçêè ïî âåëè÷èíå ê íóëþ, ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ 
êîýôôèöèåíòîâ äåòàëèçàöèè óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì 
óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (dj0 → dj4) è ãèñòî-

ãðàììà ïðèîáðåòàåò âñå áîëåå «ãàóññîâû»  î÷åðòàíèÿ.  

 
Ðèñ. 2. Ãðàôèê ñêåéëèíã-ôóíêöèè è âåéâëåòà Ñèìëåòà  

10-ãî ïîðÿäêà 
 

Ñëåäóþùèé ýòàï ôèëüòðàöèè ñèãíàëà – âûáîð 
ïîðîãà è ïðàâèëà ìîäèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ. 
Âûáîð âåëè÷èíû ïîðîãà ε ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìîé çàäà-
÷åé â ïðîöåäóðå øóìîïîäàâëåíèÿ. Åñëè çàäàòü íå-
áîëüøîå çíà÷åíèå ïîðîãà ε, òî ýòî ïðèâåäåò ê ÷àñ-
òè÷íîìó ñîõðàíåíèþ øóìîâîé êîìïîíåíòû â êîýô-
ôèöèåíòàõ äåòàëèçàöèè è âûçîâåò ëèøü íåçíà÷è-
òåëüíîå óâåëè÷åíèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì. Â òî æå 
âðåìÿ çàäàíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé ïîðîãà îêàçûâàåòñÿ 
÷ðåâàòûì ïîòåðåé êîýôôèöèåíòîâ, íåñóùèõ â ñåáå 
èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ïðîôèëÿ îïòè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê àòìîñôåðû. Îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ε 
áóäåò òàêîå, êîãäà ïðè íàèìåíüøåì èñêàæåíèè âîñ-
ñòàíîâëåííîãî ñèãíàëà îáåñïå÷èâàåòñÿ íàèáîëüøåå 
èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì. 
Îöåíêó ε ïðîèçâîäÿò ïî îïðåäåëåííûì êðèòåðèÿì, 
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî. Ïîäðîáíóþ èíôîð-
ìàöèþ î íèõ ìîæíî  íàéòè  â  ðàáîòàõ [17, 26, 27]. 
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Ðèñ. 3. Êîýôôèöèåíòû äåòàëèçàöèè ÄÂÏ òåñòîâîãî ñèãíàëà íà óðîâíÿõ j0 – jm–4: à – âåëè÷èíû dj
0
 – dj

m–4
 äî ïðîöåäóðû 

òðåøîëäèíãà; á – ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé dj
0
 – dj

m–4
; â – âåëè÷èíû dj

0
 – dj

m–4
 ïîñëå ïðîöåäóðû òðåøîëäèíãà 
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Ê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì íà ïðàêòèêå è ðåà-
ëèçîâàííûì â áîëüøèíñòâå ñèñòåì êîìïüþòåðíîé 
ìàòåìàòèêè êðèòåðèÿì îòíîñÿòñÿ: 

1) «Óíèâåðñàëüíûé» êðèòåðèé Äîíîõî–Äæîíñ-
òîíà 

 2log( )j jnε = σ , 

ãäå nj – äëèíà ðåàëèçàöèè âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ 
óðîâíÿ j; σ – äèñïåðñèÿ øóìà. Äèñïåðñèþ ìîæíî 
îöåíèòü, âûáðàâ äîñòàòî÷íî ãëàäêèé ó÷àñòîê èñ-
õîäíîãî ñèãíàëà.  

2) Êðèòåðèé îöåíêè ðèñêà Øòåéíà [28], ìèíè-
ìèçèðóùèé êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü äëÿ 
âûáðàííîé ìîäåëè øóìà 

 ( )
2

*1
j j j

j

R d d
n

ε = − ,  

ãäå Rj(ε) – êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü; d*
j  – 

êîýôôèöèåíòû äåòàëèçàöèè îòôèëüòðîâàííîãî ñèã-
íàëà, dj – êîýôôèöèåíòû äåòàëèçàöèè ñèãíàëà, 
ãèïîòåòè÷åñêè íå ñîäåðæàùåãî àääèòèâíûé øóì. 

3) Ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé. Îòôèëüòðîâàííûé 
ñèãíàë àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ,  
è âûáèðàåòñÿ ε, êîòîðûé ðåàëèçóåò ìèíèìóì ìàêñè-
ìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè, ïîëó÷åííîé 
äëÿ ñàìîé ïëîõîé ôóíêöèè â äàííîì ìíîæåñòâå.  

Ìîäèôèêàöèè dj,k îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî äâóì 
îñíîâíûì ïðàâèëàì [16, 17, 20, 26]:  

 – ïî ïðàâèëó «æåñòêîãî» òðåøîëäèíãà:  
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– ïî ïðàâèëó «ìÿãêîãî» òðåøîëäèíãà:  
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( ) sign( ) max(0, )s jj k j k j kT d d d= − ε . 

Â çàäà÷àõ î÷èñòêè ñèãíàëîâ îò øóìîâ ëó÷øå 
èñïîëüçîâàòü ìåòîä «ìÿãêîãî» òðåøîëäèíãà, â òî 
âðåìÿ êàê â çàäà÷àõ ñæàòèÿ ñèãíàëîâ ÷àùå ïðèìå-
íÿþò ïðàâèëî «æåñòêîãî» òðåøîëäèíãà. «Æåñòêî-
ìó» ïðèñóùè äâà íåäîñòàòêà, êîòîðûå ñíèæàþò åãî 
öåííîñòü äëÿ çàäà÷è øóìîïîäàâëåíèÿ. Ïåðâûé èç 
íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîõðàíåíèå êîýôôèöèåíòîâ 
äåòàëèçàöèè, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå çàäàííîå çíà-
÷åíèå ïîðîãà, ïîäðàçóìåâàåò ñîõðàíåíèå òàêæå øó-
ìà, ïðèñóòñòâóþùåãî â íèõ. Âòîðîé íåäîñòàòîê 
ñâÿçàí ñ âîçíèêíîâåíèåì â ðåçóëüòèðóþùåì ñèãíà-
ëå ïàðàçèòíûõ ãàðìîíèê çà ñ÷åò èñêóññòâåííîãî 
ââåäåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí, îáðàçîâàí-
íûõ èç îáðàùåííûõ â íîëü êîýôôèöèåíòîâ [16]. 
Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîöåäóðû ïîðîãîâîé îáðà-
áîòêè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 

0, 0,

0

, ,

1 1

( ) ( ) ( ) { ( )} ( ).
k kj j jj k j k

k j j k

s t c k t T d k t

∞ ∞ ∞

= = =

= ϕ + ψ∑ ∑∑  (9) 

Â âûðàæåíèè (9) çíà÷åíèå ïîðîãà â Ò ìîæíî âû-
áðàòü îáùèì äëÿ âñåõ óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ (ãëî-
áàëüíûé òðåøîëäèíã) ëèáî èñïîëüçîâàòü ε, èçìå-
íÿþùèéñÿ îò óðîâíÿ ê óðîâíþ (ëîêàëüíûé òðåøîë-
äèíã) è çàâèñÿùèé îò íîìåðà êîýôôèöèåíòà äåòà-
ëèçàöèè (ìèêðîëîêàëüíûé òðåøîëäèíã). Ëîêàëüíûå 
âàðèàíòû òðåøîëäèíãà ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëüíûìè â çàäà÷àõ øóìîïîäàâëåíèÿ, òàê êàê îá-
ëàäàþò áîëüøåé àäàïòèâíîñòüþ ê èñõîäíûì äàí-
íûì â ñðàâíåíèè ñ ãëîáàëüíîé ïîðîãîâîé îáðàáîò-
êîé. Ïðîèëëþñòðèðóåì îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ 
êðèòåðèåâ ïîðîãîâîé îáðàáîòêè íà ïðèìåðå òåñòî-
âîãî ñèãíàëà. 

Íà ðèñ. 4,à ïðèâåäåí ïðîôèëü âîññòàíîâëåííî-
ãî ëèäàðíîãî ýõîñèãíàëà, ñêîððåêòèðîâàííîãî íà 
êâàäðàò ïîñëå ïðèìåíåíèÿ «ìÿãêîãî» ëîêàëüíîãî 
òðåøîëäèíãà ê êîýôôèöèåíòàì äåòàëèçàöèè dj,k 
(ñì. ðèñ. 3,à) ïî îïèñàííûì âûøå êðèòåðèÿì. Êî-
ýôôèöèåíòû äåòàëèçàöèè dj,k, ïðîøåäøèå ïðîöåäóðó 
òðåøîëäèíãà (êðèòåðèé Øòåéíà), ïðåäñòàâëåíû íà 
ðèñ. 3,â. 

Èç ðèñ. 4,à âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîðîãà ε, 
ðàññ÷èòàííîãî ïî êðèòåðèþ Øòåéíà, äàåò áîëåå ïðè-
åìëåìûå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëüíûì 
è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèÿìè. Ïðè ýòîì øóì â ëè-
äàðíîì ñèãíàëå ïîäàâëÿåòñÿ áåç çíà÷èòåëüíîãî èñ-
êàæåíèÿ ñàìîãî ýõîñèãíàëà. Â äèàïàçîíå äàëüíîñòè 
îò 3 äî 4 êì ñðåäíÿÿ âàðèàöèÿ àìïëèòóäû ñèãíàëà 
ñíèæàåòñÿ ñî 190% â èñõîäíûõ äàííûõ äî 12%  
â  âîññòàíîâëåííîì ïîñëå òðåøîëäèíãà ýõîñèãíàëå. 

Òåïåðü ïðîèëëþñòðèðóåì âîçìîæíîñòè øóìî-
ïîäàâëåíèÿ ñèãíàëîâ íà ïðèìåðå ëèäàðíîãî ýõîñèã-
íàëà êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ (ÊÐ) ìîëåêóëàìè 
àçîòà, çàðåãèñòðèðîâàííîãî â ðåæèìå ñ÷åòà ôîòî-
íîâ. Øóìîâàÿ êîìïîíåíòà, ðåãèñòðèðóåìàÿ ñèñòå-
ìîé ñ÷åòà ôîòîíîâ, ñîñòîèò èç èìïóëüñîâ óïðóãîãî 
ðàññåÿíèÿ, ïîñòóïàþùèõ ÷åðåç áîêîâûå ëåïåñòêè 
èíòåðôåðåíöèîííîãî ôèëüòðà, èìïóëüñîâ, âûçâàí-
íûõ ñâå÷åíèåì çâåçäíîãî íåáà, è «òåìíîâûõ» èì-
ïóëüñîâ ôîòîêàòîäà. Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî ðåãèñòðè-
ðóåìûé ñèãíàë áûë ñëàáûì, îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà óæå íà äèñòàíöèè 5 êì äîñ-
òèãàëà 40%, à íà 10 êì ïðåâûøàëà 80%. Íà ðèñ. 4,á 
ïðèâåäåíû èñõîäíûé (êðèâàÿ 1) è âîññòàíîâëåííûå 
ëèäàðíûå ñèãíàëû (êðèâûå 2 è 3). 

Ïîðîãîâàÿ îáðàáîòêà êîýôôèöèåíòîâ äåòàëè-
çàöèè ëèäàðíîãî ñèãíàëà ïðîâîäèëàñü ïî ïðàâèëó 
«ìÿãêîãî» òðåøîëäèíãà. Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî-
ðîãà ε ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíêè «óíè-
âåðñàëüíîãî» êðèòåðèÿ Äîíîõî–Äæîíñòîíà. Ïðè 
ýòîì èç ðèñ. 4,á (êðèâàÿ 2) âèäíî, ÷òî è â ñëó÷àå 
ïðèìåíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ε ïðîñëåæèâà-
åòñÿ íàëè÷èå ïàðàçèòíûõ ãàðìîíèê â ëèäàðíîì 
ñèãíàëå. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëíîãî óäàëåíèÿ øó-
ìîâîé êîìïîíåíòû íåîáõîäèìî âûáîðî÷íî óâåëè÷èòü 
ïîðîã äëÿ óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ jm, jm–1 (ðèñ. 4,á, 
êðèâàÿ 3). 
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Ðèñ. 4. Ñèãíàë è åãî ðåêîíñòðóêöèÿ ñèìëåòîì 10-ãî ïîðÿäêà: à – òåñòîâûé ñèãíàë: 1 – èñõîäíûé ñèãíàë; 2 – çàøóìëåí-
íûé ñèãíàë. Ðåêîíñòðóèðîâàííûé ñèãíàë ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû òðåøîëäèíãà ïî êðèòåðèÿì: 3 – Øòåéíà; 4 – Äîíî-
õî–Äæîíñòîíà; 5 – ìèíèìàêñà; á – ëèäàðíûé ñèãíàë (ÊÐ): 1 – èñõîäíûé ñèãíàë; 2 – âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë («ìÿãêèé» 
 òðåøîëäèíã ñ îöåíêîé ε ïî êðèòåðèþ Äîíîõî–Äæîíñòîíà; 3 – òî æå ñàìîå, íî ε äëÿ dj

4
 – dj

3
 óâåëè÷åí â 3 ðàçà 
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íåíèè ñòðóêòóðû ñèãíàëà. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì 
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàñ÷åò çíà÷åíèÿ ïîðîãà ε ïî ñóùå-

ñòâóþùèì êðèòåðèÿì íå âñåãäà äàåò óäîâëåòâîðè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû è íåîáõîäèìî âàðüèðîâàòü âå-
ëè÷èíû ïîðîãà äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìûõ ðå-
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A.D. Ershov. Suppression of the noise component of lidar signals based on discrete wavelet transform. 
The paper considers the procedure of noise suppression in lidar signals based on wavelets. Multiresolution 

analysis is reviewed briefly. It is shown that discrete wavelet transform can be used successfully in such practi-
cal applications as noise suppression in lidar data. In such cases, noise can be suppressed rather efficiently with 
the signal structure kept unchanged. 


