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Ìåòîä îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà ðàñøèðåí íà ñëó÷àé ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ìåòîä ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäà Äàíõýìà äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåé 
ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà – òî÷íî ðåøàåìàÿ çàäà÷à êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè. Ïîëó÷åíî íîâîå âûðàæåíèå äëÿ ðÿäà Äàíõýìà, ðÿä ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 
÷àñòè÷íîìó ñóììèðîâàíèþ èñõîäíîãî ðÿäà. 

 

Ââåäåíèå 
 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ àòìî-
ñôåðû íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ 
öåíòðû è èíòåíñèâíîñòè ëèíèé äâóõàòîìíûõ ìîëå-
êóë è ðàäèêàëîâ O2, OH, CH, HCl, HF è ðÿäà äðó-
ãèõ. Óðîâíè ýíåðãèé äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ Äàíõýìà (òåîðèè âîçìóùå-
íèé) ïî ñòåïåíÿì âðàùàòåëüíîãî J(J + 1) è êîëåáà-
òåëüíîãî (V + 1/2) êâàíòîâûõ ÷èñåë [1]. Îäíàêî 
òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ íå ïðèìåíèìà äëÿ âûñîêîâîç-
áóæäåííûõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ (ÊÂ) ñî-
ñòîÿíèé, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ðÿäû òåîðèè âîç-
ìóùåíèÿ ïëîõî ñõîäÿòñÿ èëè äàæå ðàñõîäÿòñÿ. Êàê 
ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ìå-
òîäû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ. 

Â [2–9] ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ 
(1/N-ðàçëîæåíèå, ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè) 
óæå ïðèìåíÿëèñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÂ-óðîâíåé ýíåð-
ãèè äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ìå-
òîäîâ çíà÷èòåëüíî óëó÷øèëî ðàñ÷åòû, îäíàêî èññëå-
äîâàòü ïðèìåíèìîñòü äðóãèõ ñïîñîáîâ ñóììèðîâà-
íèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è íåîáõîäèìûì. Íî-
âûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìó-
ùåíèé, ïðîâåðåííûå íà ïðèìåðå äâóõàòîìíûõ ìî-
ëåêóë, èìåþùèõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ÊÂ ýíåðãå-
òè÷åñêèé ñïåêòð, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè è äëÿ 
áîëåå ñëîæíûõ ìîëåêóë, íàïðèìåð òðåõàòîìíûõ 

H2O, CH2, H3

+

 è ò.ä. Êàê èçâåñòíî, ðàñ÷åòû ìåòî-
äîì âîçìóùåíèé äëÿ òàêèõ ìîëåêóë âñòðå÷àþòñÿ ñî 
çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ áûñò-
ðîé ðàñõîäèìîñòüþ ðÿäîâ.  

Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ 
ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõ-
ñÿ ðÿäîâ. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â [10], äàí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàòü äàæå 
áûñòðî ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé 
òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ àíãàðìî-
íè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Îíî òàêæå ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñóììè-

ðóåìîé ôóíêöèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäîâ. Ðàíåå 
â [11, 12] áûëî ïðåäñòàâëåíî îáîáùåííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ýéëåðà äëÿ ðÿäîâ Äàíõýìà äâóõàòîìíûõ ìî-
ëåêóë, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü êàê ðÿäû îäíîé 

ïåðåìåííîé. Â äàííîé ñòàòüå ïðîâîäèòñÿ îïðåäåëåí-
íàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ýéëåðà ñ òåì, ÷òîáû ïðè-
ìåíÿòü åãî äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü 
ñòåïåííîé ðÿä Äàíõýìà â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åãî ÷àñòè÷íîìó ñóììèðîâàíèþ. 
 

Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà 
ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåííûõ 

 

Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ x è y 
ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå 
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Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
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f
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ïðè , .i j → ∞  Òîãäà èñõîäíûé ðÿä (1), êîòîðûé ìîæåò 

áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñõî-
äÿùèéñÿ (èëè ñõîäÿùèéñÿ áûñòðåå, åñëè ðÿä (1) 
ñõîäèòñÿ ìåäëåííî) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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Âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå òåì, ÷òî 
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è ïðåîáðàçóåì ðÿä, èñêëþ÷àÿ ïîî÷åðåäíî êîýôôè-
öèåíòû gij èç ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà (4). Ïîëó÷èì 
(äëÿ ñëó÷àÿ n = 3) 
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Åñëè óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ, òî êîýôôèöèåí-
òû ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðîñ-
òîì ñóììàðíîé ñòåïåíè ïî x è y è ðÿä (6) äîëæåí 
ñõîäèòüñÿ áûñòðåå, ÷åì èñõîäíûé.  

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðÿä (6), â îòëè-
÷èå îò (1), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, ò.å. ïðîâå-
äåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåì àï-
ïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíî åãî ÷àñ-
òè÷íîìó ñóììèðîâàíèþ.  

 

Ðÿä Äàíõýìà è îñöèëëÿòîð Êðàòöåðà 
 
Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 

äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä, 
çàâèñÿùèé îò äâóõ ïàðàìåòðîâ [1]: 
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E J Y v J Jν = + +  ∑  (7) 

ãäå v – êîëåáàòåëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî; J – êâàí-
òîâîå ÷èñëî óãëîâîãî ìîìåíòà, à êîýôôèöèåíòû ðÿäà 
Ynm íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Äàíõýìà. Îíè îï-
ðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè 

ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïî ñòå-
ïåíÿì  ñìåùåíèé  èç  ðàâíîâåñíîãî  ïîëîæåíèÿ  [1]. 

Ðÿä Äàíõýìà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì äâóõ 
ïåðåìåííûõ, êîëåáàòåëüíîé y = v + 1/2 è âðàùà-
òåëüíîé x = J(J + 1). Åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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ãäå êîýôôèöèåíòû ïåðåãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òîáû 
Å(0,0) = 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà Äàíõýìà ñî-
îòâåòñòâóåò âûáîðó íóëåâîãî óðîâíÿ çà íà÷àëî îò-
ñ÷åòà ýíåðãèè. 

Ôîðìóëà Êðàòöåðà îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíî-âðà- 
ùàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë  
ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé 
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ãäå À, Â – êîíñòàíòû ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè. 
Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ýòèì ïîòåíöèàëîì èìååò 
òî÷íîå ðåøåíèå, è óðîâíè ýíåðãèè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå âûðàæåíèÿ [13]: 

( )
2

2 2 2

22 2

, 1 2 ( 1)

1 2 1 2 ,

/(2 ),   1 4 2 / ,

K J a v J J b

a b a y x b a b

a B h b A h

−

− − −

 ν = − + + + + +
 

     + + = − + + + +     

= µ = + µ

(10) 

êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Êðàòöåðà. 
Çäåñü µ – ïðèâåäåííàÿ ìàññà äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû, 
ýíåðãèÿ òàêæå îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íóëåâîãî óðîâíÿ 
v = 0, J = 0, êîíñòàíòû a è b âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 

ýíåðãèþ äèññîöèàöèè Ed è ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå re: 
 

 
2 22 2 22 / ,  1 4 2 / .e ed da E r h b E r h= µ = + µ  

Ôîðìóëó (10) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ðÿäà Äàíõýìà ê áîëåå óäîáíîìó âèäó, òàê 

÷òîáû ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä èìåë ëó÷øèå ñâîéñòâà 
ñõîäèìîñòè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ôóíêöèÿ èìåëà 
ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ v 
è J. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Êðàòöåðà äàåò êà÷åñò-
âåííî ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü – 
óðîâíè ýíåðãèè ñîñðåäîòî÷åíû â èíòåðâàëå, îïðåäå-
ëÿåìîì ãëóáèíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, â òî æå âðåìÿ 
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðÿäà Äàíõýìà ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ y = v + 1/2 çàâèñèò îò çíàêà ñòàð-
øåãî ÷ëåíà, ñîõðàíÿåìîãî â ðàçëîæåíèè (7).  

 

Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä Äàíõýìà 
 

Èñïîëüçóÿ (6) è (10), ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå 
ðÿäà î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà Äàíõýìà: 
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Çäåñü ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ïðåäñòàâëåí äî ÷ëå-
íîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Â (11) óäîáíî 
ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ Z1(x) = 1/(x + b) è Z2(x, y) = 

= 1/(y + x + b), òîãäà ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä 
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ïî Z1(x), Z2(x, y): 
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå 

ôîðìóëû (5) è (6) äëÿ îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Ýéëåðà ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü 

íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ 

ÊÂ-óðîâíåé ýíåðãèè äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë. Ïðîöå-
äóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè (5) è (6), ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì èçâåñòíîãî ìå-
òîäà [10] äëÿ ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî îíà ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåíà è äëÿ 

ðÿäîâ òðåõ è áîëåå ïåðåìåííûõ. 
Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä Äàíõýìà (12), â îòëè÷èå 

îò èñõîäíîãî (8), ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëîæåíèå (12) â ðÿä Òåé-
ëîðà ïî ñòåïåíÿì x è y âîçâðàùàåò èñõîäíîå âûðà-
æåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè Äàíõýìà Yij äî ñóììàðíîé 
ñòåïåíè n = i + j = 3. Áîëåå âûñîêèå ÷ëåíû ðàçëî-
æåíèÿ n > 3 äàþò îöåíêó êîýôôèöèåíòîâ Äàíõýìà 
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîãî îòðåçêà 
ðÿäà Äàíõýìà, èñïîëüçóåìîãî íà ïðàêòèêå äëÿ îïè-
ñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ýòè îöåíêè óäîâ-
ëåòâîðÿþò îïðåäåëåííîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëî-
âèþ, îáóñëîâëåííîìó ñîîòíîøåíèåì  

 ( )
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1
, / .

2
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Â òî æå âðåìÿ èñõîäíûé ðÿä ÒÂ ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ν è J èìååò íåâåðíîå àñèì-
ïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, îïðåäåëÿåìàÿ èì ôóíêöèÿ 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ± ∞ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïî-
ñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, îñòàâëåííîãî â ðàçëîæåíèè (7). 

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ÷ë.-êîð. ÐÀÍ 

Ñ.Ä. Òâîðîãîâó çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîääåðæêó  
â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ ÍØ-373.2003.5. 

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 03-02-
16471-à). 
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A.D. Bykov, T.V. Kruglova. Generalized Euler transformation for series of two variables. Application 

to rovibrational energy levels of diatomic molecules. 
Generalized Euler series transformation method is extended for the case of series of two variables. It is  

applied to summation of Dunham series of diatomic molecules. The Kratcer oscillator – the exactly solvable 
problem of quantum mechanics – is used as an approximating function. The new expression for Dunham series 
is obtained, the transformed series is a functional one, which corresponds to the partial summation of the  
original series. 

 
 


