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Ïðåäñêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûé ýôôåêò èñ÷åçíîâåíèÿ ñïîíòàííîãî è âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ó àíñàìá-
ëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî èçëó÷åíèå îáóñëîâëåíî ïåðåõîäàìè ìåæäó âðàùà-
òåëüíûìè óðîâíÿìè ìîëåêóë. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìîëåêóëû èñïîëüçóåòñÿ ðîòàòîð, íåëèíåéíî âçàèìîäåéñò-
âóþùèé ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, è òåîðåòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà èçìåíåíèÿ åãî ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî 
ðåøàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èçìåíåíèÿ  
ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà äîëæíû ïðîèñõîäèòü ñêà÷êîì. Ïðè÷åì ïðè òåìïåðàòóðå íèæå íåêîòîðîãî ïðåäåëà  
ìîæåò èìåòü ìåñòî Áîçå-êîíäåíñàöèÿ ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà, à ñîîòâåòñòâåííî ó ìîëåêóë ïðè òåìïåðàòóðå íè-
æå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ìîæåò èñ÷åçíóòü ñïîíòàííîå è âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ âðàùåíèåì 
ìîëåêóë. 

 

Êâàíòîâûé ðîòàòîð – õîðîøî èçâåñòíûé îáúåêò. 
Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõàòîìíûõ 
ìîëåêóë â âèäå æåñòêîãî ðîòàòîðà øèðîêî èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè àíàëèçå èõ âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé. Îä-
íàêî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîâåäåíèå îòäåëüíî âçÿòîãî 
ðîòàòîðà èçó÷åíî, íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâîéñò-
âåííûå àíñàìáëþ ðîòàòîðîâ, èññëåäîâàíû íå ïîëíî-
ñòüþ, íàïðèìåð, «èñ÷åçíîâåíèå» âðàùåíèÿ ðîòàòîðîâ 
ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû íèæå íåêîòîðîãî ïðå-
äåëà. Ýòîò ýôôåêò ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåòñÿ ó 
ìîëåêóëÿðíûõ ãàçîâ. Êàê èçâåñòíî, ïðè ïîíèæåíèè 
òåìïåðàòóðû ãàçà íèæå íåêîòîðîãî ïðåäåëà åãî òåï-
ëîåìêîñòü ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò âðàùàòåëüíûõ ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóë. Ñ÷èòàåòñÿ [1], ÷òî òàêîå 
ïîâåäåíèå òåïëîåìêîñòè îáóñëîâëåíî íåäîñòàòî÷íî-
ñòüþ ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë 
äëÿ ýôôåêòèâíîãî âîçáóæäåíèÿ âðàùàòåëüíûõ ñî-
ñòîÿíèé. Ýòî îáúÿñíåíèå èìååò ÷èñòî êà÷åñòâåííûé 
õàðàêòåð è, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùèì. Â ÷àñòíîñòè, îíî íå îáúÿñíÿåò «ñòóïåí-
÷àòûé» õàðàêòåð èçìåíåíèÿ òåïëîåìêîñòè. Íàëè÷èå 
æå ýòîé «ñòóïåíè» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â àíñàìáëå 
ìîëåêóë ìîãóò èìåòü ìåñòî êîëëåêòèâíûå ÿâëåíèÿ, 
òàê êàê íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðàÿ Áîçå-êîíäåíñàöèÿ 
ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà. Ýòà êîíäåíñàöèÿ äîëæíà ñêàçû-
âàòüñÿ è íà îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ àíñàìáëÿ ìîëåêóë. 
 Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäèí èç âîç-
ìîæíûõ ìåõàíèçìîâ òàêîé êîíäåíñàöèè è åå âëèÿ-
íèå íà õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ ìîëåêóë ïðè íèçêèõ 
òåìïåðàòóðàõ. 

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè Áîçå-
êîíäåíñàöèè ñîñòîÿíèé àíñàìáëÿ ðîòàòîðîâ áóäåì 
ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñïîñîáîì, ðàçðàáîòàííûì â [2]. 
 Èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì â ýòîì ñïîñîáå 
ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî èçîëèðîâàííûõ êâàíòîâûõ 
ñèñòåì â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò. Ëþáàÿ êâàíòîâàÿ 
ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæåíèåì. Ïîýòîìó 

åñëè âûäåëèòü êàêóþ-ëèáî êâàíòîâóþ ïîäñèñòåìó 
êàê íåêîòîðîå «èçîëèðîâàííîå» îáðàçîâàíèå, òî åå 
ñîñòîÿíèÿ íóæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíî-
ãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó ëþáîå èçìåíåíèå âûäå-
ëåííîé êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêè ñêà-
çûâàåòñÿ íà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ îêðóæàþùèõ 
÷àñòèö, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèÿåò íà ïîäñèñòåìó. 
 Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî äîâîëüíî 
óíèâåðñàëüíûì îïåðàòîðîì, ïîçâîëÿþùèì ó÷åñòü 
âëèÿíèå âûäåëåííîé êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû íà ñåáÿ 
÷åðåç îêðóæàþùóþ ñðåäó, ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå 
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,A BΦ ψ = λ ψ ψ  (1) 

ãäå λ – ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé èíòåíñèâíîñòü îá-

ðàòíîé ñâÿçè; 
^
A  è 

^
B  – îïåðàòîðû, ÿâíûé âèä êî-

òîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé âçàè-
ìîäåéñòâèå ïîäñèñòåìû ñ îêðóæåíèåì; ψ – âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ïîäñèñòåìû.  

Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì âûäå-
ëåííîé ïîäñèñòåìû (ìîëåêóëû) íåîáõîäèìî ïðèíè-
ìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî âñÿêîãî ðîäà êâàíòîâûå 
ôëóêòóàöèè îêðóæåíèÿ â ñâîþ î÷åðåäü âûçûâàþò 
îòâåòíóþ ðåàêöèþ ýòîé ïîäñèñòåìû. Îêðóæåíèå – 
ýòî äðóãèå ìîëåêóëû. Ïðè÷åì ëþáîå èçìåíåíèå 
ñîñòîÿíèé ýòèõ ìîëåêóë ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûì èçìå-
íåíèåì ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé âíóòðè íèõ. Ïðè 
êâàíòîâûõ ïåðåõîäàõ ýòè èçìåíåíèÿ èìåþò õàðàê-
òåð ñêà÷êà, è ïîñêîëüêó êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñò-
âèå ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèì, òî âíåøíèå âîç-
ìóùåíèÿ âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû äîëæíû íîñèòü 
ïðåèìóùåñòâåííî ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â äàëü-
íåéøåì, ïîëàãàÿ àíñàìáëü ðîòàòîðîâ äîñòàòî÷íî 
ðàçðåæåííûì, ñèëüíûå ñòîëêíîâåíèÿ, êîòîðûå, 
êñòàòè, ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîãî  
(â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå) ïî âðåìåíè îïåðàòîðà, 
áóäåì ñ÷èòàòü ìàëîâåðîÿòíûìè. 
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Îáû÷íî [4] àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, èñïûòû-
âàþùèõ ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå, ïðîâîäÿò, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìàëèçì ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Îñîáåííî-
ñòüþ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííûé ó÷åò 
äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ n2 óðàâíåíèé, ãäå n 
– ÷èñëî ïðèíèìàåìûõ âî âíèìàíèå ñîñòîÿíèé êâàí-
òîâîé ïîäñèñòåìû. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íåëèíåéíîé 
ñèñòåìû âñå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìîñâÿçàííû-
ìè, à ïåðåõîä îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó ìîæåò 
íîñèòü õàðàêòåð ñêà÷êà, èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîä-
õîäà ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ïðè ó÷åòå 
äàæå íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ. 
Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå ñîñòîÿíèé âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ðîòàòîðîâ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìàëèç-
ìîì ýôôåêòèâíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé [5], ïîçâî-
ëÿþùèì óìåíüøèòü ÷èñëî àíàëèçèðóåìûõ óðàâíå-
íèé. Ýòè ýôôåêòèâíûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ 
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëåííûå ñ èõ ïîìîùüþ 
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí áûëè áëèçêè 
ê çíà÷åíèÿì, âû÷èñëåííûì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû 
ïëîòíîñòè. Îíè óäîâëåòâîðÿþò íåëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ Øðåäèíãåðà: 
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Â (2), (3) 
^
T  – îáû÷íûé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé 

ýíåðãèè; U– îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè; k – 
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T – òåìïåðàòóðà îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû; α – ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, âåëè÷è-
íà êîòîðîãî ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ òåðìîñòàòà.  

Óðàâíåíèå (2) ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 
èíòåãðàëîâ ïî ïóòÿì Ôåéíìàíà. Ýòîò ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, äîâîëüíî åñòåñòâåííî 
ó÷åñòü ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå. Äëÿ ýòîãî  
â ÷èñëî ïðè÷èí, âëèÿþùèõ íà ðåàëèçàöèþ âîçìîæ-
íûõ òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ íà÷àëüíîå è êîíå÷-
íîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû, ôîðìàëüíî ââî-
äÿòñÿ âñå ñòîõàñòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Òîãäà ïðè 
ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîïàãà-
òîðà (ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Øðå-
äèíãåðà) âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ âêëàäîâ â àìïëèòó-
äó âåðîÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ìîæíî 
ïðîñòî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ýòîãî ïðîïàãàòîðà ïî 
âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé. 
Îòìåòèì, ÷òî çà ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïîçâîëÿþ-
ùèå ó÷èòûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îêðóæåíèÿ 
êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû, âåëè÷èíà äåéñòâèÿ îò ñòî-
õàñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â ôåéíìàíîâñêîì ïðîïàãà-
òîðå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òåì íå ìåíåå ýòî ñòîõàñòè-
÷åñêîå âîçìóùåíèå â óñðåäíåííîì ïðîïàãàòîðå  
ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ α è χ èíòåãðàëüíî ó÷òåíî 
(ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ (2) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî 
ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò àäèàáàòè÷åñêè ìåíÿòüñÿ). Ïî-
ñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2) – ýòî ÷àñòíûé âèä ôóíê-
öèîíàëà Φ(ψ). 

ßâíûé âèä ôóíêöèîíàëà Φ(ψ) îïðåäåëåí, èñ-
õîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé [5]. Âî-ïåðâûõ, 

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû 
^
A  è 

^
B  íå íàðóøà-

þò ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ôåéíìàíîâñêîãî ïðîïàãàòî-
ðà. Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî 
÷òî ðîòàòîðû èñïûòûâàþò óäàðíîå âîçìóùåíèå, èõ 
ðàñïàä ìàëîâåðîÿòåí, ò.å. ýôôåêòèâíûå âîëíîâûå 
ôóíêöèè ñîõðàíÿþò íîðìèðîâêó âî âðåìåíè. Òîãäà 
ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè 
óíèòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòåéøåå 
âûðàæåíèå 
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αΦ ψ = ψ + χ ψ
+ α

 (4) 

êîòîðîå è èñïîëüçîâàíî â (2). 
Îñîáåííîñòüþ âîëíîâûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ (2), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îòíîøåíèÿ 

 1/2
/ ,ψ = ψ ψ ψ% % %  (5) 

ãäå ψ%  – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
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∂ψ  = + χ ψ + ψ ∂ + α  
h   (6) 

Óðàâíåíèå (6) ïîñòðîåíî òàê æå, êàê è (2), ìå-
òîäîì èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì, íî â ïðåíåáðå-
æåíèè îáðàòíîé ñâÿçüþ. Åñëè, èñõîäÿ èç (6), ïî-
ñòðîèòü óðàâíåíèå Íåéìàíà 

 
^ ^

0[ , ] { , } 2i H i T i
t

∂ρ = ρ − α ρ − αχρ
∂

h   (7) 

äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà 

 ρ = ψ ψ% % ,  (8) 

òî îíî ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò  
ñ óðàâíåíèåì [6], ïîñòðîåííûì ïî ìåòîäó Ëýêñà [7] 
(â ýòîì ìåòîäå ïðåíåáðåãàåòñÿ îáðàòíîé ñâÿçüþ) 
ïðè ðåäóêöèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè áîëüøîé ñèñòåìû 
ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïåðàòîðó âûäåëåííîé ïîäñèñòå-
ìû. Â (7) êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò êîììóòà-

òîð, ôèãóðíûå – àíòèêîììóòàòîð. Îïåðàòîð 
^
0H  – 

ãàìèëüòîíèàí èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû. 
 Ñîîòíîøåíèå (5) óêàçûâàåò íà îäèí èç ñïîñî-
áîâ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà 
(2). Îäíàêî èç-çà íåëèíåéíîñòè ýòî óðàâíåíèå äî-
ïóñêàåò è èíûå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì èõ. Ïðè ýòîì 
áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèì èç îïûòíûõ 
äàííûõ èçâåñòíûì ïîñòóëàòîì: äëÿ âîëíîâûõ 
ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå êàêîé-ëèáî óñ-
òîé÷èâîé âî âðåìåíè êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû, ñïðà-
âåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.  

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ýòîò ïîñòóëàò, òî, 
ó÷èòûâàÿ (5), ëþáîå ðåøåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü  
â âèäå 

 ( ) ( ) ( ),
n n

n

t C tψ = ψ∑r r .  (9) 

Çäåñü ( )n
ψ r  – ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîãî 

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà 

 
^1

,
1

n n n n
T U E

i
ψ + ψ = ψ

+ α
  (10)
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ãäå 

 
1

1
n n

E E
i

= − χ
+ α

% .  (11) 

Â (11) 
n

E%  – êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ, âîçíèêàþ-
ùàÿ ïðè ïåðåõîäå îò (6) ê ñòàöèîíàðíîìó óðàâíå-
íèþ Øðåäèíãåðà. 

Êàê èçâåñòíî [8], îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè æåñòêîãî ðîòàòîðà ìîæíî ïðèðàâíÿòü íó-
ëþ. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (10) 
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè óðàâíåíèÿ 

 
^

ψ = ψ ,lm l lmT E   (12) 

ðåøåíèå êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíî: 

 

( )

( )( )
( ) ( ) ( )

ψ = ϑ ϕ =

+ −
= ϑ ϕ

π +

,

2 1 !
cos exp .

4 !

m
lm l

m

m l

Y

l l m
a P im

l m

  (13)  

Â (13) 
m

a  – êîíñòàíòà: 

 
( )
( )

≥= − <

1, 0

1, 0 ;
m

m

a

m

   (14) 

l = 0, 1, 2, 3, … – îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî; 
0, 1, 2, ,m l= ± ± ±K  – ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî;  

ϑ è ϕ – ñôåðè÷åñêèå óãëû; ( )m
lP x  – ïðèñîåäèíåí-

íûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà. 
Êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â (10) 

 ( )2 1 /(2 )lE l l J= +h   (15) 

– ýòî ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ðîòàòîðà, ãäå J  – ìî-
ìåíò èíåðöèè ðîòàòîðà. 

Ó÷èòûâàÿ (12)–(15), êîíêðåòèçèðóåì âûðàæå-
íèå (9): 

 ( ) .

l

lm lm

l m l

C t

=−

ψ = ψ∑∑   (16)  

Â (16) êîýôôèöèåíòû ( )lmC t  â îáùåì ñëó÷àå 

íåðåãóëÿðíûå ôóíêöèè âðåìåíè è ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ îíè ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì. 

Ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå. 
Íåëèíåéíîñòü èñïîëüçóåìîãî â äàííîé ðàáîòå 

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íå âñå 
åãî ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè [2]. 
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî çàñåëåí-
íîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ââåäåì â ðàññìîòðå-

íèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ( ) 2lm lmP C t= . Åñëè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (2), òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
ýòè ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé: 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

1 1 1

2

2

1

m l

lm
l l l m lm

l m l

P
E E P P

t

=

=−

 ∂ α
 = − + χ + + χ

∂ + α   
∑ ∑

h

 

 (l = 0, 1, 2, 3, …; 0, 1, 2, ,m l= ± ± ±K ).   (17) 

Íàèáîëåå âåðîÿòíûå ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà ìîæíî 
íàéòè, åñëè ïðèðàâíÿòü ïðîèçâîäíûå â ëåâîé ÷àñòè 
(17) íóëþ. Îäíàêî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 

 ( ) ( )
1 1

1 1 1

1 1 1

0

m l

l l l m lm

l m l

E E P P

=

=−

 
 − + χ + + χ =
  

∑ ∑    

 ( )0, 1, 2, 3, ; 0, 1, 2, 3, ,l m l= = ± ± ± ±K K (18) 

îïðåäåëèòü íåïîñðåäñòâåííî âñå âîçìîæíûå çíà÷å-

íèÿ ÷èñåë ( ) 2lm lmP C t=  íå óäàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå 

åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (17) ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñ-
ëó, òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ çàñåëåííîñòåé ýíåðãåòè-

÷åñêèõ óðîâíåé 
l

l lm

m l

P P

=−

= ∑  òàêîé àíàëèç ìîæíî 

ïðîâåñòè. 
Èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

 ( ) ( ) ( )
1 1

1

2

2

1

l
l l l l

l

P
E E P P

t

 ∂ α
 = − + χ + + χ

∂ + α   
∑

h

  (19)  

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ çíà÷åíèé lP  

ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé 

 ( ) ( )
1 1

1

0l l l l

l

E E P P

 
 − + χ + + χ =
  

∑ .  (20) 

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé: 
÷èñëà Pl ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî íîëü è 
åäèíèöà. Ïðè÷åì åäèíèöåé ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî 
÷èñëî çàïîëíåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íàõîäÿùå-
ãîñÿ â òåðìîñòàòå ðîòàòîðà íàèáîëåå âåðîÿòíûìè 
ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé, 
ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ãàìèëüòî-
íèàíà.  

Íåëèíåéíîñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò  
ê òîìó, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà îêàçûâàþòñÿ 
âçàèìîñâÿçàííûìè. Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå äèíàìèêè 
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàñåëåííîãî óðîâíÿ íåîáõî-
äèìî îäíîâðåìåííî îòñëåæèâàòü ïîâåäåíèå âñåõ 
íåçàïîëíåííûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ 
íåçàñåëåííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà â îä-
íîìåðíîì ïðèáëèæåíèè êîíñòàíòà Clm(t) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ 

 
( )

( )

( )
( )

 +∂ + α= − + χ +  ∂ + α  

 +α+ + χ  + α  

h

h

h

h

2

2

2
2

2

1

21

1
.

21

lm
lm

lm lm

l lC i
C

t J

l l
C C

J

  

(21)

 

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ èçâåñò-
íûì óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè: 

 ( )dz
z i kzz

dt
= ω + ε + ,  (22) 
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îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ êîòîðîãî õîðîøî èçó÷åíû 
[9,10]. Â (22) z – êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà; ω è k – 
âåùåñòâåííûå íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå; ε – âåùåñò-
âåííûé ïàðàìåòð. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 

 
( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

11
; ;

21

1
.

21

lm

l l
z C

J

l l
k

J

 +
= ω = − +χ  + α  

 +αε = − = − + χ  + α  

h

h

h

h

  

(23)

 

Ïðè âñåõ ε òî÷êà z = 0 â (23) ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æåíèåì ðàâíîâåñèÿ òèïà ôîêóñ. Ïðè÷åì ïðè ε < 0 
(÷òî èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè) ýòîò 
ôîêóñ óñòîé÷èâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïàðàìåòð α 
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ, òî â îòñóòñòâèå 
ñèëüíûõ ðåãóëÿðíûõ ïî âðåìåíè âîçìóùåíèé íàé-
äåííûå «íóëåâûå» ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ 
óñòîé÷èâûìè è ðîòàòîð íå ìîæåò íà íèõ ïåðåéòè èç 
«çàïîëíåííîãî» ñîñòîÿíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðîòà-
òîð, âñëåäñòâèå ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà âîçìó-
ùåíèÿ, äîëæåí íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç ÷èñòûõ ñî-
ñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè îðáèòàëüíîãî 
è ìàãíèòíîãî êâàíòîâûõ ÷èñåë. 

Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê íóëþ, íå-
çàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü (êàê 
èçâåñòíî, ïðè k > 0 è ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ôî-
êóñû z = 0 â (22) ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè)  
è ñîñòîÿíèå ðîòàòîðà äàæå ïîä äåéñòâèåì ñëàáîãî 
âîçìóùåíèÿ ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Óêàçàííîå îáñòîÿ-
òåëüñòâî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü çàêîíîìåðíîñòè ïå-
ðåõîäà îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê äðóãîìó. 
  Óðàâíåíèå (22) èìååò îñîáåííîñòü òèïà ñêëàä-
êè, ïîýòîìó ïðè ïîäõîäå ε ê íóëþ ñ îòðèöàòåëüíîé 
ñòîðîíû ïðè íåêîòîðîì ìàëîì, íî îòëè÷íîì îò íó-
ëÿ çíà÷åíèè |  ε |= δ èìåþùèåñÿ âîçìóùåíèÿ ìîãóò 
âûêèíóòü ñèñòåìó èç îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ [9–11]. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ïåðåñêî÷èò èëè  
ê äðóãîìó äàëåêîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, èëè  
ê êàêîìó-ëèáî ïðåäåëüíîìó öèêëó, èëè äðóãîìó 
áîëåå ñëîæíîìó ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó. Ïðî-
èñõîäèò «êàòàñòðîôà». Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α  ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷å-
ñêîãî çíà÷åíèÿ (ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå Øðåäèíãå-
ðà âñå åùå îñòàåòñÿ íåëèíåéíûì) âîçìîæíû ñêà÷êî-
îáðàçíûå èçìåíåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Êàê ïðè 
ýòîì ìåíÿåòñÿ çàñåëåííîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-
íåé, ðàññìîòðèì â äâóõóðîâíåâîì ïðèáëèæåíèè. 
 Ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåõîä çàòðàãèâàåò òîëüêî äâà 
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿ, âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, 
îïðåäåëÿþùóþ ñîñòîÿíèå ðîòàòîðà: 
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1 1 1 1

2 1
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lm l m lm l m

l l kT
P P P P

J

 +
+ + = Φ     

h
  (24) 

Äîïóñòèì, ÷òî ðîòàòîð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíþ ýíåðãèè 

lE . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ÷èñåë
1l

P  ñïðàâåäëèâî 

 
1

1

1

1, ;

0, .
l

l l
P

l l

=
=  ≠

  (25) 

Ïðè÷åì â ñèëó âûøåîòìå÷åííûõ îáñòîÿòåëüñòâ 
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòëè÷íûì îò íóëÿ ÿâëÿåòñÿ 
òîëüêî îäíî ÷èñëî Plm.  

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà l è l1 ñîâïà-
äàþò, ïðè÷åì l ≠ 0. 

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè 
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 

 
1

1lm lmP P+ = ,  (26) 

èç (24) ñëåäóåò 

 
1

0,

0.

lm
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P

t

P

t

∂ =
∂

∂
=

∂

   (27) 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ (22), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ñòî-
õàñòè÷åñêîì âîçìóùåíèè ðîòàòîðà êâàíòîâûå ïåðå-
õîäû âîçìîæíû òîëüêî ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàç-
ëè÷íîé ýíåðãèåé.  

Â ñëó÷àå, êîãäà l ≠ l1, çàñåëåííîñòü êâàíòîâûõ 
ñîñòîÿíèé, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (24). Ïàðàìåòðàìè, ïî-
çâîëÿþùèìè ñóäèòü î õàðàêòåðå ñòàöèîíàðíûõ ñî-
ñòîÿíèé ðîòàòîðà è äèíàìèêå èõ èçìåíåíèÿ, ÿâëÿ-
þòñÿ ÿêîáèàí ñèñòåìû óðàâíåíèé (24) 

 1 1 1 11 1

1 1 1 11 1

( , ) ( , )
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′ ′Φ Φ
  (28) 

è ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ÿêîáèàíà 

 
1 1 1 11 1

( , ) ( , ),
lm l mP Plm l m lm l mF P P P P′ ′σ = + Φ  (29) 

âû÷èñëåííûå â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ (ïîëàãàåì, ÷òî 

1 1
1; 0lm l mP P= = ) [12]. 

Çíà÷åíèÿ ýòèõ êîíñòàíò âáëèçè òî÷åê ðàâíîâå-
ñèÿ çàâèñÿò îò âåëè÷èíû îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî 
÷èñëà, ìîìåíòà èíåðöèè, òåìïåðàòóðû è ïàðàìåòðà α: 

 
( )2 2

1 12

11
( 1) ( 1) ;

(1 )

l l
kT l l l l

J J

 +α ∆ = + + − +     + α    

h
  

  (30) 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1
2

2 1 1
1

l l l l kT
J

 α  
 σ = + − + +  + α   

h

h

.  (31) 

Ïîñêîëüêó ∆ ≠ 0, òî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ «ãðóáûìè»: âáëèçè íèõ íåò äðóãèõ ïîëîæåíèé 
ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó, åñëè ðîòàòîð âûéäåò èç ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî ïðè óñëîâèè, ÷òî íå âîç-
íèêíåò êàêèõ-ëèáî óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, îí èëè ïå-
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ðåéäåò â äðóãîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, èëè âåðíåòñÿ 
â èñõîäíîå. 

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ 
ðîòàòîðà ïîäðîáíåå. 

Ïóñòü l > l1. Â ýòîì ñëó÷àå ∆ > 0. Èìååò ìåñòî 
óçåë [12]. Ïðè÷åì, ïîñêîëüêó σ > 0, ýòà òî÷êà ðàâ-
íîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ïîýòîìó ïðè íàëè-
÷èè ïðåäïîñûëîê «êàòàñòðîôû» ðîòàòîð ìîæåò 
âûéòè èç íåå ñêà÷êîì. Êàêèõ-ëèáî óñòîé÷èâûõ 
öèêëîâ çäåñü íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè  
â ðåçóëüòàòå âûõîäà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðî-
òàòîð îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì ñóïåðïî-
çèöèåé âîëíîâûõ ôóíêöèé âåðõíåãî è íèæíåãî ñî-
ñòîÿíèÿ, ñîãëàñíî (5) ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä 

 + α + ψ = − ψ + ×  + α 

 + α + α +   × − ψ − +    + α + α    

α + + −  + α 

h

h h

h

1

1

1

2

21 1

2 2

1

22 1 1

2

( ) ( 1)
exp

2 (1 )

( ) ( 1) ( 1)
exp exp

2 (1 ) (1 )

( 1)
exp ,

(1 )

l l k

l l

l

i l l
C t C

J

i l l l l
t C t

J J

l l
C t

J
 

òî â èòîãå îí ïåðåéäåò ñî âðåìåíåì íà íèæíèé 
ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü. 

Ðàññìîòðèì âòîðîé âàðèàíò: 1l l< . 
Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñåä-

ëîì è òàêæå íåóñòîé÷èâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàñåëåí-
íîñòü íèæíåãî óðîâíÿ ðîòàòîðà òàê æå, êàê è ïðè 
l > l1, ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì. Îäíàêî çäåñü èìå-
åò ìåñòî îäíî âàæíîå îòëè÷èå. Òàêîãî ðîäà èçìåíå-
íèÿ âîçìîæíû íå âñåãäà.  

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûâåñòè ðîòàòîð èç ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàê, ÷òî åãî íîâîå ñîñòîÿíèå áó-
äåò îïèñûâàòüñÿ ñóïåðïîçèöèåé âèäà (32), òî ñî 
âðåìåíåì ðîòàòîð áóäåò âîçâðàùàòüñÿ â èñõîäíîå 
ñîñòîÿíèå. Âîîáùå òðàåêòîðèÿ âûõîäà ðîòàòîðà èç 
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåòëþ, 
êàñàþùóþñÿ ñåïàðàòðèññû ñåäëà [12]. Óñòîé÷è-
âîñòü ýòîé ïåòëè çàâèñèò îò çíàêà ïàðàìåòðà σ [12]. 
Åñëè ýòîò ïàðàìåòð â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ îòðèöàòå-
ëåí, òî ïåòëÿ óñòîé÷èâà; åñëè ïîëîæèòåëåí – íåóñ-
òîé÷èâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå 
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîòàòîðà âîçìîæíî òîëüêî, 
åñëè σ > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñëå âûõîäà ðî-
òàòîðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàæå ïðè ñóùåñò-
âîâàíèè ïðåäïîñûëîê äëÿ êâàíòîâîãî ñêà÷êà, îí 
âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. À ýòî çíà÷èò, ÷òî  
è âåðõíåå ñîñòîÿíèå â êîíå÷íîì èòîãå îêàæåòñÿ 
íåçàñåëåííûì. Èç (31) ñëåäóåò, ÷òî ðîòàòîð íå ìî-
æåò ñêà÷êîì ïîìåíÿòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè 
 

 ( ) ( )
2

1 1 1 2 1 ,T l l l l
kJ

 < + − + 
h

 (33)  

ò.å. ïðè òåìïåðàòóðå íèæå ïðåäåëà, îïðåäåëÿåìîãî 
(33), ðîòàòîð, ïîïàâ â íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, íå ñìîæåò ïåðåéòè èç íåãî íà âåðõíèé óðîâåíü 
áåç ñèëüíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 
åñëè ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëü ðîòàòîðîâ, òî ó íèõ 
ïðè òåìïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé 

 2
2T kJ< h   (34) 

âñëåäñòâèå ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè òåðìîñòàòà áóäåò 
çàñåëåíî òîëüêî íèæíåå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. 
Òàêèì îáðàçîì, áóäåò èìåòü ìåñòî Áîçå-
êîíäåíñàöèÿ ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà. Êàê ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ, èìåííî ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ â òåïëîåìêî-
ñòè ãàçîâ. Âàæíûì ñâîéñòâîì òàêèõ ñîñòîÿíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ è òî, ÷òî ó àíñàìáëÿ ðîòàòîðîâ äîëæíî îò-
ñóòñòâîâàòü êàê ñïîíòàííîå, òàê è âûíóæäåííîå 
èçëó÷åíèå. È ïðè òåìïåðàòóðå íèæå ïðåäåëà, îïðå-
äåëÿåìîãî (34), êàêîå-ëèáî èçëó÷åíèå, îáóñëîâëåí-
íîå âðàùåíèåì, èñ÷åçàåò: ìîëåêóëû ñòàíîâÿòñÿ 
«íåâèäèìûìè». 
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V.N. Ivanov, I.V. Ivanov. Possble effect of emission «collapse» in an ensemble of interacting mole-

cules. 
The possible effect of collapse of spontaneous and stimulated emission in an ensemble of interacting mole-

cules is predicted. It is supposed that this emission is caused by transitions between rotational levels of mole-
cules. A molecule is modeled by a rotator nonlinearly interacting with the environment, and the dynamics of its 
state is theoretically investigated. For this purpose the non-linear Schrodinger equation is solved. It is obtained, 
that under centain conditions rotator states should change in a jump. And at the temperature below some limit, 
the Bose condensation of rotator states can take place, so in molecules at the temperature below the critical 
value spontaneous and stimulated emission attributed to rotation of molecules can disappear. 


