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Ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåííîãî â ïðåäûäóùèõ ÷àñòÿõ ñòàòüè àëãîðèòìà ïðè ìà-
òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èçìåðåíèé ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èí-
òåíñèâíîñòè ñ àïïàðàòíîé ôóíêöèåé ïðèáîðà. Ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ ýôôåêòèâíîãî âû-
÷èñëåíèÿ óêàçàííîé ñâåðòêè. Ïðåäëîæåíû íîâûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü ðàñ÷å-
òîâ, è ìîäèôèêàöèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íåìó âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, îïèñàííîãî âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè. 

 

Ââåäåíèå 

Â ïåðâûõ äâóõ ÷àñòÿõ ñòàòüè [1,2] ðàññìîòðå-
íû ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ çà-
äà÷ ðàññåÿíèÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå è 
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì 
äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. Íî ïðè ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èçìåðåíèé, âûïîëíÿå-
ìûõ ðåàëüíûìè ïðèáîðàìè, âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè ïîëó÷åííîé ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ñ àïïàðàòíîé 
ôóíêöèåé (ôóíêöèÿìè) ïðèáîðà [3]. Â ïðèáëèæå-
íèè âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé òîëüêî ñïåê-
òðàëüíîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü 
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ãäå z, ϑ, ϕ – âûñîòà, íàäèðíûé óãîë è àçèìóò âèçè-
ðîâàíèÿ [1]; y(ν) – àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðè-
òåëüíîãî ïðèáîðà; I(∆ν, z, ϑ, ϕ) – èíòåíñèâíîñòü  
íà âûõîäå ïðèáîðà (ìîäåëèðóåìàÿ âåëè÷èíà), 
I(ν, z, ϑ, ϕ) – ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü  
ñ ÷àñòîòîé ν íà âõîäå ïðèáîðà. Äëÿ ïîëÿðèçîâàííî-
ãî èçëó÷åíèÿ [2] èíòåíñèâíîñòè â (1) çàìåíÿþòñÿ 
íà âåêòîðû Ñòîêñà, à àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ y(ν) – 
íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 4 × 4. Ïðè 
ýòîì ôîðìóëà (1) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ êàæäîé èç 
êîìïîíåíò âåêòîðà Ñòîêñà, íåîáõîäèìàÿ êîìïîíåí-
òà â çíàìåíàòåëå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû y(ν) íà åäèíè÷íûé âåêòîð. Òàêèì îá-
ðàçîì, ó÷åò ïîëÿðèçàöèè íå âíîñèò íîâûõ ïðîáëåì 
â ìîäåëèðîâàíèå èçìåðåíèé è ëèøü ðàäè êðàòêîñòè 
äàëåå äîãîâîðèìñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ñêàëÿðíîé ôîðìîé 
çàïèñè (1). 

Êàê îòìå÷åíî â [1], ïðè çàäàííûõ õàðàêòåðè-
ñòèêàõ ïðèáîðà: àïïàðàòíîé ôóíêöèè y(ν) è îïðåäå-
ëÿåìûõ åþ ãðàíèöàõ ν1 è ν2 ñïåêòðàëüíîãî èíòåðâà-
ëà ∆ν ôîðìàëüíî çàäà÷à ñâîäèòñÿ òîëüêî ê ðàñ÷åòó 
ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè I(ν, z, ϑ, ϕ), àë-
ãîðèòì êîòîðîãî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðèâåäåí â [2]. Îäíà-
êî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðè ïðèìåíåíèè êâàäðà-
òóðíûõ ôîðìóë ê ÷èñëèòåëþ (1) âîçíèêàþò òðóäíî-
ñòè, ñâÿçàííûå ñ îáóñëîâëåííûìè ñåëåêòèâíûì ìî-
ëåêóëÿðíûì ïîãëîùåíèåì ñèëüíûìè îñöèëëÿöèÿìè 

ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè I(ν, z, ϑ, ϕ), ÷òî 
âûâîäèò çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ â (1) çà ðàìêè ÷èñ-
òî òåõíè÷åñêîé è òðåáóåò ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ 
àëãîðèòìîâ óêàçàííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñîáåííî 
ýòî âàæíî ïðè ó÷åòå ðàññåÿíèÿ, ãäå è ðàñ÷åò ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè òàêæå äîñòàòî÷íî 
ñëîæåí è ãðîìîçäîê [1, 2]. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êðàò-
êèé îáçîð èçâåñòíûõ ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ è ïðåä-
ëàãàåòñÿ íîâûé ïðèåì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1). 
Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà øèðèíó èíòåðâàëà 
∆ν, íåÿâíî ïðèñóòñòâóþùèå â íåêîòîðûõ àëãîðèò-
ìàõ, íå ñíèæàþò èõ îáùíîñòè, ïîñêîëüêó èíòåãðàë 
ïî ëþáîìó, ñêîëü óãîäíî áîëüøîìó, èíòåðâàëó ∆ν 
ìîæåò áûòü ðàçáèò íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî òðåáóå-
ìûì ìàëûì èíòåðâàëàì.  

Áîëüøèíñòâî èç ïðèâîäèìûõ íèæå àëãîðèòìîâ 
èñïîëüçîâàëîñü àâòîðîì ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñ-
ëåíèÿõ. 

Íåìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå 

Åñëè èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ∆ν  äîñòàòî÷íî 
ìàë, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì íà íåì âñåõ 
âåëè÷èí, êðîìå îáúåìíîãî êîýôôèöèåíòà ìîëåêó-
ëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèé áåç ó÷åòà 
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ðàññåÿíèÿ ýòî ïðèâîäèò ê øèðîêî èñïîëüçóåìîìó 
ïðèáëèæåíèþ íåìîíîõðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðî-
ïóñêàíèÿ [3], êîãäà èíòåãðàë (1) âû÷èñëÿåòñÿ òîëü-
êî äëÿ îòäåëüíîé ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ ïî ìîëåêó-
ëÿðíîìó ïîãëîùåíèþ (ñì. [1, ôîðìóëó (3)]), à äëÿ 
âñåõ ïðî÷èõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ íà ∆ν è èíòåíñèâíîñòü íà âûõîäå ïðèáîðà ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ ñ óêàçàííûìè âåëè÷èíàìè êàê äëÿ ìî-
íîõðîìàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.  

Ïðè ó÷åòå ðàññåÿíèÿ äëÿ çàïèñè èíòåíñèâíîñòè 
â âèäå ðÿäà ïî êðàòíîñòÿì ðàññåÿíèÿ è îòðàæåíèÿ – 
[1, ôîðìóëû (20), (23)], îòäåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå 
îïåðàòîðîâ ïî ÷àñòîòå âûïîëíèòü íåëüçÿ. Îäíàêî 
ýòî íå îçíà÷àåò ïðèíöèïèàëüíóþ íåâîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íåìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ – 
âñå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ çàäà÷, ñïåêòðàëüíûõ èí-
òåðâàëîâ è òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Â àë-
ãîðèòìå, ïðèâåäåííîì â [2], èíòåãðèðîâàíèþ ïî (1) 
ïîäëåæàò îïåðàòîð ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ ′ ′

0( , , )T j j k   

è àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ω τ0[ ( )]j .  

Ìîæíî óêàçàòü äâà ñëó÷àÿ, êîãäà íåìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷-
íûì: ïðè çíà÷èòåëüíîì ïðåîáëàäàíèè ïîãëîùåíèÿ 
íàä ðàññåÿíèåì (ω0 → 0) â ïðåäåëå, äàþùåì ìàòåìà-
òè÷åñêè êîððåêòíûé ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ðàññåÿíèÿ, 
è íàîáîðîò – ïðè çíà÷èòåëüíîì ïðåîáëàäàíèè ðàñ-
ñåÿíèÿ íàä ïîãëîùåíèåì (ω0 → 1) â ïðåäåëå, äàþ-
ùåì îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ ñåëåêòèâíîñòè ïîãëîùåíèÿ. 
 

Âûáîð íåðàâíîìåðíîé ñåòêè  
èíòåãðèðîâàíèÿ 

 Äëÿ îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ â (1) 
øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò âûáèðàòü  
ñ ó÷åòîì êîíêðåòíûõ îñîáåííîñòåé ñïåêòðàëüíîé 
çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè I(ν, z, ϑ, ϕ). Ïðè ýòîì 
äëÿ äîñòèæåíèÿ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ óäîáíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé ñ óä-

âîåíèåì øàãà. Ïóñòü = ∫ ( )

b
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÷àëüíàÿ ñåòêà xi, = 1,...,i N  ( =1x a , =Nx b ). Òîãäà 

 
− −

−
= =

= + ∆ + − ∆∑ ∑
1 2 1

1 , ,

1 1

/2 (2 1) ,( )

m
N

m m i m i i m

i k

Y Y f x k    

 
−

+
=

= + ∆∑
1

0 1 ,0

1

1
( ) ( ) ,

2
( )

N

i i i

i

Y f x f x   

 +∆ = −, 1( )/2mi m i ix x . (2) 

Èòåðàöèè ïî (2) ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäà |Ym – Ym–1| < ε, 
ãäå ε – ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëåíèé. Àëãîðèòì (2) î÷åíü óäîáåí òåì, ÷òî ñêîëüêî 
áû íè ïîòðåáîâàëîñü èòåðàöèé, ôóíêöèÿ f(x) âû-
÷èñëÿåòñÿ â êàæäîé òî÷êå ñåòêè èíòåãðèðîâàíèÿ 
òîëüêî îäèí ðàç è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äàæå 
íå òðåáóåòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. 

Ïðè ïðèìåíåíèè (2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà 
(1) îñíîâíîé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ âûáîð íà÷àëüíîé 

÷àñòîòíîé ñåòêè ′ν ,i = 1, ...,i N . Î÷åíü ïðîñòûì, íî 

äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ïðèåìîì îêàçàëñÿ âûáîð 
â êà÷åñòâå ′νi  ëèáî öåíòðàëüíûõ ÷àñòîò ñîäåðæàùèõ-

ñÿ â èíòåðâàëå ∆ν ëèíèé ïîãëîùåíèÿ, ëèáî ÷àñòîò 
ïîñåðåäèíå ìåæäó íèìè (ëèáî è òåõ, è äðóãèõ). 
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè èòåðàöèÿõ ïî (2) 
ãàðàíòèðóåòñÿ ó÷åò âñåõ ñïåêòðàëüíûõ îñîáåííî-
ñòåé, ñâÿçàííûõ ñ êàæäîé ëèíèåé ïîãëîùåíèÿ, ïðè 
ýòîì âûáîð öåíòðàëüíûõ ÷àñòîò ýôôåêòèâåí ïðè 
ñëàáîì ïîãëîùåíèè, à ñåðåäèííûõ – ïðè ñèëüíîì. 
Ïîõîæàÿ, íî áîëåå ñëîæíàÿ ñõåìà âûáîðà ′νi  ïðåä-

ëîæåíà â [4], ãäå äëÿ êàæäîé ëèíèè çàäàåòñÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ÷àñòîòíàÿ ñåòêà, ñ ñóùåñòâåííî ðàçíûì 
øàãîì äëÿ öåíòðà, ïåðèôåðèè è êðûëüåâ ëèíèè. 
 

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî 

Èíòåãðàëû âèäà (1) èäåàëüíî ïîäõîäÿò äëÿ 
âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòè (Ñòèëü-
òüåñà) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî 

 ψ ν∆ν ϑ ϕ ≡ ν ϑ ϕ( )( , , , ) [ ( , , , )]I z I zM ,  
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óòâåðæäàþùåå, ÷òî èñêîìàÿ èíòåíñèâíîñòü åñòü 
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èí-
òåíñèâíîñòè, ÷àñòîòà êîòîðîé òðàêòóåòñÿ êàê ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå 
[ν1, ν2] ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ψ(ν), âû÷èñëÿå-
ìîé äëÿ àïïàðàòíîé ôóíêöèè ïðèáîðà y(ν) ïî (3). 
Òàêèì îáðàçîì, cìîäåëèðîâàâ ÷àñòîòó êàê ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó è çàäàâøèñü îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ 
ðàñ÷åòîâ, ìîæíî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü 
èíòåãðàë (1), ÷òî è áûëî ðåàëèçîâàíî â ðàáîòàõ 
[4, 5]. Ïîäðîáíî àëãîðèòì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé ÷àñòîòû è îöåíêè òî÷íîñòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ îïèñàí â [5].  

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ñî çíà-
÷åíèÿìè, êàê ïðàâèëî, ïîðÿäêà ïðîöåíòà, îäíàêî 
åñëè îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà òîëüêî ðàññåÿí-
íîãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå îáû÷íî ñîñòàâ-
ëÿåò íåçíà÷èòåëüíóþ äîëþ îò ïðÿìîãî, òî ìîæåò 
îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíûì è ïðè âûñîêîòî÷íûõ ðàñ-
÷åòàõ. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî íå ñâÿçàí 
îãðàíè÷åíèÿìè íà øèðèíó èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðèíöèïèàëüíóþ 
âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê î÷åíü øèðîêèì 
ñïåêòðàëüíûì èíòåðâàëàì, íàïðèìåð â çàäà÷àõ 
ýíåðãåòèêè àòìîñôåðû. 

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ  
ïî êîýôôèöèåíòó ïîãëîùåíèÿ  

(k-ìåòîä) 
Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé è øèðîêî èñïîëüçóå-

ìûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä, ôàêòè÷åñêè ñâÿçàí-
íûé ñ ïåðåõîäîì îò èíòåãðèðîâàíèÿ â (1) ïî  
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÷àñòîòå ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ïîÿâëåíèÿ â èíòåðâàëå [ν1, ν2] çíà÷åíèé îáúåì-
íîãî êîýôôèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ èëè 
åãî ïðîôèëÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé àòìîñôåðû. Ïðè 
ýòîì îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íà èíòåðâàëå èíòåãðèðî-
âàíèÿ ëèáî ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, ëèáî, êàê, íà-
ïðèìåð, äëÿ àïïàðàòíîé ôóíêöèè, âû÷èñëÿåòñÿ èõ 
ñîâìåñòíàÿ ñ îáúåìíûì êîýôôèöèåíòîì ìîëåêó-
ëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Îïè-
ñàííûé ïðèåì ïîçâîëÿåò ìíîãîêðàòíî óìåíüøèòü 
÷èñëî óçëîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïðè âû÷èñëå-
íèè (1), ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ 
íåîñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé.  

Îñíîâû k-ìåòîäà èçëîæåíû, â ÷àñòíîñòè, 
â ìîíîãðàôèè [3], åãî ïðèëîæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ 
âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ – íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [6–
8]. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ðàññìîòðåííûìè ïðèå-
ìàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (1) k-ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñóùåñò-
âåííî áîëåå ñëîæíûì, êðîìå òîãî, îí òðåáóåò âåñü-
ìà çíà÷èòåëüíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ. Ýòè 
îáñòîÿòåëüñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëè-
çàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïüþ-
òåðíûõ êîäîâ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåäîñòàò-
êè k-ìåòîäà, ïîñêîëüêó ðåàëüíî îïòèìèçàöèè ïîä-
ëåæèò íå òîëüêî ñîáñòâåííî âðåìÿ âû÷èñëåíèé, íî 
è âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàçðàáîòêè ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.  

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ k-ìåòîä ìîæåò áûòü 
îñîáåííî óäîáíûì äëÿ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè 
ïàðàìåòðàìè (êîíêðåòíûé ïðèáîð è ñïåêòðàëüíûé 
èíòåðâàë), åãî ýôôåêòèâíîñòü çà ñ÷åò ãðîìîçäêèõ 
ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ 
äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷, ãäå íåîáõîäè-
ìî èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè âû÷èñëÿåìîé èíòåíñèâíî-
ñòè îò âàðèàöèé ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû, 
â òîì ÷èñëå îïðåäåëÿþùèõ îáúåìíûé êîýôôèöèåíò 
ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ. Âñå âûøåèçëîæåííîå 
çàñòàâëÿåò ðàññìàòðèâàòü k-ìåòîä â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà 
ðàññåÿíèÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ëèøü êàê îäíó èç 
àëüòåðíàòèâ, íå èìåþùóþ àïðèîðíûõ ïðåèìóùåñòâ 
ïåðåä äðóãèìè ìåòîäàìè. 

Âàðèàöèîííîå ïðèáëèæåíèå  
ïðè ÷àñòîòíîì èíòåãðèðîâàíèè 

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-
ëà (1), â ÷åì-òî èäåîëîãè÷åñêè áëèçêèé ê k-ìåòîäó, 
íî íå òðåáóþùèé íèêàêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Îí, òàê æå êàê è k-ìåòîä, îñíîâàí íà ãðóï-
ïèðîâêå ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (1) òî÷åê ñåòêè 
íå ïî ïðèíöèïó áëèçîñòè ÷àñòîò ν, à ïî ïðèíöèïó 
áëèçîñòè çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.  

Ïóñòü èíòåðâàë [ν1, ν2] äîñòàòî÷íî ìàë, òàê ÷òî 
âíóòðè íåãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñïåêòðàëüíûìè çà-
âèñèìîñòÿìè âñåõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå îáúåìíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ κ(ν) (íå îáÿçàòåëüíî ìîëå-
êóëÿðíîãî, âîçìîæíî è ñóììàðíîãî ñ àýðîçîëüíûì). 
Â êàæäîì êîíêðåòíîì ðàñ÷åòå (1) âñå ïàðàìåòðû 
àòìîñôåðû (ïðîôèëè òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, êîí-
öåíòðàöèè ïîãëîùàþùèõ èçëó÷åíèÿ ãàçîâ, õàðàêòå-
ðèñòèêè àýðîçîëåé) çàäàíû è ôèêñèðîâàíû. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðîôèëü κ(ν, z) ïðè âû÷èñëåíèè ìîíî-

õðîìàòè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòè I(ν, z, ϑ, ϕ) çàâèñèò 
òîëüêî îò ÷àñòîòû ν . Ïóñòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè 
(1) ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå òðàïåöèé (2) èëè 
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (3) âû÷èñëåíà èíòåíñèâíîñòü 

′ν ϑ ϕ( , , , )iI z , ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðòèêàëüíîìó ïðî-

ôèëþ ′κ ν( , )i z . Ñîõðàíèì èíòåíñèâíîñòü è ïðîôèëü 

â ïàìÿòè êîìïüþòåðà, èñêëþ÷èâ ïðè ýòîì èíôîð-
ìàöèþ î ÷àñòîòå, ò.å. ïåðåéäåì ê âåëè÷èíàì 
Ii(z, ϑ, ϕ) è κi(ν). Ïóñòü òåïåðü ïðè âû÷èñëåíèè äëÿ 
î÷åðåäíîé ÷àñòîòû ′ν j  ïðîôèëü ′κ ν( , )j z  îêàçàëñÿ 

äîñòàòî÷íî áëèçîê ê ïðîôèëþ κi(z), íàïðèìåð, äëÿ 
âñåõ z: 

 ′κ ν − κ < ε| ( , ) ( ) | ,j iz z  (4) 

ãäå ε – íåêîòîðûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé òî÷-
íîñòü ìåòîäà. Òîãäà, âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ′ν ϑ ϕ( , , , )jI z  

ïî àëãîðèòìó ñ ðàññåÿíèåì, èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöè-
îííîå ïðèáëèæåíèå: 

 ∞

′ν ϑ ϕ = ϑ ϕ +

′δ ϑ ϕ ′ ′ ′+ κ ν − κ
′δκ∫

0

( , , , ) ( , , )

( , , )
[ ( , ) ( )] .

( )

j i

z

i
j i

i
z

I z I z

I z
z z dz

z

 (5) 

Ðàçóìååòñÿ, ïðè ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ èíòåãðàë â (5) 
çàìåíÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ñóììîé, à âàðèàöèîííàÿ 
ïðîèçâîäíàÿ ′ ′δ ϑ ϕ δκ( , , )/[ ( )]i iI z z  – âåêòîðîì ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ îò èíòåíñèâíîñòè ïî îáúåìíîìó 
êîýôôèöèåíòó ïîãëîùåíèÿ â êàæäîì óçëå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.  

Îáùàÿ ëîãèêà àëãîðèòìà ýëåìåíòàðíà – ïî ìå-
ðå ïðîõîäà óçëîâ ÷àñòîòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â (1) 
ïðîôèëü ′κ ν( , )j z  ñðàâíèâàåòñÿ ñî âñåìè õðàíÿùè-

ìèñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ïðîôèëÿìè κ ( ),i z  

= 1, ..., ,i L  è åñëè íàéäåí íîìåð i, äëÿ êîòîðîãî 

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå áëèçîñòè (4), òî èñêîìàÿ èí-
òåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ′ν ϑ ϕ( , , , )jI z  

âû÷èñëÿåòñÿ ïî (5) ìíîãîêðàòíî áûñòðåå, ÷åì ïî 
àëãîðèòìó [2]. Èíà÷å, åñëè óñëîâèå (4) íå âûïîë-
íåíî íè äëÿ îäíîãî κ ( )i z , = 1,...,i L , òî ′ν ϑ ϕ( , , , )jI z  

âû÷èñëÿåòñÿ ïî [2] è ïðîèçâîäèòñÿ çàïîìèíàíèå  

 + ′ϑ ϕ ≡ ν ϑ ϕ1( , , ) ( , , , )L jI z I z ,  

 +

+

′δ ν ϑ ϕδ ϑ ϕ ≡
′δκ δκ ν

1

1

( , , , )( , , )

( ) ( , )

jL

L

I zI z

z z
 è + ′κ = κ ν1( ) ( , )L jz z .  

Õðàíåíèå óêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ  
â ïàìÿòè êîìïüþòåðà íå ñîçäàåò ïðîáëåì ñ ó÷åòîì 
èõ ñîâðåìåííûõ ðåñóðñîâ. 

Óñëîâèå áëèçîñòè (4) íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçóìíî òðåáîâàòü áîëüøåé 
áëèçîñòè ïðîôèëåé íà âûñîòàõ, ãäå çàâèñèìîñòü 
èíòåíñèâíîñòè îò âàðèàöèé κ( )z  ñèëüíàÿ, è ìåíü-
øåé – ãäå ñëàáàÿ. Àíàëîãè÷íî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü è 
îñîáåííîñòè àïïàðàòíîé ôóíêöèè ïðèáîðà. Ýòî 
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé «âåñîâîé» ìîäèôèêàöèè 
óñëîâèÿ áëèçîñòè: 
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δ ϑ ϕ′ ′κ ν − κ ν < ε

δκ
( , , )

( ( , ) ( )) ( ) .
( )

i
j i j

i

I z
z z y

z
 

Íîâûì ìîìåíòîì â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ îäíîâðåìåííî  
ñ èíòåíñèâíîñòüþ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ è ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ îò íåå ïî îáúåìíîìó êîýôôèöèåíòó 
ïîãëîùåíèÿ. Íî èõ âû÷èñëåíèå ìîæåò áûòü ýëå-
ìåíòàðíî âûïîëíåíî äëÿ ñõåìû àëãîðèòìà, ïðèâå-
äåííîãî â [2]. Íèæå â êðàòêîì ñòèëå ïðèâîäÿòñÿ 
ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû, â êîòîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ 
êàê âñå îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòåé [1, 2], òàê è íóìåðàöèÿ 
îïåðàöèé àëãîðèòìà èç [2]. Îïåðàöèè, â êîòîðûå 
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå âíîñÿò èçìåíåíèé, 
ïðîïóñêàþòñÿ. 

1. Ïðîèçâîäíûå îò èíòåíñèâíîñòè ïðÿìîãî 
èçëó÷åíèÿ. Ïóñòü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ îò z0 äî 
z∞ ðàçáèò íà óçëû zm, m = 1, ..., M, è ïóñòü δm – 
ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû 
(ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöà-
òåëüíûìè). Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ (1) èç 
[1] èìååì  

 κ
κ

∂ ν ϑ δ= − ν ϑ
∂κ ν ϑ

1 2
1 2

( , , , )
( , , , )

( , ) cos
m

m

P z z
P z z

z
, (6)  

à äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ (2), (3) èç 
[1] ñ ó÷åòîì (6) 
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2. Ïðîèçâîäíûå îò âåñîâ êâàäðàòóðíîé 
ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îïòè÷åñêîé ãëóáèíå. 
Èõ ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü, ïîñêîëüêó ïåðåìåííîé 
èíòåãðèðîâàíèÿ â àëãîðèòìå [2] ÿâëÿåòñÿ îïòè- 
÷åñêàÿ ãëóáèíà, à íå âûñîòà. Êîíêðåòíûé âèä 
∂d(j, j1, j2)/∂κ(ν, zm) çàâèñèò îò âûðàæåíèÿ d(j, j1, j2) 
÷åðåç óçëû èíòåãðèðîâàíèÿ â èñïîëüçóåìîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëå. Òàê, äëÿ ðåêîìåíäîâàííîé â [2] 
ôîðìóëå òðàïåöèé èìååì:  

 
 ∂ ∂τ + ∂τ −= − ∂κ ν ∂κ ν ∂κ ν 

1 2( , , ) 1 ( 1) ( 1)

( , ) 2 ( , ) ( , )m m m

d j j j j j

z z z
,  

åñëè < <1 2 1 2min( , ) max( , )j j j j j ,  

 
 ∂ ∂τ + ∂τ= − ∂κ ν ∂κ ν ∂κ ν 

1 2( , , ) 1 ( 1) ( )
,

( , ) 2 ( , ) ( , )m m m

d j j j j j

z z z
 

åñëè = 1 2min( , )j j j ,  

 
 ∂ ∂τ ∂τ −= − ∂κ ν ∂κ ν ∂κ ν 

1 2( , , ) 1 ( ) ( 1)
,

( , ) 2 ( , ) ( , )m m m

d j j j j j

z z z
  

åñëè = 1 2max( , )j j j . Äàëåå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 

îïòè÷åñêîé ãëóáèíû [1]:  
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4. Ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè èñõîäíûõ èñ-
òî÷íèêîâ:  

 
∂ ω τ ∂τ= ν τ
∂κ ν α τ ∂κ ν
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5. Ïðîèçâîäíûå îò îïåðàòîðà ïðÿìîãî èçëó-
÷åíèÿ:  

 
 ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂τ ∂τ= − − ′∂κ ν η ∂κ ν ∂κ ν 

0 0( , , ) ( , , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , )
m m m

T j j k T j j k j j

z k z z
.  

6. Ïðîèçâîäíûå îò îïåðàòîðà îäíîêðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ:  

 

′ ′ ′∂ ′ ′ ′= − ×
∂κ ν

  ′∂τ ∂τ ∂τ× + −   ′α τ ∂κ ν η ∂κ ν ∂κ ν  

1
1

( , , , , , )
( , , , , , )

( , )

1 ( ) 1 ( ) ( )
.

[ ( )] ( , ) ( ) ( , ) ( , )

m

m m m

T l l j k j k
T l l j k j k

z

j j j

j z k z z

 

8–11. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ â ýòèõ îïåðà-
öèÿõ àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíîìó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèþ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé, ïîýòîìó ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôîðìóëû çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. 

Àëãîðèòìû áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ 
îáúåìíîãî êîýôôèöèåíòà  

ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ 

Ðàññìîòðèì êðàòêî ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ óñêî-
ðåíèåì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1) ïóòåì ïðèìåíå-
íèÿ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðàñ÷åòå îáúåìíî-
ãî êîýôôèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ. Êàê 
èçâåñòíî, îñíîâíîå âðåìÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ñâÿçàíî  
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñóììèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé 

 
ν ν

=

κ ν = ν ν∑
3 4[ , ]

,( )

1

( , ) ( ) [ ( )] [ , ( ), ( )]

N

k k km k

k

z C z S T z f p z T z , (7) 

ãäå k  – íîìåð ñïåêòðàëüíîé ëèíèè; Cm(k) – êîí-
öåíòðàöèÿ ïîãëîùàþùåãî èçëó÷åíèå ãàçà íîìåð m; 
p – äàâëåíèå; Sk – èíòåíñèâíîñòü; fk – ôóíêöèÿ 
êîíòóðà ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòî-
òîé νk. Ñóììèðîâàíèå â (7) âåäåòñÿ ïî âñåì N ëè-
íèÿì â ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå [ν3, ν4], êîòîðûé  
â îáùåì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øè-
ðîêèì, ÷åì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ â (1) [ν1, ν2].  
 Õîðîøî èçâåñòíûì è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì 
ïðèåìîì óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïî (7) ÿâëÿåòñÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ êðûëüåâîãî âêëàäà ëèíèé, ïðè êîòî-
ðîé ñóììà ÷ëåíîâ ðÿäà (7), äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ 
îò ãðàíèö èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ [ν1, ν2], çàìå-
íÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî äàâëåíèþ. Êîýôôèöèåíòû 
ýòîãî ïîëèíîìà çàâèñÿò îò òèïà ãàçà è òåìïåðàòóðû, 
âû÷èñëÿþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ îïðåäåëåííîãî 
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íàáîðà òåìïåðàòóð, à çàòåì ïðè ðàñ÷åòàõ ïî (7) 
èíòåðïîëèðóþòñÿ äëÿ êîíêðåòíîé ( )T z . Â ñòèëå, 
óäîáíîì äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, àëãîðèòì 
àïïðîêñèìàöèè êðûëüåâîãî âêëàäà ëèíèé èçëîæåí 
â [9] è âîñïðîèçâåäåí â [5].  

Äðóãèì ýôôåêòèâíûì ïðèåìîì, êîòîðûé ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê âìåñòå ñ àïïðîêñèìàöèåé 
êðûëüåâîãî âêëàäà, òàê è áåç íåå, ÿâëÿåòñÿ ñåëåê-
öèÿ ëèíèé. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåíñèâíîñòè ëèíèé  
â (7) îáû÷íî îòëè÷àþòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ, 
ïîýòîìó ñëàáûå ëèíèè ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç 
ñóììû áåç óùåðáà äëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Ïðî-
ñòîé àëãîðèòì ñåëåêöèè áûë ïðåäëîæåí åùå â ðàáî-
òå [10]. Ïîëîæèâ â (7) ν = ν1, çàòåì ν = ν2 è çàíó-
ìåðîâàâ ëèíèè âíå èíòåðâàëà [ν1, ν2], â ïîðÿäêå 
âîçðàñòàíèÿ èõ âêëàäà â ñóììó (7), ìîæíî ïîñëå-
äîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü ïåðâûå íîìåðà (ò.å. ñàìûå 
ñëàáûå ëèíèè), ïîêà ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì èñêëþ÷åíèåì 
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé (7) íå ïðåâûñèò çàäàííîé 
âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì ìîæíî ëèáî ïðåäâàðèòåëüíî 
ïåðåáèðàòü ðàçëè÷íûå ìîäåëüíûå âàðèàíòû ïðîôè-
ëåé òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèé ïîãëî-
ùàþùèõ ãàçîâ, ëèáî ó÷åñòü, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä 
â ñóììó (7) äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì äàâëå-
íèè, ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðå è ìàêñèìàëüíîé 
êîíöåíòðàöèè ãàçà [3], è ïðîâîäèòü ñåëåêöèþ äëÿ 
ýòèõ óñëîâèé, ëèáî èíäèâèäóàëüíóþ ñåëåêöèþ äëÿ 
êàæäûõ ìîäåëüíûõ óñëîâèé ðàñ÷åòîâ. Çàìåòèì, ÷òî 
ïðèìåíåíèå ñåëåêöèè ëèíèé ïîçâîëèëî ïî÷òè â 10 
ðàç óñêîðèòü ðàñ÷åòû ïî àëãîðèòìó, ðåàëèçîâàííî-
ìó àâòîðîì äëÿ ðàáîòû [11].  

Îïèñàííûé ïðèåì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ñåëåê-
öèþ ëèíèé òîëüêî âíå èíòåðâàëà [ν1, ν2]. Ê ñåëåê-
öèè ëèíèé âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ñëå-
äóåò îòíîñèòüñÿ îñòîðîæíî, ïîñêîëüêó âêëàä â (7) 
äàæå ñëàáîé ëèíèè íà ÷àñòîòå, áëèçêîé ê åå öåí-
òðàëüíîé νk, ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ñóùåñòâåí-
íûì. Çäåñü ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîñòîé ïðèåì, ïðèãîä-
íûé äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 
çàäà÷ ñ æåñòêî çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè ðàñ÷åòîâ. 
Ëèíèè âíóòðè [ν1, ν2] ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àþò-
ñÿ èç (7), íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ ñëàáûõ, íî ïðè äàâëå-
íèÿõ, òåìïåðàòóðàõ è êîíöåíòðàöèÿõ, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èõ ìàêñèìàëüíîìó âêëàäó â ñóììó (7). 
Ïðè ýòîì îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå ýòîé ïðîöåäóðû íà 
òî÷íîñòü óæå íå îáúåìíîãî êîýôôèöèåíòà ìîëåêó-
ëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ (7), à ìîäåëèðóåìîé èíòåí-
ñèâíîñòè èçìåðåíèé (1). 

Çàêëþ÷åíèå 

Ðàññìîòðåííûå ïðèåìû îïòèìèçàöèè âû÷èñëå-
íèé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èçìåðåíèé 
âìåñòå ñ àíàëîãè÷íûìè ïðèåìàìè, óïîìÿíóòûìè  
â [2] ïðè èçëîæåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà 

ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà 
ïîëÿ ðàññåÿííîãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå, 
ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü è ðåàëèçîâûâàòü íà êîìïüþòå-
ðàõ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå â ñìûñëå ñêîðîñòè 
âû÷èñëåíèé àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåðåíèé 
òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ïðîöåññû åãî 
ðàññåÿíèÿ íà àýðîçîëüíûõ îáðàçîâàíèÿõ è ïðèãîä-
íûå êàê äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ, òàê è äëÿ 
ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòîâ. 

Àâòîð áëàãîäàðèò Þ.Ì. Òèìîôååâà çà öåííûå 
çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå ïðè îáñóæäåíèè äàííîé 
ðàáîòû. 
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A.V. Vasilev. Step-by-step approximation technique for taking into account thermal radiation scatte- 
ring on aerosol formations in the atmosphere. Part 3. Applications to mathematical simulation of measure-
ments. 

Some resources of the algorithm, which has been described in the previous parts of this article, are pre-
sented and applied to mathematical modeling of measurements keeping in mind the need to calculate the convo-
lution of the monochromatic intensity with spectral instrument function. Short review of basic methods for this 
calculation is given. A new rapid calculation technique and the corresponding modification of the algorithm de-
scribed in Part 2 of this article are suggested. 


