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Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå (ÌÓÏ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç 
íàèáîëåå ìîùíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì îïòèêè àòìîñôåðû è îêåàíà. Àíàëèòè÷åñêèå 
ñëîæíîñòè ÓÏÈ ïîçâîëèëè ñôîðìóëèðîâàòü ëèøü îáùèå, êà÷åñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè è ãðàíèö ïðèìå-
íèìîñòè ÌÓÏ. Âîçìîæåí äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè ðàñ÷åòîâ ñâåòîâûõ ïîëåé â ìóòíîé ñðå-
äå â ÌÓÏ ñ àíàëîãè÷íûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè ÓÏÈ. Îäíàêî ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÓÏÈ â ñðå-
äàõ ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì ìàëîýôôåêòèâíû.  

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îáîáùåíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àè ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 
 

Îñîáåííîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ëþáûõ ïðèðîäíûõ 
ìóòíûõ ñðåä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âçâåøåííûå â íèõ 
÷àñòèöû èìåþò ðàçìåðû ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû, 
÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ìè ïðèâîäèò ê ñèëüíî 
àíèçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ. Òðóäíîñòè àíàëèòè÷åñêî-
ãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ 
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) ïðè àíèçîòðîïíîì ðàñ-
ñåÿíèè ïîðîäèëè ðàçðàáîòêó ñïåöèàëüíûõ ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷èâøèõ îáùåå íàçâàíèå ìàëî-
óãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ (ÌÓÏ) [1]. 

Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ìóòíîé ñðåäå, áóäü òî àò-
ìîñôåðà èëè ìîðñêàÿ âîäà, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ÿâëåíèé ïåðåíîñà, îïèñûâàåìûõ ýêâèâàëåíòíû- 
ìè óðàâíåíèÿìè, íî ðàçëè÷íûìè ïî ôèçè÷åñêîé ïðè-
ðîäå ïàðàìåòðàìè ñðåäû. Ëþáîé ïðîöåññ, õàðàêòå-
ðèçóþùèéñÿ ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòüþ [2], îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì ÓÏÈ. 
Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà êàê âîîáùå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèé ïåðåíîñà, òàê è ÌÓÏ ïðîâîäèëàñü ñïå-
öèàëèñòàìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÌÓÏ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàè-
áîëåå ìîùíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðî-
áëåì îïòèêè àòìîñôåðû è îêåàíà [1]. Ýòî îáóñëîâ-
ëèâàåò âàæíîñòü îïðåäåëåíèÿ åãî òî÷íîñòè è ãðàíèö 
ïðèìåíèìîñòè, òàê æå êàê è ëþáîãî ïðèáëèæåííîãî 
ìåòîäà. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêèå ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ 
ÓÏÈ ïîçâîëèëè ñôîðìóëèðîâàòü ëèøü ïðåäåëüíî 
îáùèå, êà÷åñòâåííî èëëþñòðàòèâíûå îöåíêè [1]. Çäåñü 

âîçìîæåí è äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñðàâíå-
íèè ðàñ÷åòîâ ñâåòîâûõ ïîëåé â ìóòíîé ñðåäå â ÌÓÏ 
ñ àíàëîãè÷íûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè ÓÏÈ. Îä-
íàêî áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èñïûòûâàþò 
òàêæå ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿ ïðè ðåøåíèè ÓÏÈ  
â ñðåäàõ ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì, ÷òî íå 
ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè îöåíêó òî÷íîñòè ÌÓÏ. Â ñòàòüå 
[3] íàìè ïðåäëîæåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ÓÏÈ äëÿ 
ìóòíûõ ñðåä ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿ-
íèÿ, îñâåùåííîé ïëîñêèì ìîíîíàïðàâëåííûì (ÏÌ) 
èñòî÷íèêîì, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ 
óêàçàííîé çàäà÷è. 

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ÓÏÈ äëÿ ÏÌ-èñ- 
òî÷íèêà ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå îáëó÷åíèÿ ïîëó-
áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ ìóòíîé ñðåäû 
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ˆ( , , ) ( , )τ µ ϕ ≡ τL L l  – ÿðêîñòü ñâåòîâîãî ïîëÿ íà îï-

òè÷åñêîé ãëóáèíå τ = εz â íàïðàâëåíèè 

 ˆ ˆ ˆ{ ; ; }, ( , );2 2
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Λ – àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ; ε – ïîêàçàòåëü 

îñëàáëåíèÿ; ˆ ˆ( , )′x l l  – èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ñðåäû; 
 

 ˆ ˆˆ ˆ, ( , )⊥= µ + µ =0 0 0 0 0l z l l z  

– íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ ÏÌ-èñòî÷íèêà. Îñü OZ 

ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíèöå ñëîÿ; ẑ  – åäèíè÷íûé 
âåêòîð â íàïðàâëåíèè OZ. Çíà÷îê «∧ » íàä ñèìâî-
ëîì îçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåêòîð. 

ÌÓÏ áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïðè èññëåäîâàíè-
ÿõ ïðîõîæäåíèÿ ïó÷êîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÷åðåç 
âåùåñòâî, êîòîðûå ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ïëàíåòàð-
íîé ìîäåëè àòîìà Ðåçåðôîðäà. Ïðè ýòîì âîçíèêàëà 
ïðîáëåìà: åñëè óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ α-÷àñòèö 
ñîîòâåòñòâîâàëî èíäèêàòðèñå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ ÷àñòèö ÿäðîì è ïîäòâåðæäàëî ìîäåëü Ðåçåðôîð-
äà, òî β-÷àñòèöû èìåëè ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå 
ïî óãëó, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî ìîäåëè Äæ.Äæ. Òîì-
ñîíà. Â ðàáîòå [4] áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå, 
÷òî β-÷àñòèöû èñïûòûâàþò ìíîãîêðàòíûå ðàññåÿíèÿ, 
è ïðåäëîæåíî âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ïðîèçâîëüíîé 
êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ â çàäà÷å (1), êîòîðîå â òåðìè-
íàõ îïòèêè ìóòíûõ ñðåä ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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Òðàåêòîðèÿ ëó÷åé ïðè n-êðàòíîì ðàññåÿíèè 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ ëèíèþ èç n + 1 ñåãìåí-
òîâ. Îïòè÷åñêàÿ äëèíà è íàïðàâëåíèå êàæäîãî èç n 
ïåðâûõ îò ÏÌ-èñòî÷íèêà ñåãìåíòîâ îáîçíà÷åíû ÷å-
ðåç ζi, ˆ

il  ñîîòâåòñòâåííî. Ó ïîñëåäíåãî ñåãìåíòà, 
ïðèìûêàþùåãî ê ïðèåìíèêó èçëó÷åíèÿ, äëèíà 
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Ïîñêîëüêó ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ â âåùåñòâå 

èìååò ñèëüíî àíèçîòðîïíûé õàðàêòåð, òî äëÿ ìàëûõ 
óãëîâ [4] ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äèñïåðñèåé äëèíû ïó-
òåé ðàññåÿííûõ ëó÷åé 
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÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (2) ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü 
(3) ê âèäó 
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæå-
íèå ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ ÓÏÈ (1) ê âèäó 
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
Λ

τ τ
π�0

4
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Èç (4) âèäíî, ÷òî öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé â ìà-
ëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ìíîãîìåð-
íîé ñâåðòêè ïî òåëåñíîìó óãëó íà ñôåðå ˆ( ).Φ

n
l  Çäåñü 

âîçìîæíû  òðè  îñíîâíûõ  ïóòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. 
Â èñòîðè÷åñêè ïåðâîì ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå 

[5] áûëî ïîñòóëèðîâàíî èçâåñòíîå èç òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòè ïîëîæåíèå, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ ñâåðòêà ãëàä-
êèõ ôóíêöèé ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ, à â [6] ýòî ïîëîæåíèå áûëî äîêàçàíî ñòðîãî. 

Ïðåäñòàâëÿÿ ÿðêîñòü ïîëÿ â íàïðàâëåíèè ˆ′l  â âèäå 
ðÿäà Òåéëîðà 
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ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðÿäà â îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ ÓÏÈ 
(5) ñ ñîõðàíåíèåì ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå 
ðåçêîé ôóíêöèåé óãëà, ÷åì òåëî ÿðêîñòè, ÓÏÈ (5) 
ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Ôîêêåðà–Ïëàíêà 

(äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå): 

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ,
ϑ
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2
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L z L z Lll l l  (6) 

ðåøåíèå êîòîðîãî è åñòü ãàóññîèäà ïî óãëó âèçèðî-
âàíèÿ. Çäåñü 
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l  – ãðàäèåíò â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé âèçèðî-

âàíèÿ èçëó÷åíèÿ; κ = (1 – Λ)ε – ïîêàçàòåëü ïîãëî-
ùåíèÿ. 

Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î áîëüøåé 
àíèçîòðîïèè èíäèêàòðèñû ïî ñðàâíåíèþ ñ òåëîì 
ÿðêîñòè ñèëüíî ñãëàæèâàåò âñå îñîáåííîñòè ðåøå-
íèÿ è ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì òîëüêî äëÿ ìàëûõ 
óãëîâ â ãëóáèííîì ñâåòîâîì ðåæèìå. Ýòîò ôàêò 
íàøåë ïîäòâåðæäåíèå â ýêñïåðèìåíòå ñ ýëåêòðîí-
íûìè ïó÷êàìè, è â [7] ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà óòî÷-
íåíèÿ ðåøåíèÿ íà áîëüøèå óãëû, «ñøèâàÿ» åãî  
ñ ïðèáëèæåíèåì îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. 

Â ðàáîòå [8] áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ôîðìà 

ÌÓÏ, îñíîâàííàÿ íà òåîðåìå ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëè- 

íîìîâ Ëåæàíäðà. Åñëè ˆ( , )0L r l  è ˆ ˆ( )′⋅x l l  ïðåäñòàâèòü  

â âèäå ðÿäîâ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì: 
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òî äëÿ ÏÌ-èñòî÷íèêà âûðàæåíèå äëÿ ñâåðòêè ïðè-
ìåò âèä 
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Îòêóäà 
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Â [9–12] áûëà ïðåäëîæåíà òðåòüÿ ôîðìà ÌÓÏ. 
Çäåñü íàðÿäó ñ ïðåíåáðåæåíèåì äèñïåðñèåé ïóòåé 
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëàõ ìàëûõ óãëîâ ñâåðò-
êà íà ñôåðå (âðàùåíèå) ìîæåò áûòü çàìåíåíà ñâåðò-
êîé íà ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñôåðå â ˆ

0l  (ñìåùå-
íèå ïëîñêîñòè): 

(4)
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ãäå l⊥  – ïðîåêöèÿ l̂  íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ  
ê ñôåðå â òî÷êå ˆ .0l  

Ïðè ïåðåõîäå ê Ôóðüå-îáðàçàì îò 
ˆ( , )0L z l  è x(l⊥  – 

– l⊥′ ) ïîëó÷èì ïî òåîðåìå î ñâåðòêå äëÿ ñëó÷àÿ ÏÌ-
èñòî÷íèêà 

  0–

0 0

0

( )
( , ) e ( )exp ( ) ,

x k
L L k J kl kdk

+∞
τ µ

⊥ ⊥

−∞

 Λττ =  µ 
∫l  (11) 

ãäå J0(⋅) – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî 
ïîðÿäêà. 

Â ðàáîòàõ [13, 14] áûëà ðàññìîòðåíà ñâÿçü òðåõ 
ôîðì ÌÓÏ ìåæäó ñîáîé è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå 
ïî òî÷íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëü-
íîé è òî÷íîé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ôîðìà, òàê êàê îíà 
ïðåíåáðåãàåò òîëüêî äèñïåðñèåé ïóòåé ðàññåÿííûõ 
ôîòîíîâ, îäíàêî íå äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ íà äðóãèå 
èñòî÷íèêè, ïîñêîëüêó â ñèëó ñèììåòðèè ÏÌ-èñòî÷- 
íèêà ˆ( )0L l  íå çàâèñèò îò ξ. Òðåòüÿ ôîðìà ñëåäóåò 
èç âòîðîé ïðè îãðàíè÷åíèè ìàëûìè óãëàìè, êîãäà 
âîçìîæíà çàìåíà âðàùåíèé íà ñôåðå íà ïðåîáðàçî-
âàíèå ïëîñêîñòè: 

 0

0

2 1 1
(cos ) ( ), .

4 2
k

k

k
P J k kdk

+∞∞

= −∞

+ϑ ≈ ϑ →
π π∑ ∫  (12) 

Ïåðåõîä îò âòîðîé è òðåòüåé ôîðì ÌÓÏ ê ïåð-
âîé îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè xk èëè x(k) â ðÿä Òåé-
ëîðà ñ ñîõðàíåíèåì òðåõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Ñëåäóåò 
îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3) íå ñîâìåñòèìî ñ òî÷-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [14] è ÌÓÏ ïðåíåá-
ðåãàåò â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îáðàòíûì ðàññåÿíèåì. 

Õîòÿ íàèáîëåå ïîëíîé ôîðìîé ÌÓÏ, èç êîòîðîé 
ñëåäóþò âñå îñòàëüíûå, ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ôîðìà [8], 
àíàëèòè÷åñêèé âèä òðåòüåé ôîðìû ÌÓÏ [10–12] 

îêàçàëñÿ íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíî-
ãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1]. Â ñòàòüå [15] ýòà ôîðìà 
ÌÓÏ áûëà îáîáùåíà íà âåêòîðíûé ñëó÷àé ó÷åòà 
ñïèíà ÷àñòèö, ÷òî ýêâèâàëåíòíî â îïòèêå ó÷åòó ïå-
ðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ. Îäíàêî âîçìîæíî 

îáîáùåíèå âòîðîé ôîðìû ÌÓÏ, ïîçâîëÿþùåå ïðå-
îäîëåòü ñâîéñòâåííûå åé îãðàíè÷åíèÿ. 

Ïåðåéäåì â êðàåâîé çàäà÷å (1) ê ñèñòåìå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàð-
ìîíèê [3], îäíàêî â ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî íàïðàâ-
ëåíèÿ ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ ˆ .0l  Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì 
ðåøåíèå â âèäå 

∞ ∞
ϕ

= =−∞

∞ ∞
ϕ

= =−∞

+ −τ µ φ = τ ν =
π +

+= τ ν
π

∑ ∑

∑ ∑

0

0

2 1 ( )!
( , , ) ( ) ( )e

4 ( )!

2 1
( ) ( )e ,

4

m m im
k k

k m

m m im
k k

k m

k k m
L C P

k m

k
C Q

  

ãäå 

 ˆ ˆ( , ); – – ;2 2

0 0 01 1 cosν = µ = νµ + ν µ ϕl l  

µ( )n
lÐ  – ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, ïðè-

÷åì µ ≡ µ0( ) ( );l lÐ Ð  

 
−µ = µ
+

( )!
Q ( ) P ( )

( )!
n n
l l

l n

l n
 

– ïåðåíîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà [3]. 

Ïîäñòàâèì (13) â (1), óìíîæèì åãî íà 
ϕνQ ( )em im

k  

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïîëíîìó òåëåñíîìó óãëó. Ñ ó÷å-
òîì îðòîãîíàëüíîñòè, ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé  
è òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé: 
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−

µ − + τ +
τ

+ + + − + τ +


− µ + − + − + τ −
τ
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− − − τ =
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿ-
òîé â ìåòîäå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ) äëÿ ÏÌ-
èñòî÷íèêà [3] âûáîðîì èíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé âèçèðîâà-
íèÿ ÿðêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè ˆ ,0l  à íå ˆ.z  

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñäåëàåì ñëåäóþùèå 
äîïóùåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè î ñèëü-
íîé àíèçîòðîïèè òåëà ÿðêîñòè. 

1) Ââåäåì íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöè-

åíòîâ ðÿäà (13) îò íîìåðîâ ãàðìîíèê ( ) ( , ),m m
kC C kτ = τ  

êîòîðàÿ âñëåäñòâèå óãëîâîé àíèçîòðîïèè ÿâëÿåòñÿ 
ìåäëåííîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé, â ñâÿçè ñ ýòèì 
âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå: 

 
( , )

( , 1) ( , ) .
m

m m
C k

C k C k
k

∂ ττ ± ≈ τ ±
∂

 (15) 

2) Îñíîâíîé âêëàä â ðÿä (13) äàþò ÷ëåíû ñ íî-
ìåðàìè k >> 1, è ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ñóùåñòâåííî 
áîëüøå åå àçèìóòàëüíîé àñèììåòðèè k >> m, ÷òî 
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ: 

( )( ) ;

( 1)(2 1)
( 1)( 2) ;

2

( 1)(2 1)
( 1)( 2) ;

2

k m k m k

m k
k m k m

m k
k m k m

− + ≈

− +− + − + ≈ κ −
κ

+ ++ + + + ≈ κ +
κ

 

(10)

(13)

(14)
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( 1)( 1) 1;

( 1)(2 1)
( )( 1) ;

2

k m k m k

m k
k m k m

+ + − + ≈ +

− ++ + − ≈ κ +
κ

 

 
( 1)(2 1)

( )( 1) ,
2

m k
k m k m

+ +− − − ≈ κ −
κ

 

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ( 1).k kκ = +  

Ïîäñòàâëÿÿ ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ â (14), ñ çà-
ìåíîé ïåðåìåííîé k íà κ ïîëó÷èì  
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( 1) ( 1)

(1 ) ( , ).
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m m
m m

m
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C C
m C m C

k k

x C

+ −

− µ∂ ∂µ + ×
∂τ ∂τ

 ∂ ∂× + + + − − = ∂ ∂ κ 

= − − Λ τ κ

 

Â óðàâíåíèè (16) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ k >> 1 è ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î ìåäëåííîé ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè Cm 
îò íîìåðà k îòáðîøåí ÷ëåí ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé 
êàê ìàëàÿ âåëè÷èíà. Èç ôîðìû óðàâíåíèÿ (16) âèä-
íî, ÷òî â îòëè÷èå îò ÌÓÏ [8], ãäå ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ìåòîäà ÑÃ «ðàçâàëèâàåòñÿ» íà íåçàâèñèìûå 

óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê, 
çäåñü óðàâíåíèÿ «çàöåïëÿþòñÿ», ÷òî áîëåå àäåêâàò-
íî ïðîöåññó ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. 

Ââåäåì ôóíêöèþ ⊥τ 0( , , )f l κκκκ  òàêóþ, ÷òî åå àçèìó-

òàëüíûé ñïåêòð ðàâåí èñêîìîé ôóíêöèè: 

 0( , , ) ( , )e ,m im

m

f C
∞

ψ
⊥

=−∞

τ = τ κ∑l κκκκ  (17) 

ïðè÷åì 
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2
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⊥τ κ = τ κ ψ
π ∫ l  

Íåòðóäíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðÿäà (17): 
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 (18) 

Óìíîæèì óðàâíåíèå (16) íà eimψ è ïðîñóììè-
ðóåì ïî m îò –∞ äî +∞. Òîãäà íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 
(18) ïîëó÷èì âûðàæåíèå 
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êîòîðîå ïðèâîäèò (16) ê óðàâíåíèþ 

 0 0 0( , ) (1 ) ( , , ).kf f x fκ⊥ ⊥
∂ µ + ∇ = − − Λ τ  ∂τ

l l κκκκ  (19) 

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå (19) â âèäå 

 ( )0 0
0

( , , ) exp 1 ( , )f F⊥ ⊥
 ττ = − − Λ µ 

l lκ κκ κκ κκ κ , (20) 

÷òî ïîçâîëÿåò ðåøèòü (19) èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü 
õàðàêòåðèñòèêè 

  ( )
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0 0
0 0

2 2
0 0

( , )

ˆ ( ),
1 – 1 –

0

exp

F

x d u z

⊥

⊥

−∞

=

 µ µ
 = + ζ ζ ζ +
 µ µ 

∫

l

l

κκκκ

κκκκ
  

ãäå u0 – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â êðàåâîé çàäà÷å (1) ñîäåð-

æàò δ-ôóíêöèþ ïî óãëó âèçèðîâàíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò 

0 0
( , , ) 0.F z ⊥ κ→ →l κκκκ  Îòêóäà u0 = 0, è ðåøåíèå (19) 

îêîí÷àòåëüíî çàïèøåòñÿ â âèäå 

2
0 –

0
0 0 0

1 – ˆ( , , ) – – .0

0

exp ef x d

∞
ζ

⊥ ⊥

  µτ Λτ  τ = + ζ ζ 
 µ µ µ   

∫l lκ κκ κκ κκ κ (22) 

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê 

ïîëó÷èì 

( )
0

0

2

2 2 2 –

0 0

1
( ) exp

2

cos exp 2 cos e ,

m
kC

m x a a d d

π ∞
ζ

 ττ = − × µ π 

 Λτ
 × ϕ κ + ζ − κ ζ ϕ ζ ϕ
µ  

∫ ∫

  

ãäå  

 0 0
2

0tg 1– .a = θ = µ µ  

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòðèñà 
Õåíüè–Ãðèíñòåéíà. Â ýòîì ñëó÷àå xk = gk è âíóò-
ðåííèé èíòåãðàë â (23) ïðèîáðåòàåò âèä 
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( )

2 2 2

0

0

2 cos e

exp ln 1 ( 2cos ) .

x a a d

a g d
a a

∞
−ζ

∞

κ + ζ − κ ζ ϕ ζ =

κ κ = + ζ ζ − ϕ − ζ ζ  

∫

∫

 

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëî-
óãëîâóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî-
íèê (ÌÑÃ), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âòîðîé ôîðìû ÌÓÏ 
è ïåðåõîäèò â íåãî ïðè µ0 → 1. ÌÑÃ ëåãêî îáîáùà-
åòñÿ íà ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ 
[16–18]. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ÌÑÃ â âèäå ðÿäà ïî 
ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì çíà÷èòåëüíî óäîáíåå ïðè 
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, ÷åì âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííîãî 
èíòåãðàëà â ôîðìå ÌÓÏ [9–12]. Èíäèêàòðèñà ðàñ-
ñåÿíèÿ ñðåäû âõîäèò â ðåøåíèå â âèäå êîýôôèöèåí-
òîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ íåïîñðåäñòâåííûå çíà÷åíèÿ èç 
ìîäåëè îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû è òåîðèè 
Ìè [19] áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. 

Ñ ó÷åòîì ñâÿçè ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿä-
êà ìîæíî ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî [18], ÷òî äëÿ ìàëûõ 

(16)

(23)

(21)
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óãëîâ âèçèðîâàíèÿ óðàâíåíèå (19) ýêâèâàëåíòíî 

ïðåîáðàçîâàíèþ ÓÏÈ ê âèäó 

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,0 0⊥ ⊥ ⊥ ⊥
∂ ∂∇ = + ∇ ≈ µ +  ∂τ ∂τ

l l z l l l  (24) 

ãäå ⊥ ⊥∇ , l  – ãðàäèåíò è ïðîåêöèÿ l̂  â íàïðàâëåíèè, 
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ˆ .0l  

Åñëè äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüåé ôîðìîé 

ÌÓÏ, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ ó÷åòîì ñâÿçè 
ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñ ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ôóðüå [18] ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, ýêâèâà-
ëåíòíîå (19). Îäíàêî (24) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííîå 

ðåøåíèå (23) äîëæíî ïîçâîëèòü ïðîâåñòè îïèñûâà-
íèå ïîâîðîòà ìàêñèìóìà òåëà ÿðêîñòè îò íàïðàâëå-
íèÿ ïàäåíèÿ â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå ê âåðòèêàëü-
íîìó íàïðàâëåíèþ â ãëóáèíå ñðåäû. Åñëè îáðàòèòüñÿ 

ê âûðàæåíèþ (4), îïðåäåëÿþùåìó ôèçè÷åñêîå ñî-
äåðæàíèå ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî â ÌÑÃ ïðè 
âû÷èñëåíèè ñâåðòêè ˆ( )

n
Φ l  ó÷èòûâàåòñÿ óêàçàííûé 

ïîâîðîò òåëà ÿðêîñòè. Ïðè ýòîì ïðåíåáðåæåíèå 

äèñïåðñèåé ïóòåé ðàññåÿííûõ ëó÷åé îñòàåòñÿ, ÷òî 
ñëåäóåò èç (23) è ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîñòî ïðî-

èëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâåííîé îáëó-
÷åííîñòè â ñëó÷àå èíäèêàòðèñû Õåíüè–Ãðèíñòåéíà: 
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ [8] ÌÑÃ 
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýôôåêòèâíîãî Λ â ñðåäå 
ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ïàäåíèÿ èëè óâåëè÷åíèþ ýô-
ôåêòèâíîãî ïóòè ïîãëîùåíèÿ ñâåòà. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè è ãðàíèö ïðèìåíè-
ìîñòè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ñâåòîâûõ 
ïîëåé ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (23) è ÷èñëåííûì 
ìåòîäîì [3] ïðè øèðîêîì âàðüèðîâàíèè îïòè÷åñêèõ 
è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû. 

Íà ðèñ. 1–3 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ 
ñâåòîâûõ ïîëåé â ìóòíîé ñðåäå â ìàëîóãëîâîì ïðè-
áëèæåíèè ñ òî÷íûì ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì ïî [3]. 

 

           lg L 

        0     10      20     30     40     50     60     70     80  θ°

        lg L 

         0      10     20     30     40     50     60     70     80  θ°
à á 

Ðèñ. 1. Òåëî ÿðêîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ â ìóòíîé ñðåäå (Λ = 0,8, g = 0,97, τ = 15): à – θ0 = 0°; á – θ0 = 50° 
        θ° 

         0      5      10     15     20     25     30     35     40     45   τ

         θ° 

          0     5      10     15     20     25     30     35     40     45   τ
à á 

Ðèñ. 2. Ïîâîðîò ìàêñèìóìà òåëà ÿðêîñòè â ìóòíîé ñðåäå (g = 0,97, θ0 = 50°) ñ ãëóáèíîé: à – Λ = 0,8; á – Λ = 0,99 
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        Ck 

       0      2      4      6      8      10      12     14      16    18   k

        Ck 

         0      2      4      6      8      10      12     14      16    18   k

a á 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóä ãàðìîíèê óãëîâîãî ñïåêòðà òåëà ÿðêîñòè â ìóòíîé ñðåäå (Λ = 0,8, θ0 = 50°) îò íîìåðà: 
  à – g = 0,97, τ = 10; á – g = 0,7, τ = 1 

 

Òî÷íîå ðåøåíèå èçîáðàæàåòñÿ ñïëîøíîé, ÌÑÃ – 

øòðèõîâîé, ÌÓÏ – ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè, à øòðèõ-
ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ìîäèôèêàöèÿ äèôôó-
çèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ÷àñòè÷íûì ó÷åòîì äèñïåð-
ñèè òðàåêòîðèé ëó÷åé [1]. Èç àíàëèçà ïðèâåäåííûõ 
çàâèñèìîñòåé  ìîæíî  ñäåëàòü  ñëåäóþùèå  âûâîäû: 

1. Îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ìàëîóãëîâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñÿ ïåðåäíÿÿ ïîëóñôåðà óãëîâ 
âèçèðîâàíèÿ, ïîýòîìó íàçâàíèå «ìàëîóãëîâîå» îò-
ðàæàåò íå îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, à ñóùíîñòü ëå-
æàùåãî â åãî îñíîâå äîïóùåíèÿ. 

2. Èçìåíåíèå îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû 
(óâåëè÷åíèå Λ èëè óìåíüøåíèå àíèçîòðîïèè ðàññåÿ-
íèÿ) ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, îäíàêî îíî äîñ-
òàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ðåøåíèå ëèáî â îáëàñòè 
ìåíüøèõ óãëîâ, ëèáî äëÿ ìåíüøèõ îïòè÷åñêèõ òîëù. 
Îáëàñòüþ ñïðàâåäëèâîñòè ÌÑÃ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâà-
íèå àíèçîòðîïèè òåëà ÿðêîñòè, êîãäà îñíîâíîé 
âêëàä èìåþò âûñîêèå ãàðìîíèêè, à íå àíèçîòðîïèè 
ðàññåÿíèÿ. 

3. Ñëåäîâàòåëüíî, ÌÑÃ íîñèò íå àñèìïòîòè÷å-
ñêèé, à ïðîìåæóòî÷íî-àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð, êî-
ãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåò òî÷íîå 
ïðàêòè÷åñêè íà âñåé îáëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ. 

4. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñ ó÷åòîì äèñ-
ïåðñèè òðàåêòîðèé ëó÷åé [1] äîñòàòî÷íî õîðîøî îïè-
ñûâàåò èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû ïîëÿ, îäíàêî àáñî-
ëþòíî íå ïðèãîäíî äëÿ îïèñàíèÿ òåëà ÿðêîñòè (ñõî-
äèòñÿ  â  ñðåäíåì,  íî  íå  â  ðàâíîìåðíîé  ìåòðèêå). 

5. ÌÑÃ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé ôîðìîé ìà-
ëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, èç êîòîðîãî ñëåäóþò âñå 
îñòàëüíûå ôîðìû â ñëó÷àå ìàëûõ óãëîâ âèçèðîâà-
íèÿ èëè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ. 
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V.P. Budak, A.V. Kozelskii. On the accuracy and application range of the small angle approximation 
in radiative transfer theory. 

The small angle approximation in solution of the radiative transfer equation is one of the most efficient 
methods for solution of applied problems of atmospheric and ocean optics. The analytical complexities of the 
radiative transfer equation (RTE) have allowed formulating only primary, qualitative estimate of the accuracy 
and application range of the small angle approximation (SAA). Another approach based on the comparison of 
the SAA calculations with the similar numerical solutions of RTE is possible. However, numerical methods of 
the RTE solution in media with strong anisotropic scattering are ineffective. 

This approach can be readily generalized for cases of arbitrary boundary conditions. 
 
 


