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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîîñíîé è îäíîðîäíîé ñðå-

äå. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû äâà âàðèàíòà èññëåäîâàíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è: ñêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå (èçìåíåíèå 
ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ èçëó÷åíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ) è ñòðîãèé ïîäõîä, ñâîäÿùèéñÿ  
ê îòûñêàíèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Â îñíîâå ïåðâîãî âàðèàíòà ëåæàò ïðåäëî-
æåííûå â ðàáîòå îáùèå îïðåäåëåíèÿ îáûêíîâåííîãî è íåîáûêíîâåííîãî èçëó÷åíèÿ, à äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä Êèðõãîôà–Ãåëüìãîëüöà, îáîáùåííûé íà âåêòîðíûå çàäà÷è. Äëÿ îáîèõ âà-
ðèàíòîâ ðàññìîòðåíî óïðîùåíèå ðåøåíèé, ñâÿçàííîå ñ ïåðåõîäîì ê ïàðàáîëè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ. Ïîêà-
çàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî âàðèàíòîâ áóäóò, êàê è ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ñîâïàäàòü òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ðàñõîäèìîñòü ëàçåðíîãî ïó÷êà. 

 

Ââåäåíèå 
 
Îáîçíà÷åííàÿ â íàçâàíèè ðàáîòû ïðîáëåìà 

ñâîäèòñÿ [1, 2] ê îòûñêàíèþ ðåøåíèé òàê íàçûâàå-
ìîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 

 0 2rot rot ( )–( ) ( ) 0,k ε =E r E r%  (1) 

ãäå ε%  – òåíçîð âòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-

íèöàåìîñòè ñðåäû (ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ñ÷è-

òàåì ðàâíîé åäèíèöå); ( )E r  – âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé 

íàïðÿæåííîñòè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ (çàâèñè-

ìîñòü îò âðåìåíè – exp(–iωt) – íå óêàçûâàåì); 

k0 = ω/c. 
Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ çàäà÷è òà-

êîãî ñîðòà ïðåäñòàâëÿþò, ïî-âèäèìîìó, äëÿ íåëè-
íåéíîé îïòèêè, â òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò äåëî 
ñ òåîðèåé ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èñïîëü-
çóåìûõ íà ïðàêòèêå íåëèíåéíûõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîîñíûìè, à ìàêñèìàëüíûå êïä íåëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòèãàþòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà ëàçåðíîå èçëó÷åíèå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìî-
íîõðîìàòè÷åñêèì. Ïðè ýòîì ðåøåíèå (1) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïåðâûé è ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûé ýòàï 
ñîáñòâåííî íåëèíåéíîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèé îïðå-
äåëèòü íóëåâîå (ëèíåéíîå) ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîëÿ 
íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (ýòî çàâèñèò 
îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà-
÷è) ïîñëåäíåå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ öåëü íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû êàê ðàç è ñîñòîèò â îòûñêàíèè ðå-
øåíèé ëèíåéíîé çàäà÷è, óäîáíûõ äëÿ èñïîëüçîâà-
íèÿ â òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê. 

Òèïè÷íûé (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íåëèíåéíîé 
îïòèêè) ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) áàçèðóåòñÿ 

íà òàê íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèè ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùèõñÿ àìïëèòóä [3]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ 
ðåøåíèå (1) äëÿ ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âäîëü 
îñè Z, èùóò â âèäå [4]: 

 ( )1 1 2 2( ) , , ( ) e ,ikzA x y z=  µ µ µ + µ  E r e U r    (2) 

ãäå e  – ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçà-

öèè ëèáî îáûêíîâåííîé (k = k0no), ëèáî íåîáûêíî-
âåííîé (k = k0ne) ïëîñêîé âîëíû, íàïðàâëåííîé 

âäîëü Z, à µ1 è µ2 – ìàëûå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå  

ñ ðàñõîäèìîñòüþ α ëàçåðíîãî ïó÷êà ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

 2
1 2,µ ≈ α µ ≈ α .   (3) 

Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1) è îãðàíè÷èâàÿñü ñëàãàå-

ìûìè ïîðÿäêà µ2, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûå óêîðî-
÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä À.  
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû èìååì [4]: 
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ãäå ρ – óãîë àíèçîòðîïèè, êîòîðûé äëÿ îáûêíîâåí-
íîé âîëíû ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. 

Ïðàãìàòè÷åñêàÿ öåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà íå âû-
çûâàåò ñîìíåíèé. Çàäà÷ó, áàçèðóþùóþñÿ íà âåêòîð-
íîì óðàâíåíèè (1), óäàåòñÿ ñâåñòè ê ñêàëÿðíîìó óðàâ-
íåíèþ (4), ðåøåíèå êîòîðîãî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó-
÷èòü ãîðàçäî ïðîùå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçíèêàåò 

ðÿä ìîìåíòîâ îáùåãî õàðàêòåðà, êîòîðûå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ   öåëåñîîáðàçíûì   îáñóäèòü  áîëåå  äåòàëüíî. 

Äåëî â òîì, ÷òî êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì ðàññìîò-
ðåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 

 ( )1 1 2( ) , , e ,ikzA x y z= µ µ µE r e    (5) 

ãäå å è k îïðåäåëåíû â (2); À ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4). 
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ U(r), ââåäåííàÿ  

â (2) (â òîì ÷èñëå è äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü âîçìó-
ùåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè, îáóñëîâëåííîå, íà-
ïðèìåð, äèôðàêöèåé), â (5) íå ïðèñóòñòâóåò âîîáùå. 
Íàèáîëåå ïîäðîáíûå (õîòÿ, íà íàø âçãëÿä, âñå ðàâ-
íî íåäîñòàòî÷íûå) êîììåíòàðèè ïî ýòîìó ïîâîäó 

ïðèâîäÿòñÿ â [3]. Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (5) äëÿ ñëàáî ðàñõîäÿùåãîñÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà 
èíòóèòèâíî âïîëíå ïîíÿòíî. ×åì ìåíüøå ðàñõîäè-
ìîñòü èçëó÷åíèÿ, òåì ìåíüøå âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ 
ïîëÿðèçàöèè ñòðîãîãî ðåøåíèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò 
íåêîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïî-
ëÿðèçàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîé âîëíû. Îäíà-
êî ôîðìàëüíàÿ ñòîðîíà äåëà ïðè ýòîì ñèëüíî ñòðà-
äàåò, ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî, 
êîãäà è åñëè ðå÷ü èäåò î ñòðîãîé òåîðèè. Ñóòü ïðî-
áëåìû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. 

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ëþáîå ñòðîãîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1) îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íà äèâåð-
ãåíöèþ 

 div( ) div 0,ε = =E H%    (6a) 

ãäå  Í  –  âåêòîð  ìàãíèòíîé  íàïðÿæåííîñòè  ïîëÿ. 
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå – èçîòðîïíàÿ ñðåäà – âìåñòî 

(6à) èìååì 

 div( ) div 0.= =E H    (6á) 

Ñîîòâåòñòâåííî, è ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå 
î÷åâèäíûì, ëþáîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1) äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü (6) â ïðåäåëàõ èñïîëüçóåìûõ îã-
ðàíè÷åíèé îáùíîñòè. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî (5) ýòîìó òðåáîâàíèþ íå îòâå÷àåò âîîá-
ùå. Îäíèì èç ïðîÿâëåíèé òàêîãî íåñîîòâåòñòâèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ è òî, ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ (5) â (1), ìû íå ñìîæåì, 
âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷èòü óðàâíåíèå (4). Â ÷àñòíîì 
ñëó÷àå, åñëè, êàê, íàïðèìåð, â [3], ðå÷ü èäåò î ïëî-
ñêîé (íåäèôðàãèðóþùåé) âîëíå, íèêàêèõ ïðîáëåì  
ñ âûïîëíåíèåì (6) âîçíèêàòü íå áóäåò. 

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûðàæåíèå (5) áóäåò, 
ïî-âèäèìîìó, áîëåå ïðàâèëüíûì íàçâàòü íåêèì ìî-
äåëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé 
çàäà÷è. Òåðìèí «ìîäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå» â äàííîì 
ñëó÷àå äîëæåí îòðàæàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âû-
ðàæåíèå (5) ôîðìàëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì 
ðåøåíèåì (1) – óñëîâèå (6) íå âûïîëíÿåòñÿ äàæå 

ïðèáëèæåííî  (÷àñòíûå  ñëó÷àå  íå  ðàññìàòðèâàåì). 
Ðàçóìååòñÿ, íè÷òî íå çàïðåùàåò èñïîëüçîâàòü, 

âîîáùå ãîâîðÿ, êàêèå óãîäíî ìîäåëè, ëèøü áû ýòî 
íå ïðèâåëî ê áîëüøèì îøèáêàì â êîíå÷íîì ðåçóëü-
òàòå, è íàñòîÿùèé ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì 
(õîòÿ ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (5) äëÿ 
çàäà÷è î ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ïîêà íå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ âîçìîæíûì â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì àëüòåðíàòèâ-
íûõ ðåøåíèé). 

Êðîìå òîãî, âîçíèêàåò è åùå îäèí, íà íàø âçãëÿä, 
äîñòàòî÷íî çàêîíîìåðíûé âîïðîñ. Çà÷åì âîîáùå  
â òàêîì ñëó÷àå [èìååòñÿ â âèäó êîíå÷íûé ðåçóëüòàò 
âèäà (5)] ñòðîèòü òåîðèþ íà óðàâíåíèè (1)? Ïî âñåé 
âèäèìîñòè, ýòî òîëüêî óñëîæíÿåò çàäà÷ó, ïîñêîëüêó 
àâòîìàòè÷åñêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâû-
âàòü âèä ôóíêöèè U â (2), à çàòåì îáúÿñíÿòü, â ñè-

ëó êàêèõ ïðè÷èí ýòà ôóíêöèÿ èñ÷åçàåò ïðè ïîäñòà-
íîâêå (2) â (1). Ñóùåñòâóåò, íà íàø âçãëÿä, áîëåå 
ïðîñòîé âàðèàíò (õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, ýòî äåëî âêóñà), 
êîòîðûé ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðåøå-
íèÿ (1) äëÿ ïîëÿ â èçîòðîïíîé ñðåäå. 

Åñëè ñðåäà èçîòðîïíàÿ, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âû-
ïîëíÿåòñÿ (6á) è (1) îáû÷íûì îáðàçîì ïðåâðàùàåòñÿ  

â òàê íàçûâàåìîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà: 
 

  2 2( ) ( ) 0.k∇ + =E r E r   (7) 

Åñëè òåïåðü (5) ïîäñòàâèòü â (7), óìíîæèòü ñêà-

ëÿðíî îáå ÷àñòè íà ïîñòîÿííûé âåêòîð å è ñîõðàíèòü 

ñëàãàåìûå ïîðÿäêà µ2 èç (3), òî ìû êàê ðàç è ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå âèäà (4). Áî-
ëåå òîãî, ïî îòíîøåíèþ ê (7) âûðàæåíèå (5) îêà-
çûâàåòñÿ óæå íå ìîäåëüíûì, à ïðèáëèæåííûì ðåøå-
íèåì, êîòîðîå áóäåò òåì òî÷íåå ñîâïàäàòü ñî ñòðî-
ãèì ðåøåíèåì (7), ÷åì ìåíåå ðàñõîäÿùèìñÿ áóäåò 
ëàçåðíûé ïó÷îê. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ñóòü äåëà îò ýòîãî 
íèêîèì îáðàçîì íå ìåíÿåòñÿ. Ïðîñòî òåïåðü ìû çà-
ðàíåå äîãîâàðèâàåìñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïî-
ëÿðèçàöèè íàñ ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì èíòåðåñîâàòü 
íå áóäåò, è íà ýòîì îñíîâàíèè ðåøåíèå çàäà÷è íà-
÷èíàåì ñðàçó ñ óðàâíåíèÿ (7). Ïðè ýòîì âñå äàëü-
íåéøèå äåéñòâèÿ – âûáîð ðåøåíèÿ â ôîðìå (5), ïå-
ðåõîä ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà è åãî 
ïîñëåäóþùàÿ çàìåíà óêîðî÷åííûì óðàâíåíèåì (4), 
óæå íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé íå ñîäåðæàò. Â ýòîì 

ñìûñëå òàêîé ïîäõîä (áóäåì íàçûâàòü åãî äëÿ îï-
ðåäåëåííîñòè ñêàëÿðíûì ïðèáëèæåíèåì) âûãëÿäèò 
äàæå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. 

Ãðóáûå, ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, 
÷òî âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ñòðîãîãî ðåøåíèÿ (1) (õîòü 
äëÿ èçîòðîïíîé, õîòü äëÿ îäíîîñíîé ñðåäû) â ñà-
ìîì îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå 

 { }e , e , e ,yx zii i
x y ze e eϕϕ ϕ=e    (8) 

ãäå âñå åi è ϕi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.  
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò, íà íàø âçãëÿä, âïîëíå 
åñòåñòâåííûé âîïðîñ. Áóäåò ëè ýôôåêòèâíîñòü íåëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî 

ñèëüíî (8) îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ïëî-
ñêîé âîëíû, èñïîëüçóåìîãî â (5)? Èç ïðèâåäåííûõ 
âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî îòâåòèòü íà íåãî  
â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîé ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåî-
ðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì â ñèëó òîãî, ÷òî óêàçàííàÿ òåîðèÿ ïîñòðîåíà 
íà ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîñêîëüêó àâòîðàì 
ñôîðìóëèðîâàííûé âîïðîñ íå êàæåòñÿ òðèâèàëüíûì 
è ýòîé ïðîáëåìîé îíè ñîáèðàþòñÿ çàíÿòüñÿ, òî îòû-
ñêàíèå ïîäõîäÿùèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ âåêòîðíîãî 
ïîëÿ â ëèíåéíîé îäíîîñíîé ñðåäå ïðåâðàùàåòñÿ  
â ñîâåðøåííî íåîáõîäèìîå óñëîâèå. 

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷à-
ëà â ðàçä. 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ, íà íàø âçãëÿä äîñòà-
òî÷íî ñòðîãî, ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ïðèáëèæåíèþ 
äëÿ ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå. Â ðàçä. 2 ïðîäåìîíñò-
ðèðîâàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü òî÷íîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1). Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçîâàòü 
ýòîò òî÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ íàøåé êîíå÷íîé öåëè íå 
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óäàåòñÿ – ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â îáùåì 
ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè (ïî ýòîé æå 
ïðè÷èíå ìàëî ïîäõîäÿùèìè îêàçûâàþòñÿ è ðåçóëü-
òàòû èññëåäîâàíèé [5, 6]). Â ñèëó ñêàçàííîãî, îñ-
íîâíîå âíèìàíèå â ðàçä. 2 óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå îòû-
ñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) äëÿ 
çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè ñëàáî ðàñõîäÿùèõñÿ ëà-
çåðíûõ ïó÷êîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ïàðà-
áîëè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, íî óæå äëÿ ïðèíöèïè-
àëüíî âåêòîðíîé çàäà÷è. 

 

1. Ñêàëÿðíîå ïðèáëèæåíèå  
äëÿ ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå 

 

Íàïðàâèì îñü Õ ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü îï-
òè÷åñêîé îñè ñðåäû. Ïîëîæåíèå îñåé Y è Z ïðè ýòîì 
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Â òàêîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé (èëè ε-
êîîðäèíàòû), äëÿ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ε%  

èìååì [7]: 

  2 2
11 22 33 ,e on nε = ≠ ε = ε =    (9) 

ãäå no è ne – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ îä-
íîîñíîé ñðåäû. 

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ìû áóäåì èìåòü 
äåëî ñ ëàçåðíûìè ïó÷êàìè, ïðîäîëüíàÿ îñü êîòîðûõ 
(íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ) ñîñòàâëÿåò ñ îïòè-

÷åñêîé îñüþ ñðåäû ïðîèçâîëüíûé óãîë θ è ðàñïîëà-
ãàåòñÿ â ïëîñêîñòè XZ ãëàâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. 
Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó òåíçîð äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî 

ïîâîðîòîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îïòè÷åñêîé 
îñè (îñü X). Â ïëàíå èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ òàêèå ïîëÿ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü 

â ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , ,x y z′ ′ ′ ), ó êîòîðîé îñü Z′  
ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëüíîé îñüþ ïó÷êà, à îñü Y′  ñ îñüþ 

Y ñèñòåìû ε-êîîðäèíàò, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïëîñêîñòü 

X Y′ ′  îêàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïó÷êà. Ýòè 
íîâûå êîîðäèíàòû áóäåì íàçûâàòü Å-êîîðäèíàòàìè, 
ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ ëàçåð-
íûì ïó÷êîì, à íå ñ ñèììåòðèåé êðèñòàëëà. Ïåðåõîä 
ê íîâîé ñèñòåìå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîâîðîòîì ïðåæíåé 

íà óãîë π/2 – θ âîêðóã îáùåé îñè Y ïðîòèâ ÷àñîâîé 
ñòðåëêè. Îäíè êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðó-
ãèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

sin cos , , – cos sin .x x z y y z x z′ ′ ′ ′ ′= θ + θ = = θ + θ   (10) 

Â ε-êîîðäèíàòàõ âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) ýêâè-
âàëåíòíî ñèñòåìå òðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñëå-
äóþùåãî âèäà: 

  2– – – – 0,
y x x z

e x
E E E E

k E
y x y z z x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   (11à) 

  2– – – – 0,
y yz x

o y
E EE E

k E
z y z x x y

∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  (11á) 

  2– – – – 0,
yx z z

o z
EE E E

k E
x z x y y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  (11â) 

ãäå 0 ,o ok k n=  0 .e ek k n=  

Äëÿ óñëîâèÿ íà äèâåðãåíöèþ (6à) â ýòîé æå 
ñèñòåìå íàõîäèì 

 2 2div( ) .
yx z

e o
EE E

n n
x y z

∂ ∂ ∂ε = + + ∂ ∂ ∂ 
E%   (12) 

Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî äàòü îïðåäåëåíèÿ îáûê-
íîâåííîãî (î-âîëíà) è íåîáûêíîâåííîãî (å-âîëíà) 
ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. 

Îáû÷íî, êîãäà ãîâîðÿò îá î- èëè å-âîëíàõ, ïîä-
ðàçóìåâàþò îïðåäåëåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â ðàì-
êàõ ïðèáëèæåíèÿ ïëîñêèõ âîëí (ñì., íàïðèìåð, [1, 
7]). Íàïîìíèì åãî. Ïóñòü ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ â îäíîîñíîé ñðåäå â íàïðàâëåíèè s. Âåê-
òîð s è ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü ñðåäû îáðàçóþò ïëîñ-
êîñòü, êîòîðóþ íàçûâàþò ãëàâíîé îïòè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòüþ (ÃÎÏ). Âîëíó, âåêòîð ïîëÿðèçàöèè êîòîðîé 
ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ÃÎÏ, íàçûâàþò îáûêíîâåííîé 

ïëîñêîé âîëíîé. Íåîáûêíîâåííîé ïëîñêîé âîëíîé 

ÿâëÿåòñÿ  òà, âåêòîð ïîëÿðèçàöèè êîòîðîé ëåæèò â ÃÎÏ. 
Èìåÿ â âèäó ñêàçàííîå, ñäåëàåì èíòåðåñóþùåå 

íàñ îáîáùåíèå. Íàçîâåì î-âîëíîé ïîëå, âåêòîð ýëåê-
òðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî íå èìååò ïðîåê-
öèè íà ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü ñðåäû. Åñëè ðåøå-

íèå ïðîâîäèòñÿ â ε-êîîðäèíàòàõ, òî ýòî îçíà÷àåò, 

÷òî î-âîëíîé áóäåò ïîëå Å, ó êîòîðîãî îòñóòñòâóåò 
êîìïîíåíòà Ex, ò.å. 

 { }( ) ( ) 0, ( ), ( ) .o oy ozE E= =E r E r r r   (13) 

Îáùåå îïðåäåëåíèå íåîáûêíîâåííîé âîëíû ñôîð-
ìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàçîâåì å-âîëíîé 
ïîëå, âåêòîð ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî íå 
èìååò ïðîåêöèè íà ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü ñðåäû. 
Åñëè ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ â ãëàâíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 

 { }( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ,e ex ey ezE E E= =E r E r r r r   (14a) 

ãäå 

 
0

1
– 0.

eyez
ex

EE
H

y zik

∂ ∂ = = ∂ ∂ 
  (14á) 

Ïîäñòàâëÿåì (13) â (12) è ïîñëå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïîëó÷àåì äâà ñîîòíîøåíèÿ: 

 
2 22 2

2 2
– , – .

oy oyoz ozE EE E
y z y zy z

∂ ∂∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  (15) 

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì (13) â (11), èñïîëüçóåì (15) 
è óáåæäàåìñÿ, ÷òî è ñàìî ïîëå (13), è ëþáàÿ åãî 
êîìïîíåíòà (Åîó èëè Åîz) îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü 

óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà (âåêòîðíîìó èëè ñêàëÿðíîìó) 
 

 ˆ ˆ ,0o o o oiL L E= =E   (16) 

ãäå ˆ , , .2 2
o oL k i y z=∇ + =  

Òåïåðü íå÷òî ïîäîáíîå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü 
äëÿ å-âîëíû. Ïðåæäå âñåãî, çàìå÷àåì, ÷òî èç (14á) 
ñëåäóþò äâà ðàâåíñòâà: 



 Òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà â îäíîîñíîé, îäíîðîäíîé ñðåäå 747 
 

747

  
2 22 2

2 2
, ,

ey eyez ezE EE E
y z y zz y

∂ ∂∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  (17) 

à ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (12) ïîëó÷àåì åùå òðè: 
 

 

22 2
2

2

22 2

2 2

– – ,

1
– ,

eyex ez

eyex ez

EE E
x y x zx

EE E
x y y zy

∂∂ ∂β =
∂ ∂ ∂ ∂∂

 ∂∂ ∂= +  ∂ ∂ ∂ ∂β ∂ 

 

 
22 2

2 2

1
– ,

eyex ezEE E
x z y z z

 ∂∂ ∂= +  ∂ ∂ ∂ ∂β ∂ 
   (18) 

ãäå β = nå/nî. 
Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (17) è (18) â (11), óáåæäà-

åìñÿ, ÷òî è ñàìî ïîëå (14), è ëþáàÿ èç åãî êîìïî-
íåíò îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ 

  ˆ ˆ ,0e e e eiL L E= =E   (19) 

ãäå 

 ˆ , , , .
2 2 2

2 2

2 2 2e eL k i x y z
x y z
∂ ∂ ∂=β + + + =
∂ ∂ ∂

 

Óðàâíåíèå (19) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì 

Ãåëüìãîëüöà äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû. 
Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà: 

 

  ˆ ( , ) – ( – ),0 04o oL g = πδr r r r    (20à) 

  ˆ ( , ) – ( – ).0 04e eL g = πδr r r r    (20á) 

Ðåøåíèå (20a) õîðîøî èçâåñòíî [8] è èìååò âèä 
 

  0( , ) e / ,oik R
og R=r r  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0– – – .R x x y y z z= + +   (21) 

Óðàâíåíèå (20á) ðåøàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì 
è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 

 0( , ) e / ,eik R
eg R′ ′= βr r  

  
( ) ( ) ( )

2
2 20

0 02

–
– – .

x x
R y y z z′ = + +

β
  (22) 

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé Ãðèíà ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé (16) è (19) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [2, 9]: 

  , ,
, 0 , ,

1
( ) – ,

4

o e o e
o e o e o e

S

g
g dS

∂ ∂ =  π ∂ ∂ ∫
E

E r E
n n

   (23) 

ãäå èíäåêñ «î» îòíîñèòñÿ ê îáûêíîâåííîé âîëíå 
(óðàâíåíèå (16)), à èíäåêñ «å» – ê íåîáûêíîâåííîé 
âîëíå (óðàâíåíèå (19)); S – ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíó-

òàÿ ïîâåðõíîñòü; n – âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S. Èñ-
ïîëüçóÿ (20), ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî (23) äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèé (16) è (19). 

Íà ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó 
ïðèáëèæåíèþ ìîæíî ñ÷èòàòü çàâåðøåííûì. Äåéñò-
âèòåëüíî, åñëè ìû äîãîâàðèâàåìñÿ î òîì, ÷òî ëà-
çåðíûé ïó÷îê ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå 

  ( ) ,
1 1 2( ) ( ) , , e o eik zU A x y z= = µ µ µE r e r e ,  (24) 

òî, ïîäñòàâëÿÿ (24) â (23), ìû íåìåäëåííî íàõîäèì 

ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿð-

íûõ àìïëèòóä , ( )o eU r  âåêòîðíûõ ïîëåé , ( )o eE r . Îä-

íàêî íàì åùå îñòàåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ (è ñîîòâåòñò-

âóþùèå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ) äëÿ ìåäëåííî ìå-

íÿþùèõñÿ àìïëèòóä (ñì. (24)) î- è å-âîëí, ðàñïðî-

ñòðàíÿþùèõñÿ ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì θ ê îïòè÷å-

ñêîé îñè.  
Äëÿ ýòîé öåëè â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè S èç (23) 

âûáèðàåì ïëîñêîñòü X Y′ ′  ñèñòåìû E-êîîðäèíàò 

(îñü ïó÷êà ïðè ýòîì áóäåò ñîâïàäàòü ñ îñüþ Z′ )  
è çàìûêàåì åå ïîëóñôåðîé áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà  

â ïîëóïðîñòðàíñòâå 0.z′ >  Èñïîëüçóåì (10) è çàïè-

ñûâàåì ðåøåíèå (23) â ñèñòåìå E-êîîðäèíàò. Ïîñëå 
íåñëîæíûõ, íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé 
(ìû èõ çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì) âìåñòî (23) ïîëó-
÷àåì (øòðèõè ïðè çàïèñè êîîðäèíàò íå óêàçûâàåì) 
 

  , ,
, 0 , ,

– 0

1
( ) – ,

4

o e o e
o e o e o e

z

g U
U U g dxdy

z z

+ ∞

∞ =

∂ ∂ =  π ∂ ∂ ∫ ∫r   (25) 

ãäå èíòåãðàë ïî ïîëóñôåðå ïîëîæèëè ðàâíûì íóëþ 
[2, 9]. 

Ôóíêöèè Ãðèíà 0( , )og r r  è 0( , )eg r r  â (25) – ýòî  

(21) è (22), çàïèñàííûå â ñèñòåìå E-êîîðäèíàò. Ïðè 
ýòîì âèä (21) îñòàåòñÿ ïðåæíèì, à äëÿ (22) ïîëó÷àåì 
 

  ( )0( , ) exp / ,e
eg a ik R R′ ′= βr r    (26) 

ãäå 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
0 0 0 02

– – – – ,
a

R x x z z y y z z′= + ρ ρ + +
β

 

  ( )2tg sin cos –1 /aρ ≈ ρ = θ θ β   

– óãîë àíèçîòðîïèè. 
Ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò óðàâíåíèå (16) 

íå èçìåíÿåòñÿ, à âìåñòî (19) íàõîäèì 

  ˆ ,0e eLU =    (27) 

ãäå 

 ( )ˆ ,
2 2 2 2 2

2 2 2

1
2 e

e
b

L k
x z a az x y

∂ ∂ ∂ ∂= + ρ + + +
∂ ∂∂ ∂ ∂

  

 2 2 2cos sin .b= θ + β θ  

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ Ãðèíà (26) îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ 

 ˆ ( , ) – ( – ).0 04e eL g = πδr r r r    (28) 
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Íà îñíîâàíèè ýòîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë (25) 
äëÿ å-âîëíû ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 

(27). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè θ = π/2 (27) ñîâïàäàåò  

ñ (19). Åñëè â (27) ïîëîæèòü ρ = 0 – ñðåäà èçî-
òðîïíàÿ, òî ïîëó÷àåì óæå óðàâíåíèå (16). 

Ïîñêîëüêó â (25) èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ 
ïî ïëîñêîñòè z = 0, òî âìåñòî (25) ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó [2, 9]: 

 ,
, 0 ,

0–

1
( ) ( , ) .

2

o e
o e o e

z

g
U U x y dxdy

z

+ ∞

=∞

∂ =  π ∂ ∫ ∫r    (29) 

Â [9] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ î-âîëíû (29) ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (16), 

êîòîðîå ïðè z0 → 0 ñîâïàäàåò ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì U0(x, y), îïðåäåëåííûì (çàäàííûì) íà ýòîé ïëîñ-
êîñòè. Òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (29) äëÿ å-
âîëíû ìîæíî, íàâåðíîå, äîêàçàòü ïî àíàëîãèè, íî 
ìû ýòîò âîïðîñ íå ðàññìàòðèâàëè. 

Ïîäñòàâëÿåì ñêàëÿðíóþ àìïëèòóäó U èç (24)  
â (16) è (27), ñîáèðàåì ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëü-

íûå µ2, è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì äëÿ êîìïëåêñíûõ 
ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä îáûêíîâåííîé  
è íåîáûêíîâåííîé âîëí: 

 
2 2

2 2

1
0,

2
o o o

o

A A A
z ik x y

 ∂ ∂ ∂+ + = ∂ ∂ ∂ 
   (30) 

 
2 2

2 2

1 1
0.

2
e e e e

e
A A b A A
z x a aik x y

 ∂ ∂ ∂ ∂+ ρ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
   (31) 

Óðàâíåíèå (30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå 

óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ îáûêíîâåííîé âîëíû  
â îäíîîñíîé ñðåäå. À âîò (31) íóæäàåòñÿ åùå â îä-
íîé ìîäèôèêàöèè. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â (31) èìåëî 

âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè (∼ µ2), íåîáõîäèìî ïîòðå-
áîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 

 2
1–1 .ρ β µ    (32) 

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îä-
íîîñíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî àíèçîòðîïíîé. Â ïëà-
íå òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ýòî îãðàíè÷åíèå íå 
ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî èñïîëüçóåìûõ 
íà ïðàêòèêå íåëèíåéíûõ êðèñòàëëîâ òàêîâûìè è ÿâ-
ëÿþòñÿ. Îäíàêî, åñëè (32) èìååò ìåñòî, òî ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî â (31) òåïåðü áóäóò ñëàãàåìûå, èìåþùèå 

òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè (∼ µ1µ2). Èñêëþ÷àÿ èõ èç 
óðàâíåíèÿ, ò.å. îãðàíè÷èâàÿñü ðåøåíèåì çàäà÷è âî 
âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âìåñòî (31) ïîëó÷àåì èñêî-
ìîå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (4). 

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (30) (äëÿ î-âîëíû) è (4) 
(äëÿ å-âîëíû) áóäóò, î÷åâèäíî, âûðàæåíèÿ (29),  
â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü ÷ëåíû, ïðîïîð-

öèîíàëüíûå ∼ µ2, ò.å. çàïèñàòü ðåøåíèÿ ñ òîé æå 
òî÷íîñòüþ, ÷òî è ñàìè óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîñòó-
ïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì (âñå ñîîòíîøåíèÿ áóäåì 
ïðèâîäèòü äëÿ ñëó÷àÿ å-âîëíû, ïîñêîëüêó óñëîâèå 

ρ = 0 ïðåâðàùàåò èõ â àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ 
î-âîëíû). 

Çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ ñëàáî ðàñõîäÿùèõñÿ ïó÷êîâ 
âûïîëíÿåòñÿ  

  
0 0 0 0

1
0 0 0

– – –
.

– –

x x z z x y y
z z z z z
+ ρ ρ

µ      (33) 

Óðàâíåíèå (33) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå 

äëÿ R′  èç (26) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

22
0 0

0 2
0

2
0 4 6

1 1
0

2
0 0

0
0

– –
–

2 –

–
, ...

2 –

– –
–

2 –

x x z za
R z z

z zb

y y
a O

z z

x x z z
z z

z z

+ ρ ρ
′= + +

+ + µ µ =

+ ρ ρ
= + +

 

 
( )
( ) ( )

2
0 3 4

1 1
0

–
, ... ,

2 –

y y
O

z z
+ + µ µ   (34) 

ãäå ( )3 4
1 1, ...O µ µ  – âåëè÷èíû ïîðÿäêà 3 4

1 1, ...,µ µ  è ìû 

ó÷ëè (32). 
Òåïåðü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî 

 kez0 >> 1 èëè 
1

– ,e eik ik
R

  ≈ ′ 
 (35) 

è âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ èç (29), ñîõðàíÿÿ ñëà-

ãàåìûå ∼ µ2 äëÿ R′ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû è îãðà-

íè÷èâàÿñü íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ R′ , ñòîÿ-

ùèõ âíå ýêñïîíåíòû. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (29) íà-
õîäèì 

 0
0 0( ) ( ) e ,

eik z
e eU A=r r  (36a) 

ãäå 

( ) ( )

0
0

2 2
0 0 0

0

( ) –
2

( , ,0) exp .
2

e

e

e
e

ik
A

z

x x z y y
U x y ik dxdy

z

+ ∞

− ∞

= ×
π

 − + ρ + −
×  

  
∫ ∫

r

 

  (36á) 

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî (36á) 

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì (4), à ïðè ρ = 0 – òî÷-
íûì ðåøåíèåì (30). 

Îòìåòèì âàæíîå äëÿ íàñ ñîîòíîøåíèå 

  , , ,
1 .o e o e o eg g g

x y z
∂ ∂ ∂    µ    ∂ ∂ ∂    

    (37) 

Ñïðàâåäëèâîñòü (37), î÷åâèäíî, ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç (33). Òåì íå ìåíåå ìû ñïåöèàëüíî 
âûäåëÿåì ýòîò ìîìåíò, ïîñêîëüêó â ñëåäóþùåì 
ðàçäåëå ìû áóäåì ÷àñòî íà íåãî ññûëàòüñÿ. 

Íà ýòîì âîïðîñ î ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ 
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîîñíîé, îäíîðîäíîé 
ñðåäå ìû äëÿ ñåáÿ ïîëàãàåì èñ÷åðïàííûì, à â çà-
êëþ÷åíèå åùå ðàç îòìåòèì îñíîâíîé, íà íàø âçãëÿä, 
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ðåçóëüòàò èç âñåõ, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå. Ðå÷ü èäåò 
îá îïðåäåëåíèÿõ (13) è (14) îáûêíîâåííîé è íå-
îáûêíîâåííîé âîëí â îäíîîñíîé ñðåäå. Èìåííî èñ-
ïîëüçóÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ è óäàåòñÿ ñîâåðøåííî ñòðî-
ãî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1) 
ê óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà (16) è (19) äëÿ ñêàëÿðíûõ 
àìïëèòóä î- è å-âîëí. Âñå ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ 

è ðàñ÷åòû êàêèõ-òî ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìîìåíòîâ 

íå ñîäåðæàò, è ìû ïðèâîäèì çäåñü ýòè ðåçóëüòàòû, 
ãëàâíûì îáðàçîì, â ñèëó òîãî, ÷òî îíè ïîòðåáóþòñÿ 

íàì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ñòàòüè. 
 

2. Ó÷åò âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ëàçåðíîãî 
ïó÷êà â îäíîîñíîé ñðåäå 

 

Ïóñòü òåíçîð Ãðèíà ( )0,G r r%  (ðàíã äâà) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 

  0 2
0rot rot – ( ) 4 rot ( – ) ,G k Gε = π χ δ  r r% %% %    (38) 

ãäå χ%  – åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. 

Óìíîæèì (1) ñïðàâà íà G% , à (38) – ñëåâà íà E 

è âû÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
 

    ( ) ( ) ( )20rot rot – rot rot – –G G k G Gε ε =E E E E% % % %% %  

 ( )0–4 rot – .= π χ δ  E r r%   (39) 

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [10]: 

 

, ;

, ;

, ,

U E

U E

G U U G

α αβ β
β

α β βα
β

αβ αγ γβ
γ

ε = = ε

ε = = ε

ε = = ε

∑

∑

∑

E U

E U

%

%

% %%

 

ãäå ïåðåìåííûå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 
îäíîãî äî òðåõ. 

Çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ε%  

òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (39) îáðàùàåòñÿ  

â íóëü, èíòåãðèðóåì (39) ïî ïðîèçâîëüíîìó îáúåìó 
V, îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ S ñ âíåøíåé íîð-

ìàëüþ n, è â ðåçóëüòàòå íàõîäèì 

 ( ){ }0
1

rot ( ) rot rot – rot rot ,
4

V

G G dV=
π ∫E r E E% %   (40) 

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî äëÿ âñåõ r0, íå ëåæàùèõ íà S, 
âûïîëíÿåòñÿ 

 { }

[ ]

0

0 0

0 0 0

rot ( – )

( – )rot – rot ( – )

( – ) rot – ( – ) rot ( ).

V

V

V S

dV

dV

dV dS

χδ =  

= δ δ =  

= δ δ =

∫

∫

∫ ∫

E r r

r r E E r r

r r E r r nE E r

%

 

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èìååì 
 

 

( )

( )

,

, ,

G

G G

Τ
α α β β

α β

Τ
α αβ β β α αβ

β α

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

e G G e

G e G e

%

 

ãäå eα – áàçèñíûå âåêòîðû. 
Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, äëÿ ïîäûíòåãðàëü- 

íîé ôóíêöèè èç (40) íàõîäèì 

 

( )

( ){ }( ) ( )

rot rot rot rot

rot rot rot rot

G G

Τ Τ
α α α

α

− =

= − =∑

E E

E G E G e

% %

 

 ( ) ( ) ( )div rot rot ,Τ Τ
α α α

α

 = + ∑ E G E G e    (41) 

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè èçâåñòíîå âåêòîðíîå òîæäåñòâî 
 

 [ ]div rot – rot .=AB B A A B  

Ïîäñòàâëÿåì (41) â (40), ìåíÿåì ìåñòàìè ñóì-
ìèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, èñïîëüçóåì òåîðåìó 

Ãàóññà–Îñòðîãðàäñêîãî è ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ 
 

 0rot ( ) =E r  

  { }( ) ( )1
rot rot .

4
S

dSΤ Τ
α α α

α

   = +   π∑∫ n EG n E G e    (42) 

Òåïåðü ê (42) ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ïåðåñòàíîâîê 
â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè, ñíîâà ìåíÿåì ìåñòàìè 

ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, ïåðåõîäèì îò âåê-
òîðîâ ê òåíçîðàì è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò 
 

 0 0

1
( )

4 i k
= ×

π
H r  

  [ ] [ ]{ }rot rot ,

S

G G dS× +∫ En En% %   (43) 

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà 

  0rot .ik=E H    (44) 

Åñëè òåíçîðíîå óðàâíåíèå (38) çàïèñàòü â ñèñ-
òåìå ãëàâíûõ êîîðäèíàò, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ 
îäíîîñíûõ ñðåä îíî ðàñïàäàåòñÿ íà òðè íåçàâèñè-
ìûå ñèñòåìû èç òðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé, îòäåëü-

íî äëÿ êàæäîãî èç ñòîëáöîâ òåíçîðà G% . Ðåøàÿ ýòè 

ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàõîäèì 

  

11 21 31

3

12 32 2

0, , – ,

– , ,

o o

e o

g g
G G G

z y

g g I
G G

z z x z

∂ ∂= = =
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∂ ∂ ∂= = +
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3 3

13 23 332
, – – , – ,e og g I I

G G G
y x x ydzx y

∂ ∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  (45) 

ãäå 0( , )og r r  è 0( , )eg r r  – ôóíêöèè Ãðèíà (21) è (22) 

è èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå 

2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 9. 
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   ( ) ( )
0( – )

0
0 2 2 2 2 2 2
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e
( , ) ,
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i

o e x

I d
k k

+ ∞ α

∞

∆=
π α α + ∆ α∫ ∫ ∫

r r

r r α   (46) 

 ( )2 2 2 2 2 2 2
0 – / , .o e o x y zn n n∆ = α = α + α +α  

Åñëè ∆0 = 0, òî èíòåãðàë (46) òàêæå ñòàíîâèòñÿ 
ðàâíûì íóëþ, à (43) ñ (45) ïðåâðàùàþòñÿ â ñòðîãîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ïîëÿ â èçîòðîïíîé ñðåäå. 

Íåïîñðåäñòâåííî èç (38) ñëåäóåò óñëîâèå 

 ( )div 0.Gε =%%   (47) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ (45) â (47), ïîëó÷àåì, ÷òî íåèçâåñò-

íàÿ íàì ôóíêöèÿ (46) îáÿçàíà áûòü òî÷íûì ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ 

 
2 2

2
2 2

– .e o
I I

g g
y z
∂ ∂+ =β
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  (48) 

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ 

 [ ] { } [ ] { }1 2 3 1 2 3, , , rot , , .B B B D D D= = = =B En D En   (49) 

Èñïîëüçóåì (45) è ïîñëå íåñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ 
äëÿ (43) íàõîäèì 

Îðãàíèçóåì äâå ôóíêöèè: 
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0 02 2
( , ) ( , ),o o
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R
I g

k p
=r r r r    (52a) 

   
2

0 02 2
( , ) ( , ),e e
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R
I g

k p
′

= −r r r r    (52á) 

ãäå ( ) ( )2 22
0 0– – .p y y z z= +  

Òåïåðü âû÷èñëèì òî÷íîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
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y z
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Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èñïîëíåíèå óñëîâèÿ  

  
2

o
p

ik
R

>> 1    (54) 

ïðåâðàùàåò (53) â ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 
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Âûðàæåíèå (50) áóäåì ñ÷èòàòü òî÷íûì ðåøåíè-
åì âåêòîðíîé çàäà÷è äëÿ ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå. 
Èç (21), (22) è (49) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ xi = x, y, z  
è x0i = x0, y0, z0 

  , ,

0 0

– , – .o e o e

i i i i

g g I I
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂

   (51) 

Èñïîëüçóÿ (51), ëåãêî óâèäåòü ïåðâîå îáùåå 

ñâîéñòâî ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðîâ B  

è D) äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ (50) ðàâíà íóëþ. 
Îñíîâíûì íåãàòèâíûì ìîìåíòîì ïîëó÷åííîãî 

ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî çàâèñèìîñòü îò èíòåãðàëà (46), 
òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî íàì îïðåäåëèòü íå óäàëîñü. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà 

ïðèáëèæåííûõ ñïîñîáîâ åãî âû÷èñëåíèÿ, è îäíó èç 
òàêèõ  âîçìîæíîñòåé  ìû  ïðîäåìîíñòðèðóåì  íèæå. 

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
ïðè óñëîâèè (54) âûïîëíÿòñÿ 
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûâîäó: åñëè (54) âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî èíòåðåñóþùèé íàñ èíòåãðàë (46) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé (52), 
ïðè÷åì ýòà ñóììà ïðèáëèæåííî óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ (48). Èññëåäóÿ (54), ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòî 
óñëîâèå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ z0 [ñì. (35)] íå 
âûïîëíÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå – 
ïó÷îê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî÷òè âäîëü îïòè÷åñêîé îñè. 
Íî ýòà ñèòóàöèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òåîðèè ãåíå-
ðàöèè ãàðìîíèê, íèêàêîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿ-
åò, â ñâÿçè ñ ÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìîòðåííîå 
ïðèáëèæåíèå âíîñèò îãðàíè÷åíèé íå áîëüøå, ÷åì 
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ïðèíöèïèàëüíî íåîáõîäèìîå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî 
ïðèáëèæåíèÿ óñëîâèå (35). 

Åñëè òåïåðü èíòåãðàë (46), çàïèñàííûé â âèäå 
ñóììû äâóõ ôóíêöèé (52), ïîäñòàâèòü â ðåøåíèå 

(50), òî ïîñëåäíåå ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûì îáðàçîì 

ðàçîáüåòñÿ íà äâà. Ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò ôóíê-

öèè 0( , )og r r , áóäóò, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿòü ïîâåäåíèå 

î-âîëíû, à âñå îñòàëüíîå áóäåò îòíîñèòüñÿ ê å-âîëíå. 
Ïðè÷åì â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè go,e ÿâëÿþòñÿ òî÷-
íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (20), âñå êîìïîíåíòû 

âåêòîðà H èç (50) áóäóò òî÷íî óäîâëåòâîðÿòü ñêà-
ëÿðíûì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà (16) èëè (19). Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà 

  0rot – ( ),ik= εH E%   (56) 

ìîæíî áóäåò ëåãêî îïðåäåëèòü è êîìïîíåíòû âåê-

òîðîâ Eo,e. Ïîñëåäíèå áóäóò òàê æå òî÷íî óäîâëå-
òâîðÿòü óðàâíåíèÿì (16) è (19) è óñëîâèþ íà äè-
âåðãåíöèþ (6a). Îáðàùàÿñü ê (50), ëåãêî óâèäåòü, 

÷òî âåêòîð He íå èìååò ïðîåêöèè íà îïòè÷åñêóþ îñü 
(Hex = 0), à ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (55) ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî òàêèì æå ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü ðåøå-

íèå äëÿ âåêòîðà Eo. 
Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîâåðêè, êîòîðûå ìîæíî 

ïðîâåñòè, íå êîíêðåòèçèðóÿ âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, 
ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (50) äåéñòâèòåëüíî îï-
ðåäåëÿþò èñêîìîå ðåøåíèå âåêòîðíîé çàäà÷è, òî÷-
íîñòü êîòîðîãî ðåãëàìåíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèåì óñ-
ëîâèÿ (54). Òåì íå ìåíåå îñòàåòñÿ íå ÿñíûì âåñüìà 
âàæíûé ìîìåíò: áóäåò ëè ðåøåíèå (50) îòâå÷àòü òðå-
áîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè. Ñîìíåíèÿ íà ýòîò ñ÷åò ìî-
ãóò âîçíèêíóòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñëåäóþùåå 

äîñòàòî÷íî çàìåòíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè ê ñóììå 
ôóíêöèé (52) äîáàâèòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ, 
çàâèñÿùóþ òîëüêî îò õ, òî ýòà ñóììà áóäåò ñ òåì 
æå óñïåõîì óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (48). Êàêîé èç 
ýòèõ ïðèáëèæåííûõ âàðèàíòîâ áóäåò ëó÷øå ñîâïà-
äàòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà (46), ëè÷íî íàì 
îïðåäåëèòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Åäèíñò-
âåííîñòü ðåøåíèÿ íàäî ëèáî äîêàçûâàòü ñòðîãî, ëè-
áî ïîïûòàòüñÿ óñòàíîâèòü ÷åòêóþ ñâÿçü ðåøåíèÿ (50) 
ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ñêàëÿðíîì ïðèáëèæå-
íèè, äëÿ êîòîðûõ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè óæå äîêà-
çàíû. Âòîðîé âàðèàíò âûãëÿäèò, íà íàø âçãëÿä, áî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, è ìû íèæå çàéìåìñÿ åãî ðåà-
ëèçàöèåé, íàäåÿñü çàîäíî è íåñêîëüêî óïðîñòèòü âû-
ðàæåíèÿ (50), êîòîðûå íàì êàæóòñÿ âñå-òàêè ñëèø-
êîì ãðîìîçäêèìè. 

Ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèñûâàåì 

âûðàæåíèÿ (50) â ñèñòåìå E-êîîðäèíàò è, òåì ñà-
ìûì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è î ïó÷êå, ðàñïðîñòðà-

íÿþùåìñÿ ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì θ ê îïòè÷åñêîé 
îñè. Çàòåì îáúÿâëÿåì ïó÷îê ñëàáî ðàñõîäÿùèìñÿ  
è äîãîâàðèâàåìñÿ ðåøàòü çàäà÷ó â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â ñèëó (37) âñå ïðî-
èçâîäíûå îò ôóíêöèé Ãðèíà ïî ïîïåðå÷íûì êîîð-
äèíàòàì (x è y) âòîðîé è áîëåå âûñîêîé êðàòíîñòè 
ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Ó÷èòûâàåì, ÷òî ôóíêöèè 
(52) â E-êîîðäèíàòàõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû  
â âèäå [âåçäå íèæå äëÿ ge ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü (26)] 
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ãäå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû èñïîëüçîâàëè îáî-

çíà÷åíèÿ C = cosθ, S = sinθ. 
Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî êîíêðåòèçèðîâàòü âèä 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îáðàùàÿñü ê (58) è (59), çà-
ìå÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ z0 > 0 âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé 
íàïðÿæåííîñòè î- è å-âîëí ìîæíî ïðåäñòàâèòü  
â âèäå 

   { } { }1 1 1 1, , , , , .o ox oy oz e ex ey ezE E E E E E= µ µ = µ µE E  (60) 

Êðîìå òîãî, âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ (60) èìå-
þò ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ àìïëèòóäû, ò.å. 

  ( ) ( ) ( ), , 1 1 2, , e .
e
oik z

o e o ei i
A x y z= µ µ µE   (61) 

Ïîñêîëüêó ìû ðåøàåì çàäà÷ó â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ò.å. êîìïîíåíòû 

âåêòîðîâ Â  è D ), êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü 
â (58) è (59), ñëåäóåò çàïèñûâàòü â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ 
(49) îáûêíîâåííîé âîëíû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè 
ïîëó÷àåì 

2.* 
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 0 0
1 1 2 1 3 1– , , ;y x yB SE B E B CE= µ = µ = µ    (62à) 

 0
1 1 2, ,o x o yD ik SE D ik E= − µ = − µ   

 3 1.o xD ik CE= µ  (62á) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû 
ïðèíèìàþò âèä 

  0
1 1 2 1 3 1, , ,y x yB SE B E B CE= − µ = µ = µ    (63à) 

 0
1 1 2 1– , – ,e e

x yD ik SE D ik E= µ = µ   

 0
3 1.

e
xD ik CE= µ   (63á) 

Ïîäñòàâëÿåì (62) â (58), îòáðàñûâàåì âíîâü 
îáðàçîâàâøèåñÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè 
è äëÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè î-âîëíû 
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå 
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Ïîäñòàâëÿåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (63) â ðåøå-
íèå (59). Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (56). 
Ó÷èòûâàåì, ÷òî â E-êîîðäèíàòàõ íåíóëåâûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îï-
ðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

   2 2 2 2
11 22 33 13 31, , , .o o o on b n n a n aε = ε = ε = ε = ε = ρ   (65) 

Ïîñëå ÷åãî, ñîõðàíÿÿ âåëè÷èíû íóëåâîãî è ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, äëÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé 
íàïðÿæåííîñòè íåîáûêíîâåííîé âîëíû ïîëó÷àåì  
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå 
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Ñäåëàåì íåñêîëüêî êîììåíòàðèåâ. Ïîëîæåíèå 
îïòè÷åñêîé îñè â ñèñòåìå Å-êîîðäèíàò îïðåäåëÿåò-
ñÿ, î÷åâèäíî, âåêòîðîì 

 { }sin ,0,cos .= θ θO  (67) 

Òîãäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ âåêòîðîâ (67) è (66), à òàêæå âåêòîðîâ (67) è (59) 
òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ïî îïðåäåëåíèÿì (13) è (14), ïîëå (64) îêàçûâàåòñÿ 
î-âîëíîé, à (66) – å-âîëíîé. Âñå êîìïîíåíòû âåê-
òîðîâ (64) è (66) òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì 
Ãåëüìãîëüöà (16) è (27), à ñàìè âåêòîðû â ïåðâîì 
ïðèáëèæåíèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íà äèâåðãåí-
öèþ (6à). È íàêîíåö, ñàìîå îñíîâíîå. Â íóëåâîì 

ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ (64) è (66) ñîâïàäàþò ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè 
â ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè. Ìàëûå êîìïîíåíòû âåê-
òîðîâ (64) è (66) îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ýòîãî ñêàëÿðíîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì 
îáðàçîì, êàæäîå èç ðåøåíèé (64) è (66) îïðåäåëÿåò 
îäèí åäèíñòâåííûé âåêòîð, êîòîðûé ñîâïàäàåò ïðè 
z0 = 0 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, çà-
äàííûì íà ýòîé ïëîñêîñòè. 

Èç ïðèâåäåííûõ êîììåíòàðèåâ ñëåäóåò, ÷òî  
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè 
ïðèíöèïèàëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ â îäíîîñíîé îäíî-
ðîäíîé ñðåäå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ ðåøåííîé. 
Âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òà-
êîå ðåøåíèå, îêàçàëèñü âûïîëíåííûìè. Ïîñêîëüêó 
ðåøåíèÿ (64) è (66) ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ôîðìàëü-
íûõ óïðîùåíèé îáùåãî âûðàæåíèÿ (50), òî ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ñåðüåçíûå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî è ñàìî 
ïðåäñòàâëåíèå (50) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ (1). 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 
Îòìåòèì îäèí ìîìåíò îáùåãî õàðàêòåðà, êîòî-

ðûé ìû ñîâñåì íå îáñóæäàëè â ðàìêàõ íàñòîÿùåé 
ðàáîòû. Ñóòü åãî ñâîäèòñÿ ê îòâåòó íà âîïðîñ: ìî-
æåò ëè â îäíîîñíîé ñðåäå âîëíà îäíîãî òèïà áûòü 
èñòî÷íèêîì âîëíû äðóãîãî òèïà? Èëè äðóãèìè ñëî-
âàìè: ìîæíî ëè íà âõîäå â îäíîîñíóþ ñðåäó çàäàòü 
òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè 
áû íàëè÷èå â ñðåäå âîëíû òîëüêî îäíîãî òèïà? Èç 
ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåøåíèé (64) è (66) ñëåäóåò, 
÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ äîëæåí 
áûòü ïîëîæèòåëüíûì, à íà âòîðîé – îòðèöàòåëüíûì. 
Íàïðèìåð, åñëè î-âîëíà èìååò êîìïîíåíòó Ex (èëè 
«ïðèîáðåòàåò» åå â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ), òî 

ýòà êîìïîíåíòà ñîãëàñíî (66) îáÿçàíà ñòàòü èñòî÷-
íèêîì å-âîëíû (êîëè÷åñòâåííóþ ñòîðîíó âîïðîñà 

ïðè ýòîì íå îáñóæäàåì, à èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ïðèí-
öèïèàëüíîé âîçìîæíîñòüþ). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî â îäíî-
îñíîé ñðåäå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ î-âîëíà, êîòîðîé íå 
áûëî íà âõîäå â îäíîîñíóþ ñðåäó. 

Èç ñêàçàííîãî âïîëíå åñòåñòâåííî âûòåêàåò ñëå-
äóþùèé âîïðîñ. ßâëÿåòñÿ ëè òàêîå âçàèìíîå âëèÿ-
íèå (èëè, åñëè óãîäíî, âçàèìîäåéñòâèå) î- è å-âîëí 
ñâîéñòâîì, âñåãäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèñóùèì ïðî-
öåññó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ â îäíîîñíîé ñðåäå, èëè 
ýòî ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàíèÿ öåëîãî ðÿäà ïðèáëè-
æåíèé, ïðèâëå÷åííûõ íàìè äëÿ óïðîùåíèÿ ñòðîãîãî 
ðåøåíèÿ (50)? Â ýòîì ïëàíå íàèáîëåå «ïîäîçðèòåëü-
íûì» îêàçûâàåòñÿ ñàìà âîçìîæíîñòü ñòðîãîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà (46) â âèäå ñóììû äâóõ ôóíê-
öèé âèäà (52), ïîñêîëüêó èìåííî ýòà àêöèÿ è ëåæèò 
â îñíîâå ðàçäåëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ (50) íà äâà – 
îòäåëüíî äëÿ î- è å-âîëíû. Íàâåðíîå, ñóùåñòâóåò 
ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè èëè íåâîçìîæ-
íîñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (46) íà äâà ñëàãàåìûõ, 
íî íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íàì îíî íå èçâåñòíî. Ðà-
çóìååòñÿ, îòâåò íàøåëñÿ áû ñàì ñîáîé, åñëè áû óêà-
çàííûé èíòåãðàë óäàëîñü âû÷èñëèòü òî÷íî. Íî è ýòî 
íàì, ê ñîæàëåíèþ, ïîêà ñäåëàòü íå óäàåòñÿ. Äðóãîå 
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äåëî, ÷òî êîñâåííóþ èíôîðìàöèþ íà ýòîò ñ÷åò ìîæ-
íî ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü, åñëè îáðàòèòüñÿ ê ÷àñòíî-
ìó ñëó÷àþ – èçîòðîïíàÿ ñðåäà. 

Ïóñòü â èçîòðîïíîé ñðåäå ïó÷îê ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ âäîëü îñè Z ñèñòåìû Å-êîîðäèíàò. Çàôèêñèðó-
åì ïðîèçâîëüíî íàïðàâëåíèå (67) è ïîïðîáóåì îòû-
ñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèå (1), ó êîòîðîãî áóäåò îò-
ñóòñòâîâàòü ïðîåêöèÿ íà ýòî íàïðàâëåíèå. Åñëè òàêîå 
ðåøåíèå óäàñòñÿ íàéòè, òî ýòî áóäåò ïîëíûé àíàëîã 
î-âîëíû, íî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû. Ïîäîáíûì îá-
ðàçîì, èñïîëüçóÿ (14), ìîæíî îðãàíèçîâàòü «èçî-
òðîïíóþ» å-âîëíó. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå «êâàçè»-î-  
è -å-âîëíû áóäóò èìåòü ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå 
ñâîéñòâà è îòëè÷àòüñÿ òîëüêî îðèåíòàöèåé âåêòîðîâ 
ïîëÿðèçàöèè. 

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïîÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ñíîâà âåðíóòüñÿ ê âîïðîñó î âçà-
èìíîì âëèÿíèè, íî òîëüêî òåïåðü óæå «êâàçèâîëí». 
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ïëàíå èíòåðåñóþùåãî 
íàñ ñâîéñòâà ñïîñîá ïîÿâëåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî íà-
ïðàâëåíèÿ (åñòåñòâåííûé èëè èñêóññòâåííûé) ïðèí-
öèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ èìåòü íå áóäåò. Òàêèì îáðà-
çîì, âåðîÿòíîñòü äîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ äî êîíå÷íîãî 
ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò, ïîñêîëüêó âñå 
ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà (46), 
ïðè ïåðåõîäå ê èçîòðîïíîé ñðåäå ñíèìàþòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè. 

Ìû íå ãîòîâû â íàñòîÿùèé ìîìåíò äåòàëüíî 
îáñóæäàòü òàêóþ ñõåìó ðåøåíèÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì îã-
ðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíèì çàìå÷àíèåì. Ñòðîãîå ðåøå-
íèå ñòàíäàðòíîé çàäà÷è î ïîëå â èçîòðîïíîé ñðåäå  
 

íàìè óæå, ïî ñóùåñòâó, ïîëó÷åíî: äîñòàòî÷íî îáðà-
òèòüñÿ ê (50) è ïîëîæèòü â íåì no = ne = n. Çàìå-
÷àåì, ÷òî ïðè ýòîì ñàì èíòåãðàë (46) òàêæå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Îäíàêî è ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ëþáîïûòíûì: åñëè ðå÷ü èäåò î ðàñïðîñòðàíå-
íèè «êâàçèâîëí», òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåøåíèé èíòåãðàë (46) (â áîëåå ïðîñòîé, «èçî-
òðîïíîé» ôîðìå) ïðèäåòñÿ ñíîâà ââîäèòü â âûðàæå-
íèå (50), íî óæå èñêóññòâåííûì îáðàçîì. 
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S.D. Tvorogov, V.O. Troitskii. Exact and approximate representations for a laser beam in the uniaxial 
homogeneous medium. 

We have considered the problem of the monochromatic radiation propagation in the uniaxial and homoge-
neous medium. Two versions are shown for investigating the above-mentioned problem: the scalar approxima-
tion (the variation of polarization state of propagating radiation is not taken into account) and the rigorous  
approach of exact solution of the vector wave equation. The basis for the first version is the suggested general 
determination of ordinary and extraordinary radiation, and for solving the wave equation we used the Kirchhoff–
Helmholtz method generalized to vector problems. For both versions, simplification of solutions was considered 
connected with parabolic approximation. It is shown that in this case the results of using the scalar and vector 
versions will, as was assumed, coincide more closely for the less divergence of the laser beam. 

 
 


